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VaR — analyza citlivosti, korekce

Frantiek Vavra', Pavel Novy”

Abstrakt

Prace se zabyva rozbory citlivosti nékterych postupti, zahrnutych pod zkratkou VaR. Analyzuje
mozny vliv vstupnich neurcitosti a neurcitosti v uréeni pravdépodobnostniho modelu.
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1. Motivace a pojmy

Metodikami souhrnné¢ nazyvanymi zkratkou VaR dostala oblast hodnoceni rizik efektivni
prostiedek. Jako u vSech postupt, které piinesly dané oblasti podnétny impuls k dalSimu
rozvoji, objevuji se zde nékteré nekritické ptistupy a aplikace. Nasim cilem je na nckteré
upozornit. Podstatou VaR je vzajemné pfifazeni kvantilu a hodnoty realizujici tento kvantil.
Existuji riizné formalizace.

Jednou z moznych je [2]:

VaR, =inf{xeR :P(X >x)<l-a }=inf{xeR :F,(x)>a}, (1)

kde:

R, je redlna osa, mnozina realnych cisel,

o je hladina vyznamnosti, pfijatelnd pravdépodobnost piekroceni urc¢ené hladiny
VaR,,

P(X > x) je pravdépodobnost toho, ze nahodnd proménna X, méfici riziko, prekroci
hodnotu x,

F,(x) je distribu¢ni funkce ndhodné proménné X v bodé x.

Pro jednoduchost a piehlednost se omezime na klasické kvantilové vyjadieni. Dale na
,»Spojité* ndhodné proménné s ryze rostoucimi a spojitymi distribu¢nimi funkcemi
a s existujici hustotou. Také se omezime na jednorozmérné nahodné proménné méfici riziko.
Analyzovat budeme statické tllohy. Pouzivany formalismus proto bude:

Fy(x,)=a nebo F,(x(a))=a. (2)

Z této formulace lze ostatni ulohy za uvedenych predpokladi snadno odvodit.

" Doc. Ing. Frantisek VAVRA, CSc., Zapadogeskd univerzita v Plzni, Fakulta aplikovanych véd,
Katedra matematiky, Univerzitni 22, 306 14 Plzen. vavra@kma.zcu.cz .

* Ing. Pavel NOVY, Ph.D., Zapado¢eska univerzita v Plzni, Fakulta aplikovanych véd, Katedra
informatiky a vypocetni techniky, Univerzitni 22, 306 14 Plzeil. novyp@kiv.zcu.cz .



mailto:vavra@kma.zcu.cz
mailto:novyp@kiv.zcu.cz

4. mezinarodni konference Rizeni a modelovani finanénich rizik Ostrava
VSB-TU Ostrava, Ekonomicka fakulta, katedra financi 11.-12. zafi 2008

2. Predpoklad spolehlivé znamé distribucni funkce

2.1 Zakladni pristupy
V uzivanych metodikach existuji dva zakladni (elementarni) ptistupy [1]:
— VaR to Risk
vstupem je hodnota nahodné proménné méfici riziko, vystupem je hladina vyznamnosti;
fesime tedy vztah F, (x)=a v a, pfi daném x, [e(x)].
— Risk to VaR
vstupem je hladina vyznamnosti, vystupem je ji odpovidajici prahova hodnota ndhodné
proménné méfici riziko; fedime tedy vztah F,(x)=a vii x, pti daném «a, [x(@)].

2.2 Citlivost postupu VaR to Risk

Analyza citlivosti se obvykle zabyva feSenim otazky, jak se zméni vystup, kdyz se vstup
zméni ,,malo*. V této konkrétni tiloze to znamena:

alx+A)=F,(x+A)= F,(x)+ £y (x)A = alx)+ £, (x)A, (3)
kde:

fv (x) je hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné méfici riziko.

V této elementdrni tloze je zména hladiny vyznamnosti imérna hodnoté hustoty v daném
bod¢. K vysvétleni efektu tohoto vysledku musime zavést pojem definicni obor ndhodné
proménné:

Dy ={x:(xeR)A(0<F,(x)<1)}. (4)

Protoze s metodikou VaR obvykle pracujeme v ,.krajich® defini¢niho oboru, tj. tam, kde jsou
odpovidajici pravdépodobnosti (hladiny vyznamnosti) ,,dost malé* nebo naopak ,,dost velké*,
je z pohledu citlivosti a pro tuto Glohu dillezité zjistit, jak se v téchto krajich chova hustota.
K tomu bude uzitecné zavést pojem podstatny definicni obor.

Podstatnym defini¢nim oborem ( ¢ -fezem) na hladiné€ ¢; ¢ >0 budeme rozumét mnoZzinu:

DX(e):{x:(xeRl)/\(FX(x)>%)/\(FX()C)<I—%)}. (5)

Je zteymé, Ze D, (O)= D, . ¢&-fez je vlastné mnoZina hodnot, mezi kterymi se s dostatecné
velkou pravdépodobnosti 1—¢ vyskytuji hodnoty ndhodné proménné meéfici riziko. ¢ -fezy
by slo zavést nesymetricky. Jsou ulohy, kdy je takové zavedeni uzitecné, ale v tomto textu
o tento typ neptjde.

Diskutovany postup stanoveni hladiny vyznamnosti « nebude citlivy na volbu x, pokud
bude hodnota hustoty f,(x) na mnoziné D, +D,(¢) dostate¢n& mala pro malé¢ &. To je
napf. splnéno pro normalni-Gaussovo rozdéleni a naopak neni splnéno pro ,,neposunuté‘
exponencialni rozdéleni v okoli nuly.

2.3 Citlivost postupu Risk to VaR

V této konkrétni lloze problém citlivosti znamena:

x(a+5):FXl(a+5);FXl(a)+%FX1(a)1a5 — x(a)+ ——

o, 6
[ \Fi (@) ©

kde:
Fy;'(a) je inverzni (kvantilova) funkce k funkci distribu¢ni.
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V této elementarni tloze je zmé&na hodnoty VaR Umérna souciniteli 1/ fx (F ! (a)). To uz

bude cCinit v nékterych izcela redlnych tulohach problémy. To reprezentuji nasledujici
obrazky, na kterych je zobrazen pribeh tohoto soulinitele pro normalni a exponencidlni
rozdéleni pravdépodobnosti.

Obrazek ¢. 1: Hodnota citlivostni funkce 1/ f, (F,;‘(a)) pro rozdéleni (o).
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Obrazek ¢. 2: Hodnota citlivostni funkce 1/, (FX (a)) pro rozdéleni g(1y.
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Z obou obrazki je ziejmé, Ze v této uloze a u uvedenych rozdéleni je stanoveni x(a) velice
citlivé na volbu « .
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3. Odhadovany pravdépodobnostni popis

Predchozi ptipad, kdy je zndmy pravdépodobnostni popis, je spiSe vyjimkou neZ realitou. Ve
skutecnosti je vétSina predpoklddanych uloh svazana s nékterym typickym modelem
(normdlni rozde€leni, exponencidlni rozdéleni, ...). Ten vSak ne vzdy dava i pfi dobré
statistické parametrické inferenci piijatelné vysledky. Proto jsou nutné korekce. Zde
prezentovany piipad vychazi z praci [3] a [4].

Jedna z moznosti testu pfijatelnosti zvoleného modelu je zalozena na trividlnim tvrzeni: Ma-li
nghodnd proménnd & rozdéleni s distribuéni funkei F, (x), pak ma néhodna proménna

n==Fr. (¢) rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1).

Toto tvrzeni pak mtize slouzit jako test shody zvoleného modelu s realitou. Testujeme shodu
empirické distribu¢ni funkce (EDF) ndhodné proménné 7 s modelovou distribucni funkci

rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1). Metodika takového testovani je podlozena [5],

str. 422-429. Pokud test vede k pfijmuti hypotézy shody, nevznikd Za4dny problém. Situace
zamitnuti bude nadéle sledovéana. Realny piiklad je na obrazku ¢. 3.

Obrazek ¢. 3: Priklad empirické distribucni funkce transformovanych hodnot.
Jedna se o logaritmus poméru soucasného a predchoziho kurzu, modelova distribucni funkce je normalni.
Zdroj dat: http://www.ecb.int/stats/exchange/eurofxref/html/index.en.html,
kurzy CZK za EUR 2.1.2003-10.7.2008.

1,00
0,95 /
0,90 /

0,85 . ~

0,80

-
0,75 /

0,70
P4

0,65
0,60

0,55 /
0,50 "

0,45 /
0,40 /
o

0,35
- /
0,30 -
- /
0,25
0,20 //
0,15 ,/
0,10 /
0,05
0,00
Rovnomérné Transformace modelovou distribuénifunkci
Transformace
) CZK za EUR - modelovou distribu¢ni
Udaj lg(k(t)/k(t-1) funkei
N(pramér, StD?)
Minimum -0,015 0,000
Pramér 0,000 0,504
Vybérovy median 0,000 0,518
Maximum 0,013 1,000
Odhad StD 0,003 0,273
Pocet 1415 1415

Tabulka ¢. 1: Vybérové parametry k distribucni funkci na obrdzku ¢. 3.
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3.1 Distorzni korekce

Vyse demonstrovany nedostatek zvoleného modelového popisu lze v nékterych piipadech
korigovat pomoci pojmu distorze. Ta vychazi z jednoduchého tvrzeni: Je-li F (x) libovolna

distribu¢ni funkce nékteré ndhodné proménné F : S — <0,1>, ScR, a G(x) je distribu¢ni
funkce G:<0,1>—><0,1>, pak slozend funkce G(F(x)) je také distribuéni funkci
FoG:S —><O,1>. G(x) byva nazyvana korekéni distribuci nebo distorzi. Pro detaily

odkazujeme na nase prace [3] a [4]. V literatufe lze nalézt mnoho distorzi, pouzitelnych pro
rizné situace, napf.:
— G(x)=x"a>0 ... mocninna distorze,

G(x)= q)(qb )+ ﬂ)ﬂ € R;D(x e? dz ®'(x) ... inverze mocninné

Nors J
distorze, tzv. Wangova distorze (Wangova transformace),
Gx)=(1+A)x—x*; A e <— 1,1> ... Giniho distorze (Giniho transformace),

.oy

J.Z‘H (1 - z)ﬁ_ldz

G(x)=B(x;a, ) =2 ;a, B3>0 ... Beta distorze.
B(a, p)

V této praci bude pro korekce modelovych popist vyuzita Beta distorze (Beta distribuce, Beta
rozdé€leni), pro svou pomérné Sirokou flexibilitu.

3.2 VyuZiti Beta distorze
M¢jme nadhodny vybér (xl,xz,...,xn) z ndhodné proménné &. O ném budeme predpokladat,
Ze se jednotliva pozorovani fidi distribu¢ni funkei F, (x).
— Nahodny  vybér  transformujeme  modelovou  distribuni  funkei — F. (x),
Vi =F§(x,.);i =1,..,n. V§b&r (y,,7,,..,v,) otestujeme na ,rovnomérnost“. Pokud lze
pfijmout hypotézu rovnomérmného rozdé¢lent, pak je F, (x) ptijatelnym modelem pro dalsi

praci (napt. VaR analyzu). Pokud ne, pokracujeme daléim krokem.

1 < - :
— Stanovime zékladni statistické parametry: y = z y; s = (y,. - y)z. Z nich
i=1 n—1

yll
,momentovou metodou” odhadneme parametry Beta rozdéleni « = y(M 1],

S
ﬂ:(l—}{ylzy —IJ.
S

— Vybér (yl,yz,...,yn) transformujeme z, = B(y,;a, ). Transformovany otestujeme na
rovnomernost.

Na obrazku €. 4 je ptiklad, jak dopadne korekce beta distorzi.
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Obrazek ¢. 4: Priklad zmény distribucni funkce transformované nahodné proménné po korekci beta-distorzi.
Jedna se o pokracovani prikladu zobrazeného na obrazku ¢. 3.
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Nasleduje obrazek kompletnich distribu¢nich funkei nad ptivodni osou.

Obrazek ¢. 5: Modelova a korigovana distribucni funkce.
Navazuje na predchozi obrazek ¢. 4.
Modelova distribucni funkce je normalni s parametry uvedenymi v tabulce ¢. 1.
Beta korekce G(y) md parametry = 1,191; p=1,173.
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3.3 Méreni ,,ne-kvality*“ modeli

Pojeti distorze lze pouzit i pro ,,méfeni kvality* pouzitych modela. Pouzijeme nésledujici
oznaceni:

F.(x) je empirickd distribu¢ni funkce daného ndhodného vybéru,
F,(x) je modelova distribu¢ni funkce dle zvoleného pravdépodobnostniho modelu,
G(y) je distorze popisujici ,,odchyleni* modelu a odhadnuté skutecnosti,

X, X,y5e...s X, J€ zpracovavany ndhodny vybér,

Vis VsV, e nadhodny vybér transformovany modelovou distribu¢ni funkei

v, =F, (x,);i=1,..,n.

Pro vztah mezi empirickou a modelovou distribu¢ni funkei miizeme piedpokladat nasledujici
vztah:

F,(x) = G(F,,(x)). (7)

Vzhledem k uvedenym ptedpokladim existuje k modelové distribuéni funkci jeji inverze
F'(y). Proto miizeme pouzit substituci y=F, (x) = x=F.'(y). Jejim dosazenim do
vztahu (7) dostdvame vztah pro vyjadieni distorze:

G(y)=F.(F,' (»)y<(0). ®)

»Vzdalenosti“ distorze od identity na (0,1) mizeme pak pomé&fovat kvalitu ¢i nekvalitu

pouzitého modelu. Takové méteni ¢i test by mél byt soucésti kazdé VaR studie. Vztah (8)
sam o sob& neni dokonaly, jsou zapotiebi jeho statistické vlastnosti. Jejich rozbor, pfes svou
velkou zajimavost, vSak podstatné piekracuje rozsah a urceni této prace.

Summary

VaR - sensitivity analysis and correction

Some sensitivity analyses VaR methodology are presented. Uncertainty and probability model
uncertainty are analyzed. Correction procedures and some way to measuring imperfection are
proposed too.
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