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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Na uvod kratké historické shrnuti

e Pro modelovani neurcitosti pouzijeme teorii pravdepodobnosti
(podobné jako ve fyzice Ci ekonomii), ale bylo tomu tak vzdy?

o Prvni expertni systémy (kolem roku 1970) pouzivaly Cisté logicky
pristup bez prace s neurcitosti, coz se ukazalo nepraktické.

e DalSi generace expertnich systému zkusila pravdépodobnostni
techniky, ale ty mely problem se skalovatelnosti (efektivni
odvozovani na Bayesovskych sitich jeste nebylo znamé).

e Proto byly zkouseny alternativni pristupy (1975 —1988) pro
modelovani neurcitosti, ignorance a vagnosti — pravidlove
orientované systémy, Dempster-Shaferova teorie, fuzzy logika.
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Opakovani — podminéna pravdepodobnost
Podminéna pravdépodobnost

P(xly) = P(x Ay)/P(y)
Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze na dvou kostkach hodime par, pokud
vime, Ze na kostce 1 padla 57
o P(dvojice|Hod1l = 5) = 11/—/366 =1/6
Podminénou pravdépodobnost casto zapisujeme v podobé
soucinového pravidla:

P(xNy) = P(xly) x P(y)  P(X.Y)=P(X]Y)xP(Y)
@ P znameni, ze vysledek je vektor cCisel
o P(X|Y) dava hodnoty P(X = x;|Y = y;) pro kazdy mozny par i,
@ P(x,y) odpovidda P(X =xAY =y)
o P(X,Y) oznacuje pravdépodobnosti pro vsechny kombinace hodnot X, Y
(Uplna) nezavislost: nahodné proménné jsou na sobé nezavislé

P(X|Y) = P(X) nebo P(Y|X) = P(Y) nebo P(X,Y) = P(X)P(Y)
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Opakovani — uplna sdruzena distribuce, marginalizace

Pravdépodobnosti elementarnich jevii mizeme popsat tabulkou,
tzv. Gplnou sdruzenou distribuci P( Tootchache, Cavity. Catch)

toothache —toothache

catch | —catch | catch | —catch
cavity 0.108 0.012 | 0.072 0.008
—cavity | 0.016 0.064 | 0.144 0.576

Chceme-li znat pravdépodobnost néjakého tvrzeni, seCteme
pravdépodobnosti vsech ,svéti”, kde tvrzeni plati (marginalizace)

P(Y) =) P(Y.2)

zel

o pr. P(tootchache = true) = 0.108 + 0.012 + 0.016 + 0.064 = 0.2

@ pozn. Y znaci mnozinu proménnych vs. Y znaci jednu proménnou
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Opakovani — Bayesova véta
Vime, ze plati
P(a A b) = P(a|b) P(b) = P(bl|a) P(a)
Mizeme odvodit Bayesovu vétu v obecné podobé:

P(X]Y)P(Y)

P(YIX) = =51

= aP(X|Y)P(Y)

@ « je normalizacni konstanta, zajistujici, ze
polozky v P(Y'|X) jsou sumarizovany na 1

o pf. a(0.2,0.3) = (0.4,0.6)
o 1/P(X) vlastné docasné zanedbame

@ podobné u podminéné pravdépodobnosti

P(Y.X)

POYIX) = 5753

= aP(Y,X)
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Bayesovske site

Bayesovska sit’ (Bayesian belief network) je orientovany acyklicky
graf, jehoz uzlum odpovidaji nahodné proménné a vazby
reprezentuji kauzalni zavislosti mezi temito promennymi.

Hrana X — Y znamena, ze X kauzalné ovlivhuje Y (pozorovani

X poskytuje kauzalni podporu Y, pozorovani Y poskytuje
diagnostickou podporu pro X ). Bayesovska sit umozniuje
provadeét prediktivni i diagnosticke inference.

Kazdemu uzlu je prifazena tabulka rozdeleni pravdepodobnosti.
Jestlize uzel nema zadné predchudce (rodiCe), jedna se
0 nepodminenou pravdepodobnost, v opacnem pripade jde
0 podminénou pravdepodobnost.

© Vaclav Matousek 8-6
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25



8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Bayesovska sit’

o Zachycuje zavislosti mezi nahodnymi proménnymi
o Orientovany acyklicky graf (DAG)

o uzel odpovida nahodné proménné

o predchidci uzlu v grafu se nazyvaji rodice

o kazdy uzel méa prirazenu tabulku podminéné pravdépodobnostni
distribuce P(X|Parents(X))

(et
o Jiné nazvy

o belief network, probabilistic network,
causal network (specialni pripad BS), knowledge map
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Bayesovska sit’ — modelova situace

o Mame v domé zabudovany alarm, ktery se spusti pri vloupani ale
nékdy také pri zemétreseni

o Sousedi Mary a John slibili, ze vzdy, kdyz alarm uslysi,

tak nam zavolaji
o John vola skoro vzdy, kdyz slysi alarm, ale nékdy si ho splete

s telefonnim zvonénim
o Mary posloucha hlasitou hudbu a nékdy alarm preslechne

o Zajima nas pravdépodobnost vloupani, pokud John i Mary volaji

o Dalsi predpoklady

o sousedi primo nevidi vloupani ani neciti zemétreseni
o sousedi se nedomlouvaji (volaji nezavisle na sobé)
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Bayesovska sit’ — priklad:

o Nahodné boolovské proménné reprezentuji mozné udalosti
o nékteré udalosti (zvonéni telefonu, prelet letadla, vadu alarmu, ..

ingnorujeme

o Pravdépodobnostni tabulky reprezentuji vztah podminéné

pravdépodobnosti
o staci reprezentovat hodnoty true

Burglary Earthquake I;(fz)
B E P(AIB.E
t t 95
t f 94
foot 29
o r 001
A | PMA)
t |.70
f f 101

)
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Sémantika sité

o Bayesovska sit kompaktnim zpisobem reprezentuje tplnou sdruzenou
distribuci

!
pr. P(j.m,a,~b,—e) = P(j|a) P(m|a) P(a|~b A —e) P(—b) P(—e)
= 0.90 x 0.70 x 0.001 x 0.999 x 0.998 = 0.000628
o /pétné Ize ukazat, ze tabulky P(X|Parents(X)) jsou podminéné
pravdépodobnosti podle vyse uvedené sdruzené distribuce
o Protoze Gplnou sdruzenou distribuci Ize pouzit pro odpovéd na libovolnou
otazku v dané doméné, Ize stejnou odpoved ziskat z Bayesovské sité marginalizaci

Burglary Earthquake 1;%2)
P(AIB.E)

95
94
29
001

A |PMA
JohnCalls _ : |70
7l 7 1oz

=~ [
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Jak konstruovat Bayesovske site

Rozepiseme P(x1....,x,) pomoci tzv. retézcového pravidla

0 n=4:P(Xy, Xz, Xo, X1) = P(Xa| X3, X2, X1 ) P(X3| X2, X1) P(X2| X1) P(X1)

Dale dostaneme
P(X,'|X,'_1, R Xl) = P(X,-|Parents(X,-))

za predpokladu Parents(X;) C {Xi_1,..., X1}, coz plati, pokud je
ocCislovani uzli konzistentni s usporadanim uzla v siti
o pozn. P(X4| X3, X5, X1) = P(X4| X5, X2) pokud X4 nezavisi na X

Tj. sdruzena distribuce

odpovida pridani P(X;|Parents(X;)) pro kazdy uzel sité X;.
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Konstrukce sité — algoritmus:
Uzly: rozhodnéte, jaké nahodné proménné jsou potreba a usporadejte je

o funguje libovolné usporadani, ale pro riizna usporadani dostaneme
rizné kompaktni sité

o doporucené usporadani je takové, kdy priciny predchazeji efekty

Hrany: bereme proménné X; v daném poradi od 1 do n

o v mnoziné {Xi,..., Xi—1} vybereme nejmensi mnozinu rodici X; tak,

ze plati P(Xj|Parents(X;)) = P(Xi|Xi—1,... X1)
o z rodich vedeme hranu do X;

o vypocteme podminéné pravdépodobnostni tabulky P(X;|Parents(X;))

Vlastnosti
o sit je z principu konstrukce acyklicka
o sit neobsahuje redundantni informaci a tudiz je vzdy konzistentni
(splnuje axiomy pravdépodobnosti)
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Konstrukce sitée — poznamky:

Bayesovska sit mize byt mnohem kompaktnéjsi nez Gplna sdruzena
distribuce, pokud je sit ridka (je lokalné strukturovana)

@ nahodna proménna Casto zavisi jen na omezeném poctu jinych
proménnych
o necht je takovych proménnych k a celkem mame n proménnych, pak
potrebujeme prostor
o n.2K pro Bayesovskou sit
o 2" pro uplnou sdruzenou distribuci
@ mazeme ignorovat ,slabé vazby”, ¢imz budeme mit mensi presnost
reprezentace, ale reprezentace bude kompaknéjsi

o pr. nebudeme brat v Gvahu, zda Mary nebo John volaji kvili
zemetreseni

o samozrejmé kompaktnost sité hodné zavisi na vhodném usporadani
proménnych
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Konstrukce sitée — priklad:

Necht jsme zvolili poradi MarryCalls,
JohnCalls, Alarm, Burglary, Earthquake

o

o

MarryCalls nema rodice

pokud vola Marry, je zrejmé aktivni
alarm, coz ovliviuje Johnovo zavolani

Alarm asi zni,
pokud vola Marry nebo John

pokud zname stav Alarmu,

tak vloupani nezavisi na tom,
zda vola Marry nebo John

o P(Burglary|Alarm, JohnCalls,
MarryCalls) = P(Burglary|Alarm)

Alarm je svym zplsobem detektor
zemétreseni, ale pokud doslo k vloupani,
tak pravdépodobné nebylo zemétreseni

Burglary

Earthquake
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Konstrukce sité — usporadani promeénnych

Mame sice jen dvé hrany navic oproti @
pavodnimu navrhu, ale problém je vyplnéni @
tabulek podminénych zavislosti

@ stejny problém jako u kauzalni vs.
diagnostické vazby

o diagnostickou vazbu P(pricina|nasledek)
Casto nezname

o je lepsi drzet se kauzalni vazby (pricina pred
nasledkem) P(nasledek|pricina)
o dava mensi sité a je snazsi vyplnit
tabulky podminénych zavislosti
Pri ,Spatném’ usporadani proménnych
nemusime nic usporit vzhledem k Gplné
sdruzené distribuci

@ MarryCalls, JohnCalls, Eartquake, Burglary,
Alarm

Burglary
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Odvozovani v Bayesovskych sitich enumeraci

o Pripomenme, k cemu maji Bayesovské sité slouzit — zjistit
pravdépodobnostni distribuce nahodnych proménnych X v dotazu za
predpokladu znalosti hodnot e proménnych z pozorovani (ostatni
proménné jsou skryté).

P(X|e) =aP(X.e)=a) P(X.e.y)

o Hodnotu P(X, e, y) zjistime z Bayesovské sité

o Mizeme jesté vhodné presunout
nékteré cleny P(x;|parents(X;)) pred soucty
o viz priklad na dalsi strané
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Odvozovani enumeraci — priklad:
o Necht mame dotaz, zda doslo k vloupani, pokud Marry i John volaji

P(blj.m) = a2 . > ,P(b)P(e)P(alb.e)P(j|a) P m| .\ ®
= aP(b) .. P(e)>_,P(alb,e) P(jla) P(m }Z\)\
o Earthquake a Alarm jsou skryté proménné @ @
Strukturu vypoctu mizeme zachytit stromovou strukturou

o je to hodné podobné reseni CSP a SAT
@ Vsimnéme si, ze
nékteré Casti vypoctu
se opakuji!

o Evaluace se provadi P(alb,e)
shora dolt nasobenim 23
hodnot po kazdé cesté

P(alb —e)

P(—alb,—e)
06

P(—alb,e)
05

o P(jl
a secitdnim hodnot ,9(661)
v+ uzlech
P(mla)
70
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Odvozovani enumeraci — algoritmus

function enumerace(X, e, bn) returns distribuci pro X
(X : nahodna proménna

e: hodnoty proménnych z pozorovani pro E

bn: BS s proménnymi {X} U EUY, kde Y jsou skryté proménné)
Q(X) = distribuce pro X, inicialné prazdna;
forall hodnoty x; proménné X do

Q(x;) = enumerace-hodnot(bn.VARS, e,.), kde e,. je e rozsireno o X = x;;

return normalizace(Q(X))

function enumerace-hodnot(vars, ) returns realné cislo
if vars = () then return 1.0;
Y = first(vars);
if Y ma hodnotu y ve
then return P(y|parents(Y)) x enumerace-hodnot(rest(vars), e)
else return > P(y|parents(Y')) x enumerace-hodnot(rest(vars), ey)
kde e, je e rozsireno o Y = y;

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Eliminace proménnych
o Enumeracni metoda zbytecné opakuje nékteré vypocty

o Staci si vysledek zapamatovat a nasledné pouzit

P(Bli.m) = aP(B)Y, P(e)X,P(alB.e) P(jla) P(m|a)
= afi(B)Y. F2E) X, f3(A. B, E) fa(A) fs(A)

o Cinitelé f; jsou matice (tabulky) pro dané proménné

o Vyhodnoceni provedeme zprava doleva (viz priklad dale)
o nasobeni Ciniteld je nasobeni po prvcich (ne nasobeni matic)
o vyscitanim cCiniteld eliminujeme prislusSnou proménnou
o na zavér provedeme normalizaci

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Eliminace proménnych — operace s tabulkami

o Mame-li dvé tabulky, potom jejich soucin je tabulka nad sjednocenim
proménnych z obou tabulek

f(A1....,Aj.B1,....Bx.C1.....C) =f1(A1,.... A;.B1.....B) x f2(B1..... B, Gi. ..., C)

HBEMBE
T 0.06 = 0.3%0.2
0.24 = 0.3%0.8
0.42 = 0.7%0.6
0.28 = 0.7%0.4
0.18 = 0.9%0.2
0.72 = 0.9%0.8
0.06 = 0.1%0.6
0.04 = 0.1%0.4

-]

0.7 T
0.9 F
0.1

-

0.8
0.6
0.4

nh n -
m < M
_|

-n
-n

M m T m - - -4 -

m Mm —-<4 -4 n mnn -
M -4 m <4 m 4 =M

o Pri vyscitani dojde k eliminaci proménné
f(B.C) =3, f3(A. B, C) = f5(a, B, C) + f3(—a, B, C)

0.06 0.24 n 0.18 0.72 | | 0.24 0.96
0.42 0.28 0.06 0.04 | | 048 0.32
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Eliminace proménnych — algoritmus

function eliminace(X, e, bn) returns distribuci pro X
(X : nahodna promeénna
e: hodnoty proménnych z pozorovani pro E
bn: BS s dplnou sdruzenou distribuci P(Xy, ..., X,))
tabulky = [];
forall var € order(bn.VARS) do
tabulky = [vytvor-tabulku(var, e)|tabulky];
if var je skryta proménna then tabulky = marginalizace(var, tabulky);
return normalizace(soucin-po-prvcich(tabulky))

o Algoritmus funguje pro libovolné usporadani proménnych (order)
o Slozitost je dana velikosti nejvétsiho Cinitele (tabulky)
v pribéhu vypoctu
o Vhodné je proto pro eliminaci vybrat proménnou, jejiz eliminaci
vznikne nejmensi tabulka
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Slozitost ulohy (problemu)

o Eliminace proménnych urychluje odvozovani, ale jak moc?

o Pokud je Bayesovska sit poly-strom (mezi kazdymi dvéma vrcholy vede
maximalné jedna neorientovana cesta), potom je Casova a prostorova
slozitost odvozovani linearni vzhledem k velikosti sité (tj. velikosti
tabulek)

o Pro vice-propojené sité je to horsi

o 3SAT lze redukovat na odvozeni v Bayesovské siti, takze odvozeni je
NP-tézke

1. AvBvC
2.CvDv-A
3.BvCv-D

o odvozovani v Bayesovské siti je ekvivalentni zjisténi poctu reseni
SAT-formule, je tedy striktné tézsi nez NP-tplné problémy

© Vaclav Matousek 8-22
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Vzorkovaci metody

o Exaktni odvozovani je vypocCetné narocné, mizeme ale pouzit
aproximacni techniky zalozené na metodé Monte Carlo

o Monte Carlo algoritmy slouzi pro odhad hodnot, které je tézké
spocitat exaktné

o vygeneruje se mnozstvi vzorki
o vzorek = ohoceni nahodnych proménnych

o hledana hodnota se zjisti statisticky
o vice vzorkii = vétsi presnost

o Pro Bayesovské sité ukazeme pristupy

o prime vzorkovani
o vzorkovani se zamitanim
o vzorkovani s vazenim vérohodnosti

o Dalsi zajimavé metody (viz Russel & Norvig)
o vzorkovani s Markovovskymi retézci
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Prime vzorkovani
o Vzorkem pro nas bude ohodnoceni ndhodnych proménnych

o Vzorek je potreba generovat tak, aby ,odpovidal” tabulkam
v Bayesovské siti
o uzly (proménné) bereme v topologickém usporadani
o ohodnoceni rodicti nam da pravdépodobnostni distribuci hodnot
aktualni ndhodné proménné
o nahodné vybereme hodnotu podle této distribuce

function vzorky(bn) returns vzorek ziskany dle bn
(bn: BS specitikujici dplnou sdruzenou distribuci P(X1, ..., X,))

forall proménnou X; z Xi..... X, do
x; = nahodny vzorek z P(X;|parents(X;));
return x

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Primé vzorkovani — priklad:
@ Vybereme hodnotu pro Cloudy z
distribuce P(Cloudy) = (0.5,0.5)

necht je true P(C)<5

@ Vybereme hodnotu pro Sprinkler
z distribuce P(Sprinkler|Cloudy = M
true) = (0.1,0.9) C | P(S) C | P(R)
necht je false t | Q0 q p @
. 71 30 fl.
o Vybereme hodnotu pro Rain z

distribuce é

P(Rain|Cloudy = true) = (0.8,0.2)

~

S R| P(W)
necht je true t } .gg
t :
o Vybereme hodnotu pro WetGrass z f ot @
distribuce P(WetGrass|Sprinkler = f | 00

false, Rain = true) = (0.9,0.1)

necht je true

Ziskali jsme vzorek Cloudy = true, Sprinkler = false. Rain = true, WetGrass = true
Pravdépodobnost jeho ziskani je zrejmé 0.5 % (1 — 0.1) x 0.8 x 0.9 = 0.324

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Vzorkovani se zamitanim
o Nas ale zajima P(X|e)!

o Ze vzorki, které vygenerujeme, vezmeme jen ty, které jsou kompatibilni s e

(ostatni zamitneme) P(Xle) =~ N(X.e)/N(e)

function vzorky-zamitani( X, e, bn, N) returns odhad pro P(Xl|e)
(X : nahodna promeénna
e: hodnoty proménnych z pozorovani pro E
bn: BS s aplnou sdruzenou distribuci P(X1,. ... Xp)
N: celkovy pocet vzorkii, ktery mame generovat)
forall hodnotu x v X do N[x] = 0; (vektor poctu hodnot inicializujeme na 0)
for j=1to N do
x = vzorky(bn);
if x je konzistentni s e then
N[x] = N[x] + 1, kde x je hodnota X v x;
return normalizace(N)

@ Necht v nasem prikladu vygenerujeme 100 vzorki, z toho u 27 plati

Sprinkler = true a z nich u 8 je Rain = true a u 19 je Rain = false. Potom
P(Rain|Sprinkler = true) ~ normalizace((8,19)) = (0.296, 0.704)

@ Hlavni nevyhoda metody je zamitani prilis mnoha vzorkii!
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Vazeni verohodnosti

Misto zamitani vzorki je efektivnéjsi generovat pouze vzorky vyhovujici
pozorovani e
o Zafixujeme hodnoty z pozorovani e a vzorkujeme pouze ostatni
proménné
o Pravdépodobnost ziskani vzorku je (mezi rodi¢i mame i pozorovani)

Sws(z,e) = H P(zi|parents(Z;))

o To ale neni to, co potrebujeme! Jesté nam chybi

w(z,e) = H P(ej|parents(E;))

o Tedy ’

Sws(z,e)w(z,e) = H P(zi|parents(Z;)) H P(ej|parents(E;)) = P(z.e)
i i
o Kazdy vzorek tedy doplnime o prislusnou vahu

P(Xl|e) =~ aN(X,e)w(X,e)

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Vazeni verohodnosti — priklad:

Necht zpracovavame dotaz P(Rain|Sprinkler = true, WetGrass = true)
@ Pocatecni vaha vzorku w = 1.0
@ Vybereme hodnotu pro Cloudy z
distribuce P(Cloudy) = (0.5,0.5) PO
necht je true

@ Hodnotu Sprinkler = true zname,
ale upravime vahu
C | P(S) C | P(R)

w = w X P(Sprinkler =
true|Cloudy = true) = 0.1 } Cég q p } @
@ Vybereme hodnotu pro Rain z

distribuce

P(Rain|Cloudy = true) = (0.8,0.2) S _R|PW)

necht je true et | (99
@ Hodnotu WetGrass = true zname, } J; :gg

ale upravime vahu f f| 00

w = w X P(WetGrass =
true|Sprinkler = true, Rain =
true) = 0.099

Ziskali jsme vzorek Cloudy = true, Sprinkler = true, Rain = true, WetGrass = true,
ktery ma vahu 0.099

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Vazeni verohodnosti — algoritmus

function vazeni-vérohodnosti( X, e, bn, N) returns odhad pro P(X|e)
(X : ndhodna proménna
e: hodnoty proménnych z pozorovani pro E
bn: BS s uplnou sdruzenou distribuci P(Xy, ..., X,)

N: celkovy pocet vzorkii, ktery mame generovat)
forall hodnotu x v X do W([x| = 0; (vektor vah inicializujeme na 0)
for j=1to N do
X, w = vazeny-vzorek(bn, e);

W(x] = W|[x] + w, kde x je hodnota X v x;
return normalizace(W)

function vazeny-vzorek(bn, e) returns vzorek a vahu

forall X; v X;.....X, do
if X; ma v e hodnotu x;
then w = w x P(X; = xi|parents(X;))
else x; = nahodny vzorek z P(Xj|parents(X;));

returns x, w
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Neurcitost prostrednictvim Bayesovskych siti — shrnuti

@ Opakovani: pravdépodobnost
@ Bayesovska sit
@ Sémantika sité
@ Konstrukce sité

@ Odvozovani v Bayesovskych sitich
o Exaktni metody

@ Odvozovani enumeraci
@ Eliminace proménnych

o Aproximacni metody
@ Primé vzorkovani
@ Vzorkovani se zamitanim
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Dempster-Shaferova teorie

Dempster-Shaferova teorie byla vyvinuta ve snaze o prekonani
nékterych nedostatku pravdépodobnostniho pfistupu, jako napf.
reprezentace neznalosti (ignorance) a pozadavku, ze soucet mér
duveéry v udalost a jeji negaci musi byt roven 1.

Zatimco pravdepodobnost predstavuje stupen, ve kterem je
tvrzeni povazovano za pravdive, mira domneni v Dempster-
Shaferové teorii predstavuje podporu tomuto tvrzeni. Rust
pravdepodobnosti hypotézy  redukuje pravdepodobnost
komplementu, kdezto v Dempster-Shaferové teorii rust podpory
hypotézy nezpusobuje zménu podpory komplementu.

Dempster-Shaferova teorie je obecnegjSi nez bayesovsky pristup,
jelikoz duvéra ve tvrzeni a duvéra v negaci tohoto tvrzeni

nemusi byt v soucCtu rovna 1.
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Zakladni prirazeni
Prostredi: uplny systém vzajemne disjunktnich zakladnich hypotéz
X= {h1, hz, Cee hn}

Zakladni prifazeni (basic probability assignment, mass probability
function) je funkce definovana na mnoziné vSech podmnozin
mnoziny X a nabyvajici hodnot z intervalu (0, 1), .

m: 2% — (0, 1),
ktera ma tyto vlastnosti:
m(@) =0, Y m(4)=1

AcX
Hodnota m(A) predstavuje miru daveéery, ze plati prave hypotéza A,

pfiCemz nevypovida nic o mife duvéry ve slozky mnoziny A.
Nemusi tedy platit m(B) < m(A) pro B c A.
Rekneme, Ze A je fokéalni element, jestlize m(A) > 0.
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Priklad:

Mejme nejaké (mozne) hodnoty veliCin, napr. trfi delikventy, kteri
zpusobili néjakou ujmu, a vime jen, ze z 50% to udélal A nebo B,
ale nevime, ktery z nich; na druhou stranu ale vime, ze z 50% to
udelal C. Pokud temto tvrzenim priradime pravdepodobnosti
a poté dostaneme dalsi informaci, ze A vinen neni, tak se zvysi
pravdepodobnost viny C.

V Dempster-Shaferoveé teorii vylouCime A, tedy celych 50% prejde
na B a 50% zustane na C (zjednodusSeni).

© Vaclav Matousek
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Priklad:

Mejme nejaké (mozne) hodnoty veliCin, napr. trfi delikventy, kteri
zpusobili néjakou ujmu, a vime jen, ze z 50% to udélal A nebo B,
ale nevime, ktery z nich; na druhou stranu ale vime, ze z 50% to
udelal C. Pokud temto tvrzenim priradime pravdepodobnosti
a poté dostaneme dalsi informaci, ze A vinen neni, tak se zvysi
pravdepodobnost viny C.

V Dempster-Shaferoveé teorii vylouCime A, tedy celych 50% prejde
na B a 50% zustane na C (zjednodusSeni).

Dale: Zakladni veliC¢iny Dempster-Shaferovy teorie
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Mira domneni

Mira domneni (measure of belief) v platnost hypotézy A je
definovana jako soucet zakladnich prirazeni vSech podmnozin

mnoziny A:
Bel(A) =) m(B)

Bc A

Na rozdil od zakladniho pfifazeni tedy Bel(4) vyjadfuje miru
domneéni v hypotézu A nebo v jakoukoli z jejich podmnozin.

Plati:
Bel(A) + Bel(A°) <1, kde A° =X — A,
Bel(A) < Bel(B) pro A C B,
Bel(X) = 1.
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Mira verohodnosti a interval domneni

Mira verohodnosti, resp. pripustitelnosti, (measure of plausibility):
Pl(A) = 1- Bel(A°)
Hodnota PI(A) vyjadruje miru chyby pri zamitnuti A.
Plati:
Bel(A) < Pl(A)
Pl(A) + PI(A°) > 1,
Pl(A4) < Pl(B) pro A < B.
Interval domneéni:
( Bel(A), PI(A) )

Tento interval vyjadruje rozsah nasi jistoty o hypotéze A. Rozdil
PI(A) — Bel(A) se nazyva nejistota o hypotéze A nebo ignorance.
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Poznamka: Miru verohodnosti (pripustitelnosti, plausibility) lze
definovat rovnéez takto:

PI(A) = Z m(B)
BNA#()

tj. souCet pres vdechna B majici s A neprazdny prunik.
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8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Poznamka: Miru verohodnosti (pripustitelnosti, plausibility) lze
definovat rovnéez takto:

PI(A)= Y m(B)
BNAH()

tj. souCet pres vdechna B majici s A neprazdny prunik.

Shrnuti: Bel(A) sumarizuje, nakolik evidence (znamé) ukazuje na A .

Pi(A4) fika, jak bychom véfili A, kdyby vSe neznamé
ukazovalona A.

— pravdiva hodnota lezi nékde mezi.
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UvaZujme univerzum U = {H, C, P} a zakladni p¥ifazeni

Priklad:
m({H}) = 0.3
m({H,C}) = 0.2
m({H,C,P}) = 0.5
Pak
Bel({H}) = 0.3
Bel({H,C}) = 0.5
Bel({P}) = 0
Bel({C}) = 0

PI(
PI(
PI(
PI(

iH})
{H,C})
iP})
{C})

1.0
1.0
0.5
0.7
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Kombinace zakladnich pfirazeni

Dempsterovo kombinacni pravidlo:
> my(A)-my(B)
A,Bc X, AnB=C
- > my(A)-my(B)
A,Bc X, AnB=J
ms3(C) = mi(A) + mz(B)
Dvé zakladni pfifazeni mi a m2 mohou pochazet od ruznych

expertu, pfipadné mi muze byt vychozi zakladni prifazeni a mo
zakladni prirazeni ziskane na zaklade novych skutecCnosti.

m3(C):1

© Vaclav Matousek 8-40
Uvod do znalostniho inZenyrstvi, ZS 2024/25



8. Zpracovani neurcitosti — teoretické pristupy

Zmeéna domneni

Jestlize pozorujeme B, pak se zakladni prifazeni, domneéni
a verohodnost A meni takto:

> m(C)

A|B) =20 roA=J; m(Q|B)=0
1B = S P (@1B)
CcX,CnB=Y
Bel(A|B)=BeI(AUB )— Bel(B")

1-Bel(B°)

picA By~ PIAND)
PI(B)
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Priklad:

Pro univerzum U ={D,D’} a
mi1({D}) = 0.8, my({D’}) = 0; m({D,D’}) = 0.2,
ma({D}) = 0.9; my({D’}) = 0; my({D,D’}) = 0.1;
vytvofime tabulku:

m 0.9 {D} 812 D'} |01 {DD}
08 (D} |072 {D}|0 {' |008 {D!
0 {b} 0 {y |0 {} |O {D'}
02 {DD'}|0.18 {D}|0 {} |o0.02 {DD})
m +m({D}) = 0.72+0.08+0.18 = 0.98
my+m({D'}) = 0
mi + mz({D, Dl}) = 0.02
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Bayesovskeé sité precizneé (pro zajemce)

Bayesovska sit’ (Bayesian belief network) je orientovany acyklicky
graf, jehoz uzlum odpovidaji nahodné proménné a vazby
reprezentuji kauzalni zavislosti mezi temito promennymi.

Hrana X — Y znamena, ze X kauzalné ovlivhuje Y (pozorovani

X poskytuje kauzalni podporu Y, pozorovani Y poskytuje
diagnostickou podporu pro X ). Bayesovska sit umoznuje
provadeét prediktivni i diagnosticke inference.

Kazdemu uzlu je prifazena tabulka rozdeleni pravdepodobnosti.
Jestlize uzel nema zadné predchudce (rodiCe), jedna se
0 nepodminenou pravdepodobnost, v opacném pripade jde
0 podminéenou pravdepodobnost.
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Pojmy potrebné pro definici bayesovske site
Necht G = (V, E) je orientovany acyklicky graf a necht ve V.
Definujme nasledujici mnoziny:

Cv={ueV| (u,v) e £},

D(v)={we V| existujecestaz v do w},

Av)={xe V]| x#v axeg C(v) U D) }.

MnozZina C(v) je mnoZinou bezprostfednich prfedchudcu (rodicu)
uzlu v, D(v) je mnozinou vSech nasledniku uzlu v (nejen
bezprostfednich). V pfipadé bayesovské sité prvky C(v)
nazyvame také pricinami .
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Definice bayesovske site

Necht (2, P) je pravdépodobnostni prostor, kde 2= (4 x ... x (2,
anecht X;(i=1, ..., n)je projekce 2 na 2 ({j. Xi: Q— QO je
nahodna promeénna). Necht (V, E) je orientovany acyklicky graf,
kde V={Xi,...,X»}.

Rekneme, Ze (V, E, P) je bayesovska sit, jestlize pro vdechna Xie V
a vsechna W c A(X)) jsou X; a W podminene nezavislé pri daném
C(X)). To znamena, ze kdyz W= {11,....Yi}, C(X)) = {Z\,..., Zn},

PYiAN...AYkANZIN...NZy) =0, pak
PXi\ A oo AYANZIN oo ANZ) =P(Xi| Z1 A oo A Z).

Zjednodusené receno, kdyz zname priciny X; , nic jineho nez X;
samotné nebo jeho naslednici nam nemuze dat néjaké dalSi
informace o X;. Misto pojmu bayesovska sit' se neékdy uzivaji pojmy
kauzalni sit’ Ci influencni diagram.
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Poznamky k symbolice

Necht X je nahodna promenna s oborem hodnot O(X) a P je
pravdépodobnost. Symbolem P(X) rozumime funkci definovanou

na O(X) tak, ze pro x € O(X) je P(x)=PX =x).
Zapisy pravdépodobnosti muzeme dale zjednodusit nasledujicim
zpusobem. Necht' I"'={X,, ... , X,}, C(X) = {Z, ..., Zx}. Pak:

PV)y=P(Xi} u...u{X,H)=PX, ..., X)) =PXi A ... A X)),
PXi| C(X) =P Xi| Z\, ..., Zn) =PXi| Zi A ... N Zn).
Uvedenou symbolikou muzeme definici bayesovskeé sité prepsat:
Rekneme, Ze (7, E, P) je bayesovska sit, jestlize pro véechna
X;e V avsechna Wc A(X:), P(W v C(X))) =0, plati, ze
PXi| Wo C(X) = P(Xi| C(X))).
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Vlastnosti bayesovske site
Necht (V, E, P) je bayesovska sit. Pak plati:
P()= [lP|CX))

XelV
P(C(X))=0

Necht (V, E) je orientovany acyklicky graf, kde V' = {Xi, ... , X, },
pricemz X; jsou promenne s obory hodnot O(X;). Necht (X | C(X))
je nezaporna realna funkce takova, ze er(X)f(x C(X))=1
pro vSechny kombinace hodnot proménnych z C(X). Pak

Q=0X)x..x0X,) a PW)=]]rf(xX|CX))
XelV
definuji pravdepodobnostni prostor, pro nejz (V, E, P) je
bayesovska sit. Pritom P(X| C(X)) je bud 0 nebo f(X| C(X)).
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Konstrukce bayesovske site

1. Specifikujeme veliCiny Xi, ..., X, ajejich obory hodnot O(X)).

2. Zkonstruujeme orientovany acyklicky graf (V, E), kde
V=1{Xi, ..., X}, vyjadrujici kauzalni zavislosti mezi veliCinami.

3. Odhadneme pravdepodobnost P tak, ze odhadneme P(X| C(X))
pro vSechna X, vSechny hodnoty X a vsechny kombinace
hodnot proménnych z C(X). Podle predchozi vety je nezbytne
splnéni pouze techto podminek:

0<P(X|C(X))<I1
> P(x|C(X))=1

xeO(X)
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Problém pro bayesovskou sit’

Problem reseny pomoci bayesovské site je mozno zjednodusenée
formulovat takto:

Necht' je dana bayesovska sit (V, E, P)amnoziny Uc V, Wc V, UnW=D.
Jsou-li zadany hodnoty promennych z mnoziny U, je treba zjistit P(W|U).

Po zadani hodnot nékterych proménnych se provadi inference, coz
znamena prepocet podminenych pravdepodobnosti pro ostatni
proménné. Inference v bayesovské siti je zalozena na Bayesovych
vzorcich.

Obecné je vySe zminény problém NP-slozity, coz znamena, ze pro ne;
neexistuji algoritmy s polynomialni cCasovou slozitosti. Pokud
bayesovska sit nema specialni strukturu, je nutné pouzit aproximacni
techniky, které jsou obvykle zalozeny na ne€jakych transformacich
bayesovske site na jednodussi tvar.
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Jednoduse souvisla bayesovska sit’
Rekneme, Ze bayesovska sit’ je jednoduse souvisla, jestlize mezi
kazdymi dvema uzly existuje prave jedna neorientovana cesta.

Jednoduse souvisla sit se také nazyva polystrom nebo les.
Zvlastnim pripadem polystromu je strom, coz je graf, kde kazdy
uzel ma nejvyse jednoho rodicCe.

Pro polystromovou bayesovskou sit existuji algoritmy pro
inferenci, které maji polynomialni Casovou slozitost.

Priklady: viz nasledujici http:// adresy:
http://www.uai.fme.vutbr.cz/~jdvorak/Vyuka/
http://ktiml.ms.mff.cuni.cz/~marta/SU.html
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