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Log- optimální portfolio
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jsou výnosy (výplaty) z investování  jedné majetkové jednotky 



(1Kč) do i-tého investičního titulu (aktiva). Jedná se o náhodné proměnné se sdruženou hustotou (i bodovou) 
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. Některé z aktiv může být degenerované s triviální hustotou. Příkladem takového aktiva jsou peníze ve měně ve které měříme majetek nebo bezkupónové státní dluhopisy (bezrizikové aktivum).
Dále předpokládejme, že máme k dispozici jednu majetkovou jednotku, kterou chceme investovat, budeme značit 
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 část této majetkové jednotky, kterou investujeme do i-tého titulu (aktiva). Tj. 
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. Dále budeme někdy používat označení 
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 je výnos (výplata) z investování jedné majetkové jednotky (peněz) za jednu investiční periodu (den, týden, měsíc, ….). Pro vektor 
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 budeme také používat název portfolio.
Portfolio 
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 budeme nazývat log-optimálním ( 
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. Pro daný soubor investičních aktiv 0,1, …, k může existovat více takových log-optimálních portfolií.
Obecně budeme jako kritérium investování používat:
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Situaci investování si lze představit (trochu, ne moc, zjednodušeně) jako hru dvou hráčů 

· Investora, který za svou strategii volí složení portfolia 
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 a 

· investičního trhu, který svoji strategii reprezentuje hustotou 
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(

v

f

.

Také budeme používat značení: 
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 jsou tedy obecně funkcionály.
Platí: 
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 je lineární v f a konkávní v b. 

Důkaz:  1. Linearita 
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  2. Konkavita 
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Tedy: 
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Samozřejmým důsledkem předchozího je i tvrzení, že 
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 je konvexní v 
[image: image20.wmf]f

.
Dalším užitečným tvrzením je i: Množina všech log-optimálních portfolii je konvexní. Tedy s každou dvojicí log-optimálních portfolii je i každá jejich konvexní kombinace log‑optimální.
Důkaz: 
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Ale 
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[image: image23.wmf]M
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. Z obou možností (nerovnosti a rovnosti) může platit jenom rovnost, jinak by se jednalo o spor s optimalitou 
[image: image24.wmf]*

1

b

 a 
[image: image25.wmf]*

2

b

 (existovalo by „optimálnější“ portfolio). 

Shrnutí

· 
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 je lineární v f a konkávní v b. 

· 
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 je konvexní v 
[image: image28.wmf]f

.

· Množina všech log-optimálních portfolii je konvexní.

· Možná (i neoptimální) portfolia tvoří konvexní množinu, specielně tvoří jednotkový simplex.
Dále je zřejmé, že v okolí optimálního portfolia nemůže hodnota kritéria růst. Bude tedy existovat okolí ve kterém každá směrová derivace kritéria (pokud existuje) podle vektoru portfolia bude nekladná.
Označíme: 
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, kde b je některý směrový vektor v prostoru všech možných portfolii. Potom:  
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. „Volně řečeno pokud jsme na vrcholu kopce můžeme jít buď rovně (po vrcholové rovině) nebo dolů“.
Proto:  
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[image: image33.wmf]l

l

l

l

l

l

l

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

+

®

+

®

1

1

log

lim

1

log

lim

*

0

*

0

v

b

v

b

E

v

b

v

b

E

T

T

f

T

T

f

 a to dá s využitím l’Hospitalova pravidla
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. Jinak napsáno: 
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Tedy pro log-optimální portfolio platí: Střední hodnota poměru výnosů libovolného portfolia  a portfolia log-optimálního nemůže překročit jednotku.

Zvolíme-li za směrový vektor pouze jedno aktivum, dostáváme:
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Samozřejmě, že pro taková i pro která je bi* >0 existuje  
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Shrnuto:

Nutné a postačující podmínky pro existenci maxima jsou:

· 
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Dále je vhodné uvědomit si rozdíl mezi optimálním portfoliem spočítaným na základě lin‑optimality, tj. 
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a log-optimality.

Pro log-optimalitu platí: 
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zatímco pro lin-optimalitu platí: 
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Námět:  Jak je to s extrémními hodnotami?

Důkaz opačné implikace (naznačení):

Platí:  
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, tedy platí: 
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[image: image51.wmf]k
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 pro libovolná bi, splňující podmínky simplexu (
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. Sečtením těchto nerovností přes   
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 dostaneme:
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pro libovolný výnos (výplatu) S  při libovolném portfoliu 
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 při měření proti log-optimálnímu výnosu S* při log-optimálním portfoliu 
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