8.  Základní stochastické procesy, Markovský řetězec a proces.





Markovské řetězce s konečným počtem stavů.





Příklad: Sklad náhradních dílů jednoho typu. Na počátku je ve skladu 8 kusů zvoleného náhradního dílu. V každé časové jednotce se s pravděpodobností “p” jeden náhradní díl použije. Při 3 kusech ve skladu se objedná 5 nových náhradních dílů tato dodávka dojde v některou následující časovou jednotku s pravděpodobností “q”. 





Sklad je tedy popsán množinou svých stavů tj. počtů kusů daného náhradního dílu, které jsou k dispozici.





Q = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8( 





Sklad pak se zadanými pravděpodobnostmi přechází z jednoho stavu do druhého.





                                  : i ( i-1   3( i (1    P( i ( i-1(= p(1-q)


A.   Přechod odběrem kusu: i ( i-1  8( i (4    P( i ( i-1(= p


B.   Přechod “neodběrem” kusu i(i   8( i ( 4  P( i ( i(= 1-p


                                         i(i   3( i ( 0  P( i ( i(= 1-q-p+pq


C.  Přechod příchodem dodávky a “neodběrem” kusu


                                      i(i+5   3( i ( 0  P( i ( i+5(= q(1-p)


D.  Přechod příchodem dodávky a současným odběrem kusu


                                           i(i+4   3( i ( 0  P( i ( i+4(= pq�






�� SHAPE  \* MERGEFORMAT ����


Přechody pouze “neodběrem” kusu nejsou vyznačeny.





Matice pravděpodobností přechodu:
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Markovský řetězec s konečným počtem stavů je charakterizován maticí pravděpodobností přechodů z jednoho stavu do jiného. Tato pravděpodobnost závisí jen na stavu ze kterého se vychází nikoliv na tom jak se do tohoto stavu dostal.


�
Označíme: Xn stav ve kterém je Markovský řetězec po n přechodech, potom pro něj platí:





P(Xn=qi/Xn-1=qi1, Xn-2=qi2, ..., X0=qi0(=


= P(Xn=qi/Xn-1=qi1( 





Pokud máme stavy označeny jejich čísly:





P(Xn=j/Xn-1=i, Xn-2=i2, ..., X0=i0(=


= P(Xn=j/Xn-1=i(= pij





Označíme P = ( pij ( matici pravděpodobností přechodu (matici přechodu) na jeden krok. Je zřejmé, že při označení P(n) = matice pravděpodobnosti přechodu po n krocích platí: P(n) = Pn. Dále označíme p(Xn=i) = pi(n) pravděpodobnost toho,  že  se Markovský řetězec v n-tém kroku nachází ve stavu  i a p(n)=( pi(n) ( vektor takových pravděpodobností. 





Potom platí:





p(n)T = p(k)T Pn-k    speciálně    p(n)T = p(0)TPn





Klasifikace stavů řetězce.





Stav j se nazývá dosažitelný ze stavu i jestliže existuje n(0 tak, že pij(n)(0.





Dosažitelnost rozkládá množinu stavů na třídy. Třída trvalých stavů je taková minimální neprázdná podmnožina množiny stavů, že vně této třídy neexistuje stav dosažitelný ze stavů této třídy. Třída která není třídou dosažitelných stavů se nazývá třídou přechodných stavů.





� SHAPE  \* MERGEFORMAT ����


Třída přechodových         Třída trvalých stavů.


stavů





Pro stav j třídy přechodových stavů a pro libovolný stav i platí: limn(0 pij(n)=0.





Námět 1.: Dokažte předchozí tvrzení.





Stav i se nazývá absorbční jestliže pii(1)=1. Markovský řetězec se nazývá absorbční jestliže jeho všechny stavy z třídy trvalých stavů jsou absorbční.


�











Model větvení.





Uvažujeme situaci kdy jedinec v 0-té generaci může dát vznik 0, 1, ..., i, .... potomkům s pravděpodobnostmi p0, p1, ... , pi, ... Obdobně to platí pro každého jedince libovolné generace. Pravděpodobnost vzniku i jedinců nezávisí jak na daném jedinci stejně tak i na generaci. Jedinci z dané generace dávají vznik svým potomkům navzájem nezávisle. Označíme Zn počet jedinců n-té generace. 


Dále označíme pij = P(Zn+1=j/Zn=i(.    Tj.       P(i(j}





Pro pij platí: pij= �EMBED Equation.3���pkpi-1 j-k      p0j = (0j Kroneckerovo delta.


{pkpi-1 j-k  je pravděpodobnost toho, že konkrétní jedinec dá vzniknout “k” potomkům a zbývajících “i-1” jedinců dá vzniknout “j-k” potomkům}


{p00=1, p01=0, p02=0, ............ }





m = střední hodnota počtu potomků daného jedince = �EMBED Equation.3���kpk





(2 = rozptyl počtu potomků daného jedince =             = �EMBED Equation.3���(k-m)2 pk





Potom:





E(Zn(= mn      a     (2(Zn(= �EMBED Equation.3��� (2 m(1


�
Námět 2.: Odvoďte vzorec pro rozptyl pokud je m=1.





Pravděpodobnost vyhynutí v n-té generaci:   qn = P(Zn = 0(


Platí: limn(( qn = 1 ( m(1 a limn(( qn = ( (1 ( m(1





Námět 3. (pro náročné): Naznačte důkaz [přes vytvořující funkci pravděpodobností g(z) = �EMBED Equation.3���pkzk  a vytvořující funkci pravděpodobností náhodné veličiny Zn+1 gn+1(z)=gn(g(z)) a g0(z)=g(z) ].





Námět 4.: Modelujte vývoj lidské populace na relativně uzavřeném území tak, že vezmete v úvahu pouze ženy. Počet narozených mužů respektujte lineárním vztahem k počtu narozených žen.











Jednoduché dekrementní modely.





Příklad: Nechť student ve škole s pěti lety výuky s pravděpodobností p ročník úspěšně ukončí, s pravděpodobností q školu opustí a s pravděpodobností r ročník opakuje. Uvedené pravděpodobnosti se během studia nemění. Této situaci odpovídá Markovský řetězec se sedmi stavy: 1, 2, 3, 4, 5, o = školu opustí před ukončením, u=školu regulérně ukončí.


�



Matice přechodu:
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Dekrementní modely jsou charakterizovány množinou přechodových stavů (ve kterých lze zůstat nebo) ze kterých lze přejít do stavu “vyššího” a množinou absorbčních stavů.


Matice přechodu takového řetězce pak má strukturu:





P�
Q�
�
0�
I�
�



kde podmatice P je matice přechodů mezi  přechodnými stavy (tranzientními) Q je matice přechodu do stavů absorbčních I je  jednotková a 0 nulová submatice.
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�
Otázky, které se v souvislosti s tímto modelem řeší:


Pravděpodobnost přechodu do absorbčního stavu po n přechodech. Střední doba do dosažení absorbčního stavu - obecně a po předchozích n přechodech. Pravděpodobnost dosažení absorbčního stavu před uplynutím n přechodů.





Aplikace:


1. Model stárnutí.   


2. Model stárnutí s příčinou úmrtí (každé příčině náleží jeden 


    absorbční stav).


3. Model uzavření prvního manželství.


4. Model zániku manželství.


5. Model zániku zaměstnaneckého poměru.


6. Migrační modely mimo zvolené území (modely první 


    migrace)





Námět 5.: Formulujte výše uvedené modely. (Kde se seženou příslušná data (např. Populační vývoj obyvatelstva Západočeského kraje v letech 1980 - 1993, Krajská statistická správa Plzeň, 1995, ...., v současnosti tj. 1999 ČSÚ divize Plzeň)(.





�
Modely zrodu - migrace - zániku.





X(t)  - velikost populace v čase t ( proces velikosti populace.





Model sestrojujeme za následujících předpokladů:


a. chování jedinců populace je navzájem nezávislé


b. libovolný jedinec dá vzniknout v intervalu (t, t+h( jednomu 


     novému jedinci s pravděpodobností (h + o(h) a více 


     jedincům s pravděpodobností o(h).


c. k populaci přibude v intervalu (t, t+h( jeden nový jedinec s 


     pravděpodobností (h + o(h) a více jedinců s 


     pravděpodobností o(h).


d. libovolný  jedinec  zemře nebo opustí populaci v intervalu 


     (t, t+h( s pravděpodobností (h + o(h).


e.  pravděpodobnost více než jedné změny b - d nastane v 


     intervalu (t, t+h( s pravděpodobností o(h).





( -  intenzita zrodu, intenzita porodnosti


( -  intenzita imigrace


( -  intenzita zániku, intenzita úmrtnosti





pj(t) = P(X(t)=j(


�EMBED Equation.3���pj(t) = ((j-1)(+((pj-1(t)  -  (j(+j(+()pj(t)  +  (j+1)(pj+1(t)


�EMBED Equation.3���p0(t) = -(p0(t) + (p1(t)





Námět 6.: Nalezněte řešení předchozích rovnic za předpokladu nulové imigrace.


�
Za obecných předpokladů platí:





E(X(t)(= �EMBED Equation.3��� (e((-()t- 1) + k0 e((-()t


(2(X(t)(=�EMBED Equation.3���.


                          .(( + �EMBED Equation.3���( e((-()t -1) + k0((+()e((-()t (





Modely populačního růstu.





Jsou modely “odvozené” od předchozích, které počet jedinců v populaci popisují pomocí některého charakteristického údaje, např. pomocí středního počtu jedinců E(X(t)(= Y(t).





Geometrický růst:





�EMBED Equation.3��� = r         diskrétní model


�EMBED Equation.3��� = r dt      spojitý model





Řešení:           Y(t) = Y(0)(1+r)t   diskrétní model


             Y(t) = Y(0)ert  spojitý model





r - míra přírůstku.


�
Model s proměnnou mírou přírůstku:





�EMBED Equation.3��� = r(t) dt


obecné řešení: Y(t) = Y(0)exp(�EMBED Equation.3���r(t)dt(


Námět 7.: Nalezněte explicitní řešení pro míru přírůstku: r(t) = k/t, kde k je nějaká konstanta.





Model se saturační úrovní - logistický růst:





�EMBED Equation.3��� = r(1- �EMBED Equation.3���( dt





Řešení:                  Y(t) = a/(1+be-rt)


a    je saturační úroveň.





Námět 8.: Nalezněte předchozí řešení a podrobně analyzujte jeho průběh. 





Literatura: Cipra, T.: Matematické modely demografie a pojištění. SNTL Praha 1990.
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