2.  Entropie a sdílená informace jako „objemové míry“, základní vztahy.
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Toto pojetí dává oprávnění mluvit o objemu informace „o objemových mírách“. Vyjádřeno vztahy:



H(X,Y) = H(Y,X)

H(X,Y) = H(X/Y) + H(Y)

H(X,Y) = H(Y/X) + H(X)



I(X:Y) = I(Y:X) 

I(X:Y) = H(Y) - H(Y/X)

I(X:Y) = H(X) - H(X/Y)



Námět 1.: Dokažte, že může platit (a velice často platí)  H(Y/X) ( H(X/Y).



Námět 2.: Dokažte, že platí I(X:Y)(0, D(P((Q)(0. Návod použijte Jensenovu    nerovnost [Pro  každou  konvexní  funkci  platí    Ex{f(x)} ( f(Ex{x}) nebo bez středních hodnot  ( 0(((1 a (x1,x2 platí:(f(x1)+(1-()f(x2) ( f((x1+(1-()x2) ( zavedení konvexní funkce ].



Námět 3.: Dokažte, že H(Y/X)(H(Y). Tj. neurčitost výstupu při známém vstupu je nanejvýš rovna nepodmíněné neurčitosti výstupu.



Příklad:

Klasická hrací kostka má obarveny stěny třemi barvami: 

1,6      je obarvena červenou

2,4,5   jsou obarveny modře

3         je obarvena bíle



   Jsou dva hráči, jeden hodí kostkou, druhému sdělí barvu čísla které padlo a druhý hádá jaké číslo padlo. Pokud uhodne dostane od prvního částku S1 Kč, pokud ne zaplatí prvnímu S2 Kč. První hráč sděluje barvu pravdivě.  Spočtěte:   I(barva : číslo),   H(barva),   H(číslo), H(barva, číslo), H(barva/číslo), H(číslo/barva). Výsledky interpretujte.   

Pokuste se stanovit hodnoty S1 a S2 tak, aby hra byla spravedlivá, tj. aby střední hodnota výhry prvního hráče byla shodná se střední hodnotou výhry druhého hráče.  Pokuste se dát Vaše výsledky do souvislosti pojmy teorie informace.



Kanálový model této hry:





�  číslo                                   barva                                   odhad čísla







Pokuste se navrhnout „optimální rozhodovací“ strategii druhého hráče, tj. optimální detektor. 



Z rovností:

H(X) = I(X:Y) + H(X/Y)

H(Y) = I(X:Y) + H(Y/X)



�plyne následující interpretace přenosu informace přenosovým kanálem:
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         H(X)                                                      H(Y)



�





                                                         H(X/Y)     



Tj. H(X/Y) je interpretačním modelem pro „v kanálu ztracenou“ informaci a H(Y/X) je opět interpretačním modelem pro „v kanálu přidanou informaci = šum = porucha“. I(X:Y) je pak modelovou veličinou pro míru skutečně přenesené informace.



Námět 4.: Interpretujte a vysvětlete (a dokažte) následující schéma pro I(X:Y) =0. {Ideální poruchový kanál}

�
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                                                                                       H(X/Y)



�

Námět 5.: Interpretujte a vysvětlete (a dokažte) následující schéma {ideální deterministický kanál}.



                                                                   H(Y/X)=0







�                H(X)                                                                                                H(Y)











                                                                   H(X/Y)=0





Námět 6.:  Mezi výstupní a vstupní abecedou přenosového kanálu jsou následující vztahy:
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Určete H(X), H(Y), H(X/Y), H(Y/X), I(X:Y). Stačí pro to zadané údaje a hodnoty. Pokud ne, doplňte je.   Jak v tomto případě závisí (pokud vůbec) I(X:Y) na p(x1)=p a p(x2)=1-p. Pokud v tomto případě má následující úloha smysl, řešte ji. Pro které „p“ bude I(X:Y) maximální. 

 

Nová interpretace entropie, protože platí:

I(X:Y) = � VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(� VLOŽIT Equation.2  ���)  

je:

I(X:X) = � VLOŽIT Equation.2  ���p(x) log(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 

= -� VLOŽIT Equation.2  ���p(x)log(p(x)) 

= H(X)

Tedy: Entropie je míra informace kterou poskytuje náhodná (jevová) proměnná sama o sobě.



Námět 6.: Analyzujte podobnost následujících vztahů:



(A(B(C(= (A(+(B(+(C(- (A(B(-(A(C(-(B(C( + (A(B(C(

Počty prvků konečných množin.



P{A(B(C}= P{A}+ P{B}+ P{C}- P{A(B}- P{A(C}- P{B(C} + P{A(B(C}

Pravděpodobnosti jevů.



H(X,Y,Z)= H(X)+ H(Y)+ H(Z)- I(X:Y)- I(X:Z)- I(Y:Z) + I(X:Y:Z)

Informační míry.



Námět 7.: Pozor na „přetažení“ analogií. 

 P{A/B} = P{A(B} / P{B}

H(X/Y)  = H(X,Y)  -  H(Y)

(A(B( = (A/B(   = (A( - (A(B(

H(X/Y)  = H(X) -  I(X:Y) 

Metrické vlastnosti.



d(X,Y) = H(X,Y) - I(X:Y)  tato funkce je pseudometrikou nad prostorem všech náhodných proměnných s konečným nosičem.



Platí:

d(X,Y) ( 0                               positivní

d(X,Y) = d(Y,X)                     symetrická 

d(X,X) = 0                                

d(X,Y) ( d(X,Z) + d(Z,Y)       trojúhelníková 

                          nerovnost  



Námět 7.: dokažte předchozí vlastnosti.

Námět 8.: dokažte, že může existovat dvojice náhodných proměnných (X,Y), X(Y taková, že d(X,Y)=0.

Námět 9.: co znamená pro dvě náhodné proměnné X,Y vztah X(Y.

Námět 10.: spočtěte d(X,Y) pro následující náhodné proměnné:



p(x,y)�y1�y2�y3�y4��x1�0.1�0.1�0.1�0.1��x2�0.05�0.05�0.05�0.05��x3�0.2�0�0�0.2��Námět 11.: Dokažte, zda platí: 

d(X,Y) = 2H(X,Y)-H(X)-H(Y).

Námět 12.: Dokažte, zda platí: 

d(X,Y) = H(X/Y)+H(Y/X)

�Essential information.

Označíme AX množinu (konečnou) hodnot jichž může nabývat náhodná proměnná X.



H((X) = log min {(T(: T( AX , P{x(T}(1-( }



H0(X) = log( AX (, pokud p(x)(0 (x( AX

[Hartleyova míra informace]





Námět 13.: Spočítejte H0(X) pro následující rozdělení:

p(x)�x1�x2�x3�x4�x5���0.3�0.1�0�0.3�0.3��Má takové rozdělení reálný smysl ?



Námět 14.: Spočítejte H0(X)  a H1/16 (X)  pro následující rozdělení:

p(x)�x1�x2�x3�x4�x5�x6�x7�x8���1/4�1/4�1/4�3/16�1/64�1/64�1/64�1/64��



Označíme XN = (x1 ,x2 , ... xN) posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných proměnných {i.i.d. ( independent identically distributed}.



Platí: pro každé ( ( 0 a každé 0(((1 existuje přirozené číslo N0 takové, že pro všechna N(N0 platí:



((1/N)H((XN) - H(X)(((

Námět 15.: Pokuste se dokázat výše uvedené tvrzení na základě vašich současných znalostí (analogie slabého zákona velkých čísel, bude dokázáno později, věta o typových sekvencích).

                                                                Základy teorie informace, přednáška 2, strana � STRÁNKA �7� 







H(X,Y)





přenos



zpracování signálu = detekce





I(X:Y)





I(X:Y)=0





I(X:Y)








