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6.  Úvod do teorie sázek II. - trh cenných papírů.

Konvexní funkce                                    Konkávní funkce


      x1          x           x2                                                                         x1                 x               x2
Trh  cenných papírů je reprezentován cenovým vektorem

 (X1, X2, ... Xm)

i - index označuje konkrétní cenný papír

Xi - je relativní výnos = změna ceny i-tého cenného papíru za období (nejčastěji jeden tržní den)

Xi = 


Dále předpokládáme, že je k dispozici sdružená distribuční funkce „cenového vektoru“ F(X1, X2, ... Xm).

Pod portfoliem budeme rozumět vektor (b1, b2, ... bm), bi ( 0,

(i bi = 1. Kde bi je relativní část disponibilních prostředků investována do nákupu i-tého cenného papíru. 

Potom:

S = bT X

je relativní výše disponibilních prostředků na konci období (vztaženo k jeho začátku), za předpokladu, že portfolio bylo drženo po celé období.

Označíme W(b,F) = EF(bTX) = 

log bTX f(X) dX =  

log bTX dFX „mírou (exponentem( zdvojení = doubling rate“ - viz předchozí přednáška. Obdobně:   W*(F) = maxb W(b,F).

Portfolio b* pro které platí: W*(F) =  W(b*,F), budeme nazývat logaritmicky optimální, zkráceně log-optimální.

 Tvrzení: W(b,F) je konkávní funkcí b a lineárním funkcionálem F, W*(F) je konvexním funkcionálem F.

( 

Množina log-optimálních portfólií tvoří konvexní množinu.

Důkaz:

Logaritmus je konkávní funkce, proto:

log((b1+(1-()b2)T X ( ( log b1T X+ (1-() log b2TX

W(b,(F1+(1-()F2) = E(F1+(1-()F2 (bTX) = 



log bTX ((f1(X)+ (1-()f2(X))) dX = 

 =(

log bTX f1(X)dX + (1-()

log bTX f2(X)dX

dále: Nechť b1*, b2* jsou dvě log-optimální portfolia, tj.: 

W*(F) =  W(b1*,F) = W(b2*,F) ( W(b,F) ( b, potom:

W((b1*+(1-()b2*,F) = (W(b1*,F) + (1-()W(b2*,F) = 

= ((+(1-())W(b2*,F) = W*(F)

Tvrzení:

                   1  ( b

 ( 0
                   E{

} =                         

                 (1 ( b

 = 0
Důkaz: viz Cover, Thomas:  Elements of Information  Theory. Wiley, New  York    1991, str. 460 a následující.

 Důsledek: E{

} = E{

} ( 1. Tj. log-optimální portfolio dává lepší nebo stejný (%) výnos než jakékoliv jiné.

Vazba na pojmy z teorie informace:

Buď      b

       log-optimální portfolio pro distribuční funkci 

F(X1, ..., Xm) a   b

   log-optimální portfolio pro distribuční funkci G(X1, ..., Xm) .

Potom při označení:

 (W = W(b

,F) - W(b

,G) = 

 = W*(F) - W*(G)  (   D(f((g).
kde: 

D(f((g) = 

f(X)log

 dX   divergence pro spojité náhodné proměnné.

Úvod do úvodu do klasické teorie sázek.

Předpokládáme sázky na vítěze. Možné vítěze označíme přirozenými čísly:   1, 2, 3, ... , n.

Pokud vsadíme  jedna na i-tého a ten zvítězí obdržíme od sázkové kanceláře oi . Tato částka je vyhlášena před závodem. Předpokládáme, že celá vsazená částka u sázkové kanceláře má hodnotu jedna. Částky vsazené na jednotlivé vítěze jsou:

b1, b2, ... , bn ,     bi( 0,     ( bi = 1  

Skutečné pravděpodobnosti vítězství jsou:

p1, p2, ... , pn ,     pi( 0,     ( pi = 1  

Pravděpodobnosti vítězství předpokládané sázkovou kanceláří jsou:

q1, q2, ... , qn ,     qi( 0,     ( qi = 1  

Pravděpodobnosti vítězství předpokládané sázejícími jsou:

r1, r2, ... , rn ,     ri( 0,     ( ri = 1  

Pravděpodobnostní rozdělení jsou modelem pro znalosti každého ze subjektů sázkového trhu.

Očekávaná střední hodnota výplaty předpokládaná sázkovou kanceláří w je:

E{w} = ( qi bi oi = 1 - ( , 0 ( ( ( 1

kde ( je předpokládaná „hrubá zisková míra“ sázkové kanceláře (marže).

Aby taková marže byla dosažena je vhodné volit výplaty podle následujícího vztahu:

qi oi = 1 - (,      proto    oi = 


aby sázky byly sázejícím přijatelné, je nezbytné, aby oi ( 1 (i.

Proto je nutno volit míru marže tak, aby bylo splněno: 



( 1  (   maxi ( qi ) (  1-(   to lze např. výběrem „závodících koňů“.

Očekávaná střední výplata v ze strany sázejících je:

E{v} = ( ri bi oi

pokud by se sázející chovali tak, že maximalizují očekávanou výhru bez ohledu na riziko, reagovali by:

rk ok ( ri oi  ( i = 1,...,n  ( bk = 1 a  bi =0 ( i ( k

Ale sázející se spokojí s nižší celkovou výhrou v za cenu, že sníží riziko prohry vsazené částky, jejich jednání (volba rozdělení celkové částky 1 do b1, b2, ... , bn) bude motivováno minimalizací odchylky od této celkové výhry v ( averze k riziku: 

Q(b1, b2, ... , bn,() = ( ri(bioi - v)2 + ((1-(bi)

Standardním postupem dostaneme:

bi = (/(2rioi2) + v/oi

a po dosazení za 1/oi = qi/(1-() :

( = 2(1-(-v)(1-()/((qi2/ri)

protože ale bi ( 0 (sázková kancelář přijímá sázky, nepůjčuje však na vítězství), dostáváme podmínku pro (: 

(( -2 ri oi v, (i. 

Dosazením a drobnými úpravami dostaneme:

(1-(-()/( (  - ri /qi (j (qj2/rj )    ( i = 1, ... , n


a při označení ((q ((r) =  (i qi(1 - qi/ri)
(1-(-()/(  ( - (ri /qi) [1-((q ((r)]    ( i = 1, ... , n.

Výraz ((q ((r) =  (i qi(1 - qi/ri) je jinou (ne - Shannonovskou) mírou divergence (vzdálenosti) pravděpodobnostních modelů q a r.

Pokud: rk ok ( ri oi  ( i = 1,...,n, dostáváme:

((-(1-())/( ( (rk /qk) [1-((q ((r)]

vazební podmínku mezi očekávanou výhrou sázejících a marží sázkové kanceláře. 
Námět 1.:  Na základě skutečného rozdělení pravděpodobností vítěze p1, p2, ... , pn ,     pi( 0,     ( pi = 1  odvoďte střední hodnotu skutečné výplaty a pokuste se nalézt závislost mezi jednotlivými předpokládanými rozděleními pravděpodobnosti p, q a r a velikostí této výhry.
Námět 2.:  Proveďte analýzu situace, kdy každý ze sázejících bude mít svou informaci o očekávaných výsledcích reprezentovanou rozděleními r1t, r2t, ... , rnt ,     rit( 0,     ( rit = 1, t=1, ... , m.

Námět 3.: Jak se změní situace kdy jsou sázky na výsledek zápasu dvou mužstev. Sázky jsou na vítězství prvního, na vítězství druhého a remízu.

Námět 4.: Pokuste se odvodit podmínky chování sázkové kanceláře (tj. tvorbu oi , odhad vlastní marže () při přijímání sázek na výsledky více zápasů.

Námět 5.: S využitím vztahů:

I(X:Y) = ((p(x,y)((p(x)p(y))

H(X) = I(X:X)

určete pro divergenci pravděpodobnostních modelů: 

((q ((r) =  (i qi(1 - qi/ri)

jí odpovídající výrazy pro „sdílenou informaci“ a „entropii“. Budou mít takto zavedené pojmy „měření informace“ shodné vlastnosti s Shannonovským pojetím. Kde se budou shodovat, kde se budou lišit ?
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