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10. Teorie informace a statistika.

Pozorovaný parametr                                              Pozorované veličiny   

                        (                                       X1,X2, ... ,Xn
 X1,X2, ... ,Xn jsou nezávislé stejně rozdělené pozorování s hustotou f(X,().

Na základě pozorování X1,X2, ... ,Xn (i.i.d.) odhadujeme hodnotu neznámého parametru: (  = T(X1,X2, ... ,Xn).

Příklad: Odhadujeme střední mzdu na základě výběrového šetření od n respondentů:

Střední mzda je jakýsi ideální údaj, který reprezentuje příjmovou situaci osob odkázaných na mzdu.

Střední mzda = (1/n) 
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T(X1,X2, ... ,Xn) je jakýsi dekodér, který z pozorování odhaduje zjišťovaný parametr. Pro takový algoritmus se vžil název statistika.
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To se nazývá logaritmická věrohodnostní funkce vztažená k pozorováním X1,X2, ... ,Xn  a parametru (.

Vzniká otázka jak přesně statistika T(X1,X2, ... ,Xn) odhaduje zjišťovanou hodnotu (. Další otázkou je jak přesně lze vůbec takovou zjišťovanou hodnotu odhadnout. To řeší následují metodika:

Nazveme V skóre náhodné proměnné X vůči zjišťovanému parametru (:

V = 
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Proto:                        E{V2} = (2{V(X)}.

Fisherova míra informace: 


J(() = E({(
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Střední hodnota se počítá přes náhodnou proměnnou pozorování.

Skóre pro pozorování X1,X2, ... ,Xn :

V(X1,X2, ... ,Xn) = 
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Protože jsou jednotlivá pozorování X1,X2, ... ,Xn nezávislá jsou i jednotlivá skóre V(xi) nezávislá. Proto:

E({V2(X1,X2, ... ,Xn)} = 
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O statistice T(X1,X2, ... ,Xn) řekneme, že je nestranným odhadem parametru ( = zjišťované hodnoty) ( pokud platí:

E X1,X2, ... ,Xn {T(X1,X2, ... ,Xn)} = (
Význam Fisherovy míry informace: (Cramér - Raova nerovnost):

Buď T(X) nestranný odhad parametru (, pak:

(2{T(x)}( (1/J(())

Fisherova míra informace tedy vypovídá o tom jak přesně lze odhadnout zjišťovanou hodnotou z pozorování. Převrácená hodnota této míry je tedy dolní mezí pro rozptyl odhadu daného parametru, je ideální dolní mezí - nezávislou na tvaru odhadovací funkce = estimátoru.  

Důkaz:

Nechť je V(x) skóre, T(x) estimátor parametru (. Potom:

[E{(V-E{V})(T-E{T})]}]2(E[(V-E{V})2]E[(T-E{T})2]

(Cauchy - Schwarzova nerovnost)

Je ale E{V}=0 a E{T}= (.

[E{(V-E{V})(T-E{T})]}]2(E[(V-E{V})2]E[(T-E{T})2] =J(()(2{T}

Ale:                  E{(V-E{V})(T-E{T})]}= 

=
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EMBED Equation.3[image: image22.wmf]ò

f(x;() Tdx = 
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Proto 1(J(()(2{T} a to jsme chtěli dokázat.

Příklad: Pozorujeme interval mezi obsluhou jednotlivých zákazníků u bankovní přepážky. Ten má exponenciální rozdělení pravděpodobnosti:

f(x;() = (1/() e-(x/()      a    ln[f(x;()] = -ln(() - (x/()

nJ(() = nE{ 
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Pozorování (intervaly mezi obsluhou jednotlivých zákazníků) byla: T1,T2, ... ,Tn , úloha zněla zjistit střední dobu obsluhy zákazníka tj. střední interval mezi zahájením obsluhy jednoho a zahájením obsluhy následujícího. 

Odhad této střední doby označíme T = (1/n)
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Statistika T = (1/n)
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Ti je nestranná protože:

E{T} = (1/n)
[image: image27.wmf]i

=

1

n

å

E{Ti} =  (1/n)
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E{(T-()2}= (2(T) ( (2/n

Samozřejmě, snažíme se vždy nalézt takový estimátor pro který nastává v Cramér -Raově nerovnosti rovnost. takový odhad je pak nazýván vydatným. 
V tomto případě:

E{([(1/n)
[image: image29.wmf]i

=

1

n

å

Ti ]-()2}= E{[(1/n)
[image: image30.wmf]i

=

1

n

å

(Ti -()]2}= 

=[(1/n2)
[image: image31.wmf]i

=

1

n

å

E[(Ti -()]2}=[(1/n2)
[image: image32.wmf]i

=

1

n

å

(2]=(1/n)(2

Odhad je tedy vydatným, neboť jeho rozptyl dosahuje své dolní meze. 

Testování hypotéz.

Vyslané písmeno                                                      Přijaté písmeno   

           X                                                                   Y

Označíme X vyslané písmeno (“hodnotu” sledovaného jevu) a Xc doplněk vyslaného písmene, tj. všechny ostatní písmena různá od X (doplněk hodnoty “sledovaného” jevu).  Dekódování provádíme tak, že testujeme poměr pravděpodobností: Definujeme oblast přijetí hypotézy, že bylo vysláno písmeno X: 
A(T) = {Y:
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a chyby dekódování:

( = P{rozhodneme, že bylo vysláno Xc/bylo vysláno X}

(chyba prvního druhu)

( = P{rozhodneme, že bylo vysláno X/bylo vysláno Xc}

(chyba druhého druhu)

( = P(Y(A(T)/X)                              ( = P(Y(A(T)/Xc)

Za předpokladu, že vstupní abeceda je X1,X2, ... , Xn platí: P(Y/Xc)  =  
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Oblast přijetí hypotézy o vyslání X lze zapsat:

A(T) = {Y:
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={Y: log P(Y/X) - log P(Y/Xc) > log T = k}=
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Pokud spočteme střední hodnotu “rozlišovacího skóre”:

EY/X{ log
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dostaneme “měřítko” pro rozlišení písmene X od ostatních písmen Xc.

Ve statistice se pak řeší problém nalezení vhodné hodnoty k tak, aby chyba prvního druhu  ( byla minimální možná za předpokladu, že (((zadaná. Je zřejmé, že takováto úloha je tím lépe “řešitelná” čím větší je hodnota: D(P(*/X)((P(*/Xc).
Transformace pozorovaného “parametru” 











Přenosový kanál, transformace sledovaného na pozorovaný.
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