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9.  Skryté markovské modely, entropická míra.

Základní pojmy Markovských modelů:

Vytvořující funkce Markovského modelu:

p(n) - vektor pravděpodobností výskytu modelu v jednotlivých stavech řetězce po n přechodech.

f(z) = 

p(i)zi vytvořující funkce pravděpodobností přechodu

{Z - transformace}.

Protože platí: pT(i+1)=pT(i)P,
platí: 

pT(i+1)zi = 

pT(i)ziP = fT(z)P, ale 

pT(i+1)zi = (1/z) 

pT(i+1)zi+1= 

=(1/z) [

pT(i+1)zi+1 - pT(0)] =(1/z) [fT(z)- pT(0)].

Odtud:             fT(z)P = (1/z) [fT(z)- pT(0)]

fT(z) = pT(0)(I-zP)-1
Stacionární pravděpodobnosti - stacionární rozdělení pravděpodobností:

pT = pTP

Tato rovnice má vždy nenulové řešení neboť det(P-I)=0, protože součet sloupců matice P je roven jedné. Ze všech nenulových řešení se vybere takové, které pi(0 a navíc: 

pi = 1.
Matice přechodu P je regulární je-li pro některé N PN bez nulových prvků.

Námět 1.: Co to znamená, že matice pravděpodobností přechodu je regulární?

Pro regulární řetězec konverguje matice Pn k matici A jejiž řádky jsou shodné.

Potom pTPn ( a pro který platí: aTP = aT a to nezávisle na tom jaký byl vektor počátečních pravděpodobností p.

Příklad:

	stav/stav
	déšť
	pěkně
	sníh

	déšť
	1/2
	1/4
	1/4

	pěkně
	1/2
	
	1/2

	sníh
	1/4
	1/4
	1/2


	1
	a1
	a2
	a3
	
	=
	a1
	a2
	a3
	.
	1
	1/2
	1/4
	1/4

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	1/2
	
	1/2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	1/4
	1/4
	1/2


	a1
	a2
	a3
	=
	2/5
	1/5
	2/5


Proto:

	A
	=
	2/5
	1/5
	2/5

	
	
	2/5
	1/5
	2/5

	
	
	2/5
	1/5
	2/5


Užití vytvořující funkce:

Pokud má rovnice det(I-zP)=0 kořeny reálné a různé pak lze psát:

(I-zP)-1 = 

 + 

 + 

 + ... +

limz(1 (1-z)(I-zP)-1 = A + limz(1(1-z)F0(z)


Řešení časových otázek:

Jaká je pravděpodobnost, že Markovský model „zůstane“ po d přechodech ( = časových jednotkách, dnech,   ....) v daném stavu Si?

Posloupnost přechodů:

	O =
	Si
	Si
	Si
	...
	Si
	Si
	Sj

	
	1
	2
	3
	
	d-1
	d
	d+1


Si ( Sj 

P{O/q1=Si}= pii(d-1)(1-pii) = pi(d)

střední hodnota počtu „setrvání ve stavu“

E{di} = 

dpi(d) = 

d pii(d-1)(1-pii) = 


Podobně lze řešit další otázky např. o rozptylu doby „setrvání ve stavu“, ..... .

Námět 2.: Určete pro výše uvedený příklad střední počet  „dešťových dnů“, „pěkných dnů“ a „sněžných dnů“ (kde je problém a proč?).

Námět 3.: Určete pro níže uvedený příklad střední počet  „dešťových dnů“, „pěkných dnů“ a „sněžných dnů“.

	stav/stav
	déšť
	zamračeno
	slunečno

	déšť
	0.4
	0.3
	0.3

	zamračeno
	0.2
	0.6
	0.2

	slunečno
	0.1
	0.1
	0.8


Zatím bylo uvažováno to, že jsou pro pozorování dostupné hodnoty jednotlivých stavů {S1,S2, ... , Sn-1,Sn}. Dále budeme předpokládat, že je k dispozici pro pozorování výstupní abeceda   {Y1,Y2, ... , Ym-1,Ym}. Dalším předpokladem bude, že výstupní symbol je přiřazen stavu a to se zadanou pravděpodobností:

Přesněji:

1. Je dán počet stavů n.

2. Je dán počet pozorovatelných symbolů m.

3. Je dána matice pravděpodobností přechodu: 

pij = P{q(t+1)=Sj/ q(t)=Si }       1(i,j(n

4. Je dána matice pravděpodobností pozorování:

bi(k) = P{v čase t pozoruji Yk/ q(t)=Si }   1(i(n    1(k(m

5. Je dán vektor počátečních pravděpodobností:

 p(0)= P{ q(0)=Si }      1(i(n 

Těmito předpoklady je dán Hidden Markov Model = HMM

(skrytý markovský model).

Příklad.: 1.

	stav/stav
	fronta
	nízké mraky
	jasná obloha

	fronta
	0.4
	0.3
	0.3

	nízké mraky
	0.2
	0.6
	0.2

	jasná obloha
	0.1
	0.1
	0.8


	stav/výstup
	déšť
	zamračeno
	slunečno

	fronta
	0.4
	0.4
	0.2

	nízké mraky
	0.6
	0.3
	0.1

	jasná obloha
	0.1
	0.0
	0.9


Příklad 2. : Demografie + pojištění.

	stav/stav
	zdraví
	nemoc
	smrt

	zdraví
	0.9999
	0.00009
	0.00001

	nemoc
	0.0004
	0.9995
	0.0001

	smrt
	
	
	1.0


	stav/výstup
	pracovní schopnost
	pracovní neschopnost
	smrt

	zdraví
	0.98
	0.02
	

	nemoc
	0.07
	0.93
	

	smrt
	
	
	1.0


V příkladu jsou souhrnně modelovány základní stavy (silně zjednodušeno - v reálu se používají třídy nemocí podle základní klasifikace - kardio-choroby, novotvary, „běžné nemoci“, ...). Za „takty“ modelu jsou uvažovány dny. Používá se pro modelování chování celé populace, zvl. pro předpovědi pracovních neschopností a plnění pojistného při pracovní neschopnosti.

	p(0)
	=
	1.0
	0.0
	0.0


Určete všechny použité pojmy z vyložené látky.

Entropická míra.

H(X) = limn(( H(Xn/Xn-1,Xn-2, ... ,X2,X1)

kde Xn, Xn-1, Xn-2, ... ,X2, X1 jsou proměnné stavů markovského modelu v čase = taktu = přechodu i.

Pro stacionární (homogenní) Markovské modely kde ( je stacionární rozdělení stavů modelu tj.   (T = (TP platí:

H(X) = limn(( H(Xn/Xn-1,Xn-2, ... ,X2,X1) = 

= limn(( H(Xn/Xn-1) = H(X2/X1) kde podmíněná entropie je počítána  pro stacionární rozdělení pravděpodobnosti stavů  (.

Proto:               H(X) = - 

(iPi,j log(Pi,j)

Pro „sdílenou, vazební“ informaci: 

limn(( I(Xn:Xn-1) = I(X2:X1) = 

p(i,j) log 

 = 

= 

(iPij log 

 = 

(i [

Pij log Pij - log (i ] = 

                                                =         až na znaménko
= - 

(i H(X/i) + H(() 
kde          H(() = -

(i log((i)

Námět 4.: Určete vztah pro určení limn(( I(qn:On) pro skrytý markovský model (stacionární).

Námět 5.: Určete vztah pro určení limn(( I(qn+1:On) pro skrytý markovský model (stacionární).

Námět 6.: Určete vztah pro určení limn(( I(On+1:On) pro skrytý markovský model (stacionární).
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Model stacionární složky.





Model tranzientní složky
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