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4.  Typové sekvence, použití pro extrémní odchylky, kódování.
Typové (typické) sekvence, typové množiny.

Předpokládejme X1,X2,X3,X4,X5,X6,..,Xn,..... jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné proměnné s pravděpodobností p(X):

Pak  platí:

-(1/n)log[p(X1,X2,..,Xn)]   ( H(X)   v pravděpodobnosti

Naznačení důkazu: 
-(1/n)log[p(X1,X2,..,Xn)] = -(1/n)(i log p(Xi) ( -E{log p(X)} podle zákona velkých čísel. Ale -E{log p(X)}=H(X).

Typová množina:   A((n) je množina všech posloupností délky n pro které platí:

2-n(H(X)+() ( p(x1, ... ,xn) ( 2-n(H(X)-()
Pro typové množiny platí:

1.  P{ A((n) }(1-(   pro n dostatečně velké

2.  (A((n)(( 2n(H(X)+()
3.  (A((n)(( (1-()2n(H(X)-()   pro n dostatečně velké
Volněji formulováno: 

     Posloupnosti typové množiny (typové posloupnosti) se vyskytnou s pravděpodobností dostatečně blízkou 1. Všechny posloupnosti v této množině jsou přibližně stejně pravděpodobné. Počet takových posloupností je přibližně 2nH(X). 

Ještě volněji formulováno: 

    Pro dostatečně velké n poměrně málo posloupností délky n vyčerpá téměř všechnu pravděpodobnost.

   Netypových posloupností je mnoho a mají malou pravděpodobnost.

Všech posloupností je (X(n , typových posloupností je „jen“ 2nH(X).
Např.: Pro (X(= 5  a pro n=20  a H(X) = 1 bit  a (=10-4 je  počet všech možných posloupností je cca 9.54 x 1013 , kdežto typových posloupností je něco okolo 1.05 x 106. Přitom typové posloupnosti „vyčerpávají“ všechnu pravděpodobnost až do 0.9999.

Námět 1.: Pro (X(= 2  a pro n=8  a H(X) = 0.5 bit  a (=10-4 je  počet všech možných posloupností je 256 , kdežto typových posloupností je něco  okolo  16. Ověřte prostředky které znáte. Návod: posloupnost  n 0-1 náhodných proměnných  má ve smyslu popsání posloupnosti počtem 1 binomické rozdělení. Největší pravděpodobnost zaujímají posloupnosti ve kterých je [n/2] jednotek a těch je 

 a mají pravděpodobnost:

 

p[n/2](1-p)n-[n/2].

Význam pro kódování:



           Netypové sekvence
                        Typové

Metoda kódování: seřadíme všechny posloupnosti do nějaké řady. Oddělíme typové a netypové posloupnosti do dvou skupin. Skupině netypových přiřadíme první bit = 0, skupině typových přiřadíme první bit = 1. Za tento první bit zařadíme binárně vyjádřené pořadí ve skupině v pevné délce tj. pro typové v délce nH(X)+(+1 a pro netypové v délce n log(X(+1(Námět 2.: Dokažte, že takové kódování je vzájemně jednoznačné). 

Potom:

Střední délka kódového slova celé posloupnosti ( 

1 x (nH(X)+(+2) + 0 x (n log(X(+2) = nH(X)+(+2

a střední délka kódu na jeden symbol je

H(X) + (/n + 2/n  

tj. pro dostatečně velké n je střední délka kódu H(X)
Námět 3.:  Jaký předpoklad je zde opět podstatný.

Vysvětlení významu analogií: Pro řečníky produkující symboly (slova) nezávisle (tedy věty a proslovy bez významu a obsahu) platí, že mají velice podobné projevy dané pouze řečnickým slangem doby (produkují velice pravděpodobné typové sekvence).

Námět 4.: Ověřte tvrzení o typových posloupnostech experimentálně. Vygenerujte všechny možné posloupnosti, seřaďte je podle pravděpodobnosti sestupně. Za typové považujte prvních m posloupností, kde součet jejich pravděpodobností poprvé překročí zadanou mez 1-(. Tato úloha je zajímavá algoritmicky. Máme-li vygenerovány typové posloupnosti délky n jak z nich vygenerovat typové posloupnosti délky n+1? Pro jaké n je zvládnutelná metoda generování (0-1ových) hrubou silou = všech? Pro jaké n je zvládnutelná v rozumném čase metoda generování  (0-1ových)  pouze typových rekurentně ?

Námět 5.: Kdy bude množina typových a všech posloupností téměř shodná? Tj. množina netypových se bude blížit prázdné. Lze to vůbec?
Příklad: Posloupnost 0, 1 - kových písmen. Posloupnost je plně popsána počtem členů posloupnosti N a mezi nimi počtem jednotek. Předpokládáme,  že  zdroj  generuje  symboly  s  P(1)=p  a     P(0)=1-p. Potom pravděpodobnost toho, že bude vygenerována posloupnost s k jednotkami bude: pk =

pk(1-p)N-k , počet takových posloupností je  

. Entropie takového zdroje je: 

H(X) = -p log p - (1-p) log(1-p)
Experimentální ověření tvrzení o typových (typických) posloupnostech. Pro dané N jsou vygenerovány posloupnosti všech typů. Jsou seřazeny podle pravděpodobnosti sestupně. V této řadě jsou počítávány členy tak dlouho dokud poprvé nepřekročí v součtu pravděpodobnost 0.99. Ty posloupnosti, které jsou zahrnuty do takové sumace jsou považovány za typové. Jednotlivé pravděpodobnosti a počty typů jsou počítány na základě následujících rekurentních vztahů:

pk =

pk(1-p)N-k,    mk = 


p0 = (1-p)n                 m0 = 1

pk+1 = pk 

 

mk+1 = mk 


Binomická řada {posloupnost 0,1 i.i.d.} P(1)=0.1



N
Extremální pravděpo-dobnost
Počet typových
Počet všech
Procento typových ze všech
Mezní pravděpo-dobnost

5
0.991
1.6E+0001
3.2E+0001
50.00 %
0.0081

6
0.999
4.2E+0001
6.4E+0001
65.63 %
0.0012

7
0.997
6.4E+0001
1.3E+0002
50.00 %
0.0026

8
0.995
9.3E+0001
2.6E+0002
36.33 %
0.0046

9
0.992
1.3E+0002
5.1E+0002
25.39 %
0.0074

10
0.998
3.9E+0002
1.0E+0003
37.70 %
0.0015

11
0.997
5.6E+0002
2.0E+0003
27.44 %
0.0025

12
0.996
7.9E+0002
4.1E+0003
19.38 %
0.0038

13
0.994
1.1E+0003
8.2E+0003
13.34 %
0.0055

14
0.991
1.5E+0003
1.6E+0004
8.98 %
0.0078

15
0.998
4.9E+0003
3.3E+0004
15.09 %
0.0019

16
0.997
6.9E+0003
6.6E+0004
10.51 %
0.0028

17
0.995
9.4E+0003
1.3E+0005
7.17 %
0.0039

18
0.994
1.3E+0004
2.6E+0005
4.81 %
0.0052

19
0.991
1.7E+0004
5.2E+0005
3.18 %
0.0069

20
0.998
6.0E+0004
1.0E+0006
5.77 %
0.0020

21
0.997
8.2E+0004
2.1E+0006
3.92 %
0.0027

22
0.996
1.1E+0005
4.2E+0006
2.62 %
0.0035

23
0.994
1.5E+0005
8.4E+0006
1.73 %
0.0045

24
0.993
1.9E+0005
1.7E+0007
1.13 %
0.0058

25
0.991
2.5E+0005
3.4E+0007
0.73 %
0.0072

26
0.997
9.7E+0005
6.7E+0007
1.45 %
0.0023

27
0.996
1.3E+0006
1.3E+0008
0.96 %
0.0030

Extrémní posloupnosti: n členná posloupnost je extrémní s „mírou = pravděpodobností omylu“ ( pokud neplatí:

2-n(H(X)+() ( p(x1, ... ,xn) ( 2-n(H(X)-() 
pro i.i.d. posloupnost x1, ... ,xn. Hodnota x této posloupnosti je extrémní s „pravděpodobností omylu“ ( pokud neplatí:

2-(H(X)+() ( p(x) ( 2-(H(X)-() 

Poznámka experimentální zkušenost říká, že dostatečně velké n je 

n( 32.

To   má  smysl   protože   p(x1, ... ,xn) = p(xi)n ( i      a navíc P{ A((n) }(1-(   pro n dostatečně velké.

Námět 6.:  Může existovat extrémní posloupnost jejíž žádný člen není extrémní? (Námět k řešení: ano).  

Námět 7.: Testujte extrémní chování kurzu USD v CZK (Kč) tak, že posloupnost  kurzů v  čase  převedete  na  posloupnost   poklesů (kód = 0) a nárůstů (kód =1). V případě rovnosti rozhodněte náhodně pro jednu variantu.

Námět 8. : Testujte extrémní - neběžné chování kurzu USD v CZK (Kč) tak, že posloupnost  kurzů v  čase  převedete  na  posloupnost   poklesů (kód = 0) a nárůstů (kód =1). Zde vycházejte z předpokladu, že v ustáleném stavu je pravděpodobnost poklesu a pravděpodobnost nárůstu stejná tj. rovná 0.5. V případě rovnosti rozhodněte náhodně pro jednu variantu.

Námět 9.: Testujte extrémní chování kurzu USD v CZK (Kč) tak, že posloupnost  kurzů v  čase  převedete  na  posloupnost tvarových popisů (deskriptorů) následujícím způsobem: V daný den i má kurz popisnou  hodnotu:


r =růst     p=pokles         x=konvexní          k=konkávní
Netypových sekvencí je o něco méně než (X(n  a je je možno zakódovat pomocí n log(X(+2 bitů





Typových sekvencí je cca 2nH(X)+( a je je možno kódovat pomocí  H(X)+(+2 bitů.
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