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Základy teorie informace, osnova přednášek a cvičení.

1.  Entropie, relativní entropie, divergence, sdílená informace.

2.  Entropie a sdílená informace jako „objemové míry“, 

     základní  vztahy.

3.  Význam, použití, plánování a vyhodnocení experimentů.

4.  Typové sekvence, použití pro extrémní odchylky, kódování.

5.  Úvod do teorie sázek, entropie a divergence.

6.  Úvod do teorie sázek II.

7.  Přenosový kanál jako jedna z metod odhadu.

8.  Základní stochastické procesy, Markovský řetězec a proces.

9.  Skryté markovské modely, entropická míra.

10. Teorie informace a statistika.

11. Teorie informace a burza cenných papírů.

12. Teorie informace, obslužné linky a sítě.

13. Princip maxima entropie a jeho využití pro odhady.

Doporučená literatura:

Základní studium:

Adámek:  Stochastické procesy  a teorie  informace - úlohy, skripta ČVUT, ediční středisko ČVUT, Praha 1989. 

 Vajda:  Teória  informácie  a  štatistického  rozhodovania. Alfa,    Bratislava 1982. 

Šebesta:  Signály a  soustavy II.,  skripta VUT  Brno, SNTL Praha    1982.

Adámek: Kódování.  SNTL, Praha 1989. Edice  Matematika pro vysoké    školy technické.

 Pro podrobnější studium: 

Cover, Thomas:  Elements of Information  Theory. Wiley, New  York    1991.

Csiszár,  Koerner:   Information  Theory,  Coding   Theorems  for    Discrete Memoryless Systems. Akademiai Kiado. Budapest 1986.

Bečvář: Úvod do algebry. Skripta MFF - UK, SPN Praha 1984.

Bican: Algebra II. Skripta MFF - UK, SPN Praha 1982.

Bican, Kepka, Němec:  Úvod do  teorie konečných  těles a lineárních    kódů. Skripta MFF - UK, SPN Praha 1982.

Cvičení:

1. Konečný automat jako dynamický model.

2. Odvozené množinové popisy konečného automatu, modelování    

    neurčitosti.

3. Pravděpodobnostní automat, jeho neurčitost, aplikace sdílené    

    informace. 

4. Příklady využití entropie pro plánování experimentů. Vyhledávání 

    prahu, metoda „půlení pravděpodobnosti“, kód s „minimální 

    délkou“ zprávy.

5. Příklady elementárních sázek, základní algoritmy sázkové    

    kanceláře.

6. Investice a sázka na výnos. Střední výnos a ztráta.

7. Úvod do klasifikace, klasifikační úloha jako přenosový kanál na 

    jehož vstupu jsou klasifikační třídy a na výstupu hodnoty 

    příznaků. 

8. Příklady markovských řetězců, některé elementární fronty.

9. Další příklady markovských řetězců a obsluha, úloha o skladu, 

    vazba na informační míry. 

10. Principy sekvenčního kódování.

11. Lineární kódy – dotazníky.

Další doporučená literatura pro cvičení:

Friedman, Menon: Teorie a návrh logických obvodů. SNTL, Praha 1983.

Chytil: Teorie automatů  a formálních jazyků, skripta  MFF UK, SPN Praha 1978.

Chytil: Automaty a gramatiky. SNTL, Praha 1984.

Češka: Gramatiky a jazyky, skripta VUT Brno 1981.

Bokr:  Minimalizace booleových funkcí, skripta VŠSE Plzeň 1970.

Demlová, Koubek: Algebraická teorie automatů, SNTL Praha 1990.

Požadavky na zápočet a zkoušku:

Zápočet je získán za splnění vedoucím definovaných podmínek. Vedoucí cvičení předloží zkoušejícímu práci spolu s návrhem známky za práci. Tato známka bude mít v celkovém hodnocení váhu 1. Zápočet uděluje a zapisuje vedoucí cvičení. Pokus o získání zápočtu lze opakovat pouze jednou! 

     Student, který získal zápočet má právo přihlásit se na zkoušku. Pokud se na zkoušku přihlásí student, který dosud nezískal zápočet má se za to, že je v takovém termínu klasifikován nevyhověl. Pokud se student přihlásí na více zkušebních termínů má se za to, že bude zkoušen v posledním termínu na který se přihlásil a že, v předchozích termínech je hodnocen nevyhověl (důvod neblokovat kolegům místa). Na opravný termín se student může přihlásit pouze po klasifikaci nevyhověl a to ve vypsaných termínech a pokud je na nich místo. V jednom dni bude zkoušeno maximálně 15 studentů. Nárok na vypsání zkušebních termínu ve zkouškovém období letního semestru není. 

    Zkouška má písemnou část sestávající z 20 otázek a řešených jednoduchých problémů (dále jen otázky). Zkouška bude trvat 60 minut čistého času. Pokud student odevzdá práci dříve, má se za to, že již dalšího času nepotřebuje a to ze své vůle. Z předčasného odevzdání nelze odvozovat žádné další nároky  Správná odpověď nebo řešení otázky vede na zisk dvou bodů (v případě chybné odpovědi může zkoušející udělit hodnocení jednoho bodu, pokud je přesvědčen, že uvedený postup by vedl k správnému řešení). Při písemné zkouškové práci bude student potřebovat pouze psací potřeby a poznámkový papír. Nic jiného nebude připuštěno. Zkoušející má právo kdykoliv v průběhu zkoušky požádat studenta o prokázání vlastní identity (indexem a zápisem ve zkušebním formuláři).  

Hodnocení písemné části:

Zisk >    30 bodů    -     výborně = 1,

zisk 21 - 30 bodů    - velmi dobře = 2,

zisk 11-  20 bodů    -      dobře  = 3,

zisk <    11 bodů    -      nevyhověl.

     Hodnocení nevyhověl nebo nezískání zápočtu má za následek celkové hodnocení nevyhověl. Při pochybnostech o písemné zkouškové práci má právo zkoušející vyžádat si dodatečnou ústní část zkoušky, která bude pouze ověřovat zda byla písemná část zpracována korektně tj. zda její obsah odpovídá znalostem studenta, negativní zjištění má za následek hodnocení písemné části nevyhověl.

V ostatních případech se celkové hodnocení zkoušky stanoví následovně:

                           1 x  známka  za zápočtovou práci + 3 x známka za písemnou část

celkové hodnocení =     -------------------------------------------------------------------------
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výsledek se zaokrouhlí dle platných zaokrouhlovacích pravidel tj. .500 a výše nahoru.

Úvod do teorie informace a opakování potřebného aparátu z teorie pravděpodobnosti. 
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X   - množina elementárních jevů - abeceda

Y   - množina elementárních jevů na týmž nosičem

X = {x1,x2,x3,x4}

Y = {y1,y2,y3}
	x1

	x2

	x3

	x4


	y1
	y2
	y3


	(x1,y1)
	(x1,y2)
	(x1,y3)

	(x2,y1)
	(x2,y2)
	(x2,y3)

	(x3,y1)
	(x3,y2)
	(x3,y3)

	(x4,y1)
	(x4,y2)
	(x4,y3)


Pravděpodobnost na konečné abecedě

P{xi} ( 0    (i P{xi} = 1

P{yi} ( 0     (j P{yj} = 1

P{(xi,yj)} ( 0    (i(j P{(xi,yj)} = 1

P{xi} = (j P{(xi,yj)}

P{yj} = (i P{(xi,yj)}

A = 

	(x1,y1)
	(x1,y2)
	(x1,y3)

	(x2,y1)
	(x2,y2)
	(x2,y3)

	(x3,y1)
	(x3,y2)
	(x3,y3)

	(x4,y1)
	(x4,y2)
	(x4,y3)


P{A} = ((xi,yj)(A P{(xi,yj)}

P{U(A} = ((xi,yj)(A P{(xi,yj)}

U = univerzum ( jistota ( jev, který zcela jistě nastane 

Podmíněná (relativní) pravděpodobnost

P{xi/yj} = P{(xi,yj) / P{yj}

P{A/B} = P{A(B} / P{B}

( Věta o podmíněné pravděpodobnosti

P{A/B} P{B} = P{A(B}

Nezávislost jevů

Jevy A a B jsou nezávislé, pokud platí alespoň jedna z následujících rovností:

P{A/B} = P{A}

P{B/A} = P{B}

P{A(B} = P{A}P{B}

Závislost či nezávislost je vlastností pravděpodobnosti, nikoliv jevů samotných.

Námět 1.: Pokud platí jediná z uvedených rovností, pak platí jakákoliv další, dokažte.

 P{B/A} = 


( Bayesova věta o pravděpodobnosti hypotéz

A = 

	(x1,y1)
	(x1,y2)
	(x1,y3)

	(x2,y1)
	(x2,y2)
	(x2,y3)

	(x3,y1)
	(x3,y2)
	(x3,y3)

	(x4,y1)
	(x4,y2)
	(x4,y3)


P{xi/A} = 


Přenosový kanál

                   X                                                     Y 


Model pro pasivní sběr a vyhodnocování informací.

Přenosový kanál

                   X                                                     Y 


Model pro aktivní přenos informací (naše úloha).

Obecné přenosové schéma.

w                            x                            y                           w   


                      r                                   w  

Příklad: Symetrický binární kanál bez paměti:

                                                           1-p
                                0                               0

                                                p                         p
                       1                               1
                                                            1-p

Význam popisu:
                                      a    P{b/a}    b  

Pojetí měření informace jako míra překvapení - při příjmu znaku jsme tím více překvapeni, (tj. získali jsme více informace) čím méně očekávaný byl (čím méně pravděpodobný). Pokud přijmeme písmeno - znak,  který jsme očekávali, nedošlo přenosem k zvýšení naší informace (tj. čím více očekávaný {mírou očekávání je pravděpodobnost} znak na příjmové straně, tím je méně informativní. 

Při tomto pojetí je míra informace v jevu = písmenu funkcí pravděpodobnosti:

i(xk) = i(p(xk)) - elementární informační míra
Musí mít následující vlastnost:

p(xk) ( p(xl)  (   i(xk) ( i(xl)

Dále se předpokládá pravděpodobnostní nezávislost jako model přidávání nové informace, proto:

xk , xl  jsou nezávislé, tedy  p(xk ,xl) = p(xk)p(xl), tedy   

i(xk ,xl) =  i(xk) + i(xl)

tuto vlastnost splňuje funkce logaritmu:

i(xk) = log2(1.0/p(xk)) = - log2(p(xk))

Námět 2.: Ověřte výše uvedené vlastnosti.

Námět  3.: Požadujeme - li navíc aby elementární informační míra byla spojitou a diferencovatelnou funkcí pravděpodobnosti je logaritmus (až na základ a násobení nenulovou konstantou) takovou jedinou funkcí (dokažte, důkaz je složitější).
A.    i(xk) = - log2(p(xk))  je jednotkou jeden bit.

B.    i(xk) = - loge(p(xk))  je jednotkou jeden neper.

C.    i(xk) = - log10(p(xk))  je jednotkou jeden bel (decibel).

Varianta A je nejčastější, ostatní jsou spíše exoty. 
Námět 4.: Na výstupu informačního zdroje je abeceda se dvěma písmeny {0,1}. Jak musí vypadat pravděpodobnosti výskytu obou písmen, aby každé z nich při výskytu přinášelo informaci 1 bit.

Námět 5.: Na výstupu informačního zdroje je abeceda se čtyřmi písmeny {0,1,2,3}. Jak musí vypadat pravděpodobnosti výskytu každého z písmen, aby každé z nich při výskytu přinášelo informaci 1 bit (variantně 2 bity).

Alternativní měření informace

i(xk) = 1-p(xk)

xk , xl  jsou nezávislé, tedy  p(xk ,xl) = p(xk)p(xl), tedy   

i(xk ,xl) =  i(xk) + i(xl) - i(xk)i(xl)

Označíme - li: i(xk) + i(xl) - i(xk)i(xl) = i(xk) ( i(xl),  dokažte, že operace ( má na intervalu (0,1( obdobné vlastnosti jako sčítání (je komutativní, asociativní, nula je nulou jak vůči operaci + tak i vůči (, platí a ( a ( b, ... ).

Námět 6.: Platí a1< b1 a a2 < b2 ( a1 ( a2 < b1 ( b2 ?  

Námět 7.: Srovnejte s pravidlem pro pravděpodobnost „součtu = sjednocení jevů“  P(A ( B) = P(A + B)= P(A) + P(B) - P(A.B) = P(A) + P(B) - P(A(B). Pokud jsou jevy A, B nezávislé pak P(A+B) = P(A) + P(B) - P(A)P(B).

Entropie, sdílená  informace, divergence, zavedení  a příklady. 


                                                                                          X
X={x1,x2, ... ,xn}

i(xi) = -log2(p(xi)) {nadále až na uvedené výjimky budeme pod značkou log rozumět log2}

Střední informace produkovaná zdrojem (střední informace, očekávaná informace, neurčitost, entropie,  ... ):

H(X) = 

 p(x) i(x) = -

 p(x) log p(x)

Vlastnosti:

H(X) ( 0

H(X) ( log ((X()

Důkaz: 

První nerovnost: p(x) ( 0 ( -log(p(x)) ( 0

Druhá nerovnost, označíme   pi = p(xi)  a   n=(X(, potom           

H(X)= -

pi log(pi)    s vazební podmínkou 

pi =1.0 .
Dále zavedeme kritérium: 

Q(p1,p2, ... ,pn)= -

pi log(pi) + ((

pi -1.0), jeho minimalizace povede k nalezení takového rozložení pravděpodobnosti jednotlivých písmen, které toto minimum realizuje (pro výpočetní jednoduchost budeme pro tento důkaz předpokládat pod značkou log přirozený logaritmus tedy loge, navíc pro p(0 budeme dosazovat za plog(p) nulu) .



  = - log pi - 1 + (


 = - 

 ( 0   ( v sedlovém bodě maximum.

Nalezení sedlového bodu 

=0  (  - log pi = 1+ (, odtud 

pi=exp(-1-()=L. Z vazební podmínky  

pi =1.0  dostáváme nL=1. Pak pi = 1/n.  Po dosazení do výrazu pro entropii dostáváme:

 -

 (1/n) log (1/n) = log(n) = log((X()

Výsledek entropie H(X) nabývá svého maxima pro rovnoměrné rozložení pravděpodobnosti, minima nabývá pro degenerované  rozdělení pravděpodobnosti [jedno písmeno nastává s pravděpodobností 1 = jistota, ostatní mají nulovou pravděpodobnost - ověřte].
0 ( H(X) ( log((X()

Někdy bývá výraz na pravé straně log((X()  nazýván jako Hartleyova míra informace.

Tato nerovnost také opravňuje k názvu neurčitost (míra neurčitosti). Nejvíce určitý je případ kdy zdroj produkuje jeden symbol s jistotou  H(X)=0, nejméně určitý je případ kdy zdroj produkuje každý symbol se stejnou pravděpodobností H(X) = log((X().   

Příklad 1.: Hod kostkou. Každé číslo padne s pravděpodobností 1/6. Potom H(X) = - 

= log(6)=2.585 bit.

Význam entropie: K danému rozdělení pravděpodobnosti symbolů p(x) hledáme takové rozdělení které produkuje symboly rovnoměrně rozdělené. Tedy hledáme řešení (vůči „n“) rovnice:

H(X) = log n   (     n = 2H(X)
Tedy [2 na H(X)] je ekvivalentní počet symbolů zdroje se stejnou neurčitostí jako původní, ale s rovnoměrným rozdělením pravděpodobnosti.
Příklad 2.: Hod dvojicí mincí. 

p(pana, pana)=1/4       p(pana, orel)=1/2        p(orel, orel)=1/4

H(X)=-(1/4)log(1/4) - (1/2)log(1/2) - (1/4)log(1/4) = 3/2 bitu

Tomu odpovídá ekvivalentní počet rovnoměrných písmen 21.5 = 2.828. Tj. takové rozložení je blízké rovnoměrnému s přibližně třemi stejně pravděpodobnými symboly.

Přenosový kanál z pohledu nezúčastněného pozorovatele.


            X                                                                        Y
Pozorovatel pozoruje dvojice písmen (x,y). Z jeho pohledu se pak jedná o zdroj symbolů (x,y).

Entropie tohoto zdroje je pak:

H(X,Y)=-

p(x,y)log(p(x,y))

Pokud pozorovatel vybírá jen takové přenosy při kterých na vstupu pozoroval konkrétní písmeno „x“ dostaneme:

H(Y/x)= -

p(y/x)log(p(y/x))

Odtud dostaneme střední neurčitost (entropii) výstupu při známém vstupu (aneb co můžeme říci o výstupu pokud známe vstup):

H(Y/X) = Ex{H(Y/x)}=

=

p(x) {-

p(y/x)log(p(y/x))}=

= -

p(x,y)log(p(y/x))

Závěr:         H(Y/X) = -

p(x,y)log(p(y/x))

Obdobným způsobem lze odvodit střední neurčitost (entropii) vstupu při známém výstupu (co můžeme říci o tom co bylo posláno od vstupu při známém pozorovaném výstupu):
H(X/Y) = -

p(x,y)log(p(x/y))

Požijeme rovnosti: 

log(p(x/y)) = log( p(x,y)/p(y)) = log p(x,y) - log p(y) 

Potom:

H(X/Y) = -

p(x,y){log(p(x,y))-log(p(y)} =

= H(X,Y) - H(Y)

Odtud dostáváme:

H(X,Y) = H(Y,X)

H(X,Y) = H(X/Y) + H(Y)

H(X,Y) = H(Y/X) + H(X) ( H(Y/X) = H(X,Y) - H(X)

Označíme I(X:Y) = H(Y) - H(Y/X) tj. míru toho o kolik se sníží nepodmíněná neurčitost výstupu H(Y) při uvažování známých přenosových charakteristik H(Y/X). Po dosazení za H(Y/X) dostaneme:

I(X:Y) = 

=H(Y) - [H(X,Y) - H(X)] = H(X) + H(Y) - H(X,Y)

To vede na vztah symetrie:

I(X:Y) = I(Y:X) a z něj odvozené relace:

I(X:Y) = H(Y) - H(Y/X)   {po přidání definiční}
I(X:Y) = H(X) - H(X/Y)
Proto je oprávněný název pro I(X:Y)  sdílená (vazební) informace mezi výstupem a vstupem - zkráceně jen informace  nebo informační míra.


Relativní entropie,

Kullback - Leiblerova vzdálenost,

divergence pravděpodobnostních modelů.

D(P((Q) = 

p(x) log 


Pokud si vyjádříme I(X:Y) dostaneme:

I(X:Y) = D(p(x,y)((p(x)p(y)).  Tedy sdílená informace je „vzdálenost“ mezi rozdělením vstupních a výstupních písmen tak jak je realizována v přenosovém kanálu od rozdělení vstupních a výstupních písmen za situace kdy spolu nejsou nikterak svázána (pravděpodobnostní nezávislost je modelem pro situaci kdy dvě jevová pole nemají „nic společného“).

I(X:Y) = 

p(x,y) log(

)  

U
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přenosový kanál
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kanál zpětné vazby - spojení











Zdroj symbolů
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