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3. Význam, použití, plánování a vyhodnocení experimentů.
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Pokud se přenosový (pozorovací, statistický) kanál chová tak, že ((p(x/y) = 1)( (p(x/y) = 0)) ( y(Y {Ay} pak je H(X/Y)=(x(yp(x,y)log p(x/y) = 0. Proto je:  I(X:Y) = H(X) - H(X/Y) = H(X). Proto, pokud máme možnost „konstruovat“ přenosový kanál, snažíme se jej „realizovat“ tak, aby ((p(x/y) = 1)( (p(x/y) = 0)) ( y(Y {Ay}.

Příklad:

[Jaglom A.M., Jaglom I.M.: Pravděpodobnost a informace, Nakladatelství ČSAV, Praha 1964, str. 82 a následující].

   Je známo, že obyvatelé města A vždy mluví pravdu a obyvatelé města B stále lžou. Dále je známo, že obyvatelé nikdy neopustí své město. Pozorovatel ví, že je v jednom z těchto měst. Má dotazem zjistit ve kterém z obou měst je. Dotaz je možno položit pouze tak, aby odpověď zněla pouze ANO nebo NE.
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Úloha je nalézt otázku („konstruovat“ přenosový kanál) tak, aby přiřazení mělo výše uvedenou vlastnost.

Další příklad: 

    Máme 24 stejných mincí, z nichž jedna je lehčí než ostatní. Mince jsou navenek stejné (ale umíme je rozlišit např. pomocí očíslování). Máme pomocí vážení na lékárnických váhách zjistit pomocí tří vážení zjistit která z nich je lehčí. Vážení může nabývat následujících výsledků: L to co je na levé misce vah je lehčí,  P to co je na pravé misce vah je lehčí, O obsahy obou misek jsou v rovnováze.
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Řešení „přenosového kanálu“ pro „Příklad“ je otázka: Žijete v tomto městě? Řešení „přenosového kanálu“ pro „Další příklad“ je: vezmeme mince 1-6 dáme je na jednu misku, vezmeme mince 7-12 dáme je na druhou misku. Pokud jsou misky v rovnováze lehčí ve skupině 13-24, jinak v té skupině co je lehčí, ...... .  

Námět 1.: Řešte problém s mincemi za stejných podmínek, jenom s tou změnou, že mincí je 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28.

Všimněte si podstaty úloh: 

1.  Vstupní písmena „kanálu“ = zjišťované alternativy jsou stejně pravděpodobné.

2. „Přenosový kanál“ je „konstruován“ tak, že na základě pozorování „výstupního písmena“ = výsledku experimentu (jednoduchého nebo vícenásobného) lze jednoznačně určit „vstupní písmeno“ = zjišťovanou alternativu.

3. „Přenosový kanál“ je „konstruován“ tak, že výsledky experimentu (= pozorování výstupního písmene) jsou pokud to jde „co nejvíce blízko“ stejně pravděpodobným. Tj. experiment „konstruujeme“ tak aby entropie  výsledku byla maximální možná.

4. U vícenásobných experimentů jsou následující experimenty nezávislé na předchozích.
Obecný pohled: 

Protože platí: H(X,Y) = H(X/Y) + H(Y), v našem případě  je  H(X/Y)=0,  proto H(X,Y) = H(Y), I(X:Y) = H(X).

H(Y) = H(Y/X) + H(X)

Zásady tvorby experimentů jsou tedy:

1. H(X/Y) = 0 ( 

2. Maximalizovat H(Y)

Předpokládáme, že celkový složený experiment se „skládá“ z dílčích výsledků (y1,y2,y3, ... ,yk ) = Yk.

Úvaha:  potom musí platit:

H(y1,y2,y3, ... ,yk) ( H(X), protože I(Yk:X)=H(X) ale 

I(Yk:X) = H(Yk) - H(Yk/X) ( H(Yk), proto H(X)(H(Yk). 

 To je podmínka proto aby byl výsledkem složeného pokusu = experimentu Yk byl jednoznačně určen výsledek X (přesněji, které „písmeno“ xi bylo na vstupu).  {v jakém smyslu platí tato podmínka - viz dále}
Pokud budou jednotlivé experimenty (y1,y2,y3, ... ,yk ) nezávislé, pak platí: H(y1,y2,y3, ... ,yk) = k H(y)  a proto:

k H(y) ( H(X)    (    k ( H(X)/H(y)

pokud jsou jednotlivé „vstupní = pozorované (nepřímo)“ varianty stejně pravděpodobné, pak je H(X) = log (X( a pokud jsou výsledky dílčího experimentu opět stejně pravděpodobné a je jich m pak platí: H(y) = log m a odtud dostaneme nerovnost pro počet experimentů vedoucích k jednoznačnému výsledku:

k ( (log (X()/( log m)                     
Příklad 1.:

Metoda půlení - hádáme přirozené číslo z intervalu 0 - 15, všechna čísla z tohoto intervalu jsou stejně pravděpodobná. Experiment sestává z toho, že určíme  mez  a dozvíme se zda je hádané číslo ( než vyřčená mez nebo ( .

k( (log2 16)/(log2 2) = 4/1 =4
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   Mez volíme tak, aby experiment měl co největší entropii tj. aby obě varianty byly (pokud to jde) stejně pravděpodobné. Odpovědi budeme kódovat tak že výsledek  (  budeme kódovat 0 a výsledek ( budeme kódovat 1.
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Příklad 2.:

Půlení „pravděpodobnosti“:
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H(c) = 1.984 bit  H(y) = 1 bit    ( k ( H(X)/H(y) = 1.984  ( k = 2
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	0-0 ( 1-7
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	2-2 ( 3-7
	>
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	3-3 ( 4-7
	>
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Námět 2.: Jak souvisí předchozí příklady s odhady:

k ( (log (X()/( log m)                     
k ( H(X)/H(y)

Návod k řešení: nejmenší k splňující první odhad dává jistý počet experimentů vedoucí k řešení. Odhad k = H(X)/H(y) dává střední hodnotu počtu experimentů pro různé případy hodnoty čísla generované s pravděpodobností P(c).

Námět 3.: Lze použít posloupnosti kódů výsledku experimentů čtených shora jako jednoznačných kódů daných čísel (jak u příkladu 1. i u příkladu 2.).

Návod k řešení pro 2. příklad:

	Číslo
	Jeho kód
	Pravděpodobnost

	0
	0
	1/2

	1
	10
	1/4

	2
	110
	1/8

	3
	1110
	1/16

	4
	11110
	1/32

	5
	111110
	1/64

	6
	1111110
	1/128

	7
	11111110
	1/128


Střední délka kódového slova je 1.992, jak souvisí s odhadem k ( H(X)/H(y) = 1.984

Námět 4.: Potřebuje takto získaný kód „oddělovací znaky“.

Návod k řešení k příkladu 2.:

Posloupnost    1 4 5 1 1 2  0  1 0 0 lze zakódovat posloupností   

1011110111110101011001000

Námět 5.: Navrhněte způsob dekódování.

Námět 6.: Prefixové kódy. Kód je prefixový, pokud žádná netriviální počáteční část kódového slova není kódovým slovem. Je kód  vzniklý podle námětu 3. pro příklad 1. prefixový. Jak to vypadá pro příklad 2.

Námět 7.: Jak souvisí numerická metoda hledání kořene rovnice F(x)=0 zvaná půlení intervalu s předchozím výkladem.

Námět 8.: Rovnovážná cena. Z marketingového průzkumu máme pravděpodobnosti cen v zadaných intervalech

c0 ,c1 ,c2 ,  ... , cn-2 ,cn-1 ,cn
pi = P{ci-1 ( c ( ci}   i = 1, ... , n

Navrhněte algoritmus vyhledávání rovnovážné ceny (cenového intervalu). Označíme ni počet prodaných výrobků za jednotku času při ceně v cenovém intervalu ci-1 ( c ( ci. 

Cena je optimální (rovnovážná) pro ni ((ci-1 +ci)/2) ( max  

Návod: Populace potenciálních zákazníků má rozsah n, pro dostatečně dlouhou dobu prodeje platí (ni t)/(nt)  (  pi . Zde t je „délka“ dostatečně dlouhé doby. Upřesněte předpoklady řešení úlohy.

Obecný přístup:

Sledovaný jev má n hodnot, experiment má m možných výsledků.

n1   počet hodnot sledovaného jevu, které lze určit pomocí jednoho 

      experimentu.
n2   počet hodnot sledovaného jevu, které lze určit pomocí dvou 

      experimentů. 
................

ni    počet hodnot sledovaného jevu, které lze určit pomocí „i“

       experimentů 
................

nk    počet hodnot sledovaného jevu, které lze určit pomocí „k“ 

       experimentů  - tj. pomocí maximálního počtu.
Je zřejmé, že:

n1 ( m  (
m -n1 je počet výsledků experimentu, které sledovaný jev neurčují jednoznačně, (
n2 ( (m-n1)m = m2 - mn1 (
m2 - mn1 - n2 je počet výsledků dvojice experimentů, které sledovaný jev neurčují jednoznačně, ( 

n3 ( (m2 - mn1 - n2)m ( ... (
ni ( mi - 

mj ni-j  (
nk ( mk - 

mj nk-j  (


mj nk-j + nk ( mk (


nj/mj ( 1

Dále označíme li počet experimentů nutných k jednoznačnému určení i-té hodnoty sledovaného experimentu, potom lze předchozí nerovnost psát ve tvaru:



m

( 1   (Kraftova nerovnost)

Označíme l = 

pi li střední počet experimentů nutných k určení hodnoty sledovaného jevu. Budeme hledat její minimální hodnotu.

l(l1,l2, ... , ln) = 

pi li  + ( (

m

 - 1)
Potom:



 = pi - ( m-li lg m  a



 = ( m-li (lg m)2 

z vazební rovnice dostaneme: m-li = pi/((lg m)  ( ( = 1/lg m
( v sedlovém bodě minimum: m-li = pi  ( li = lg pi/ lg m

l* = -

pi (lg pi/lg m) = -

pi (logm pi) ( Hm(X)

( l ( Hm(X) = H2(X)/log2m

Závěr (dílčí):                       l ( Hm(X)

Další omezení:                     l ( Hm(X) + 1  {za dále uvedeného předpokladu}

Důkaz:

l - Hm(X) = 

pi li + 

pi (logm pi) = 

pi (li +logm pi) =

=

pi (li - logm (1/pi)) = (
Pokud by bylo dosažitelné li = (logm (1/pi)(, přičemž operátor (a(   znamená   horní   celou   část   čísla   a,   platilo by          (li - logm (1/pi))<1 a proto
( ( 

pi = 1. Tím bylo dokázáno za výše uvedeného předpokladu (li = (logm (1/pi)(), že:   

l - Hm(X) ( 1   (   l ( 1 +Hm(X)

Dosažitelnost  vztahu: li = (logm (1/pi)(
Hodnoty sledovaného jevu rozdělíme do m skupin tak, aby pravděpodobnost toho, že hodnota sledovaného jevu bude patřit do jedné z takto vybraných skupin byla co nejblíže 1/m. Experiment uspořádáme tak, aby jeho výsledek jednoznačně určil ve které z výše uvedených skupin se sledovaná hodnota nachází. Postup pak opakujeme s takto získanou skupinou a to tak dlouho až v „detekované“ skupině zůstane právě jedna hodnota. 
Námět 9.: Dokažte, že takové skupiny lze vždy sestavit (Návod: Konstrukce Huffmanova kódu viz. Adámek: Kódování.  SNTL, Praha 1989. Edice  Matematika pro vysoké    školy technické.           Nebo:

Cover, Thomas:  Elements of Information  Theory. Wiley, New  York    1991.)

Námět 10.: Dokažte (pokud to vůbec jde), že existuje úloha u které lze takové výše uvedené skupiny sestavit, avšak takový experiment nelze realizovat. Navrhněte a diskutujte předpoklady.

Námět 11.: Máte k dispozici 10 mincí o váze 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a 10 gramů. Máte k dispozici klasické lékárnické váhy (miskové) bez závaží. Mince se na pohled od sebe neliší. Nedisponujete žádným odhadem (
potěžkáváním)   před vážením. Kolik vážení bude třeba na to  aby se zjistilo, která mince váží 7 gramů? Jak budou vážení uspořádána.  

Závěr:  Za dosti obecných podmínek lze úlohu sledovaní „hodnoty“  pomocí experimentů řešit za středního počtu experimentů  l  splňujícího nerovnost Hm(X)( l ( Hm(X)+1.

X sledovaná hodnota                                           Y výsledky experimentů

{1, 2, ... , n}                                                        {1, ..., m}

Námět 12.: Čistě logická řešení podobných úloh viz Raymond M. Smullyan: Jak se jmenuje tahle knížka. Mladá fronta, Praha 1986.



((p(x/y) = 1)( 


(p(x/y) = 0)) 


( y(Y {Ay}.
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