7.  Pøenosový kanál jako jedna z metod odhadu.
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 Kapacita kanálu je maximum  sdílené informace pøes všechna možná rozdìlení pravdìpodobnosti vstupní abecedy:





C = maxp(x)   I(X;Y)


                       


Elementární pøíklady:


Binární deterministický kanál:


                            X                                                                                                           Y





�       0   o                   o  0





�       1   o                   o  1


I(X;Y) = H(Y)-H(Y/X) = H(Y)-(xp(x)H(Y/X=x)


H(Y/X=x) = (x p(y)log(p(y/X=x)) = v tomto pøípadì =0





Potom  H(Y)=H(X) a  ta nabývá maxima pro   p(0)=p(1)=0.5 Potom:  C=1 bit.�
Binární symetrický kanál:


                           X                                                                                                      Y


                     1-p      


      0   o                o  0                                                                                                          
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                     1-p   








I(X;Y)=H(Y)-H(Y/X)= H(Y)-(x p(x)H(Y/X=x) 





(x p(x)H(Y/X=x) = - (x p(x) (yp(y/x)log(p(y/X=x)) (


 (x p(x)H(p) = H(p)





kde H(p)=-p log p - (1-p)log(1-p)


Potom:                  I(X;Y)=H(Y)-H(p) ( 1-H(p)


pøièemž rovnost nastává pro p(x)=1/2


Proto:


C ( 1-H(p)


protože   rovnosti   lze   dosáhnout, platí:


C = 1-H(p) bitù


                                                                �
Binární kanál s "mazáním":


                                                                       1-p
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I(X;Y) = H(Y)-H(Y/X) = H(Y)- (x p(x)H(Y/X=x)


C=maxp(x) H(Y) - H(p)


p(1) = (   p(0) = 1-(   pro vstupní stranu.


H(Y)=H(p)+(1-p)H((), potom:





C = maxp(x) H(Y) - H(p) = max( (1-p)H(()


Pak:                                               C = 1-p


Symetrický kanál:


Pøenosová matice:
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Definice:


Kanál  je   symetrický  (  jestliže všechny    øádky    pøenosové   matice jsou     tvoøeny     permutací     týchž pravdìpodobností        a       souèasnì sloupce  této   matice  jsou  tvoøeny permutací    týchž èísel.


Kanál    je    slabì    symetrický   ( jestliže  všechny   øádky  pøenosové matice    jsou     tvoøeny    permutací týchž  pravdìpodobností  a souèasnì všechny    sloupcové     souèty    jsou shodné.


Kapacita        slabì       symetrického kanálu:


I(X;Y)=H(Y)-H(Y/X)=H(Y)-H(r)


kde      r     =      (r1,r2,...,rm)     jsou pravdìpodobnosti   øádku  pøenosové matice  a     H(r)=- (i ri log(ri)


Potom:  C = maxp(x) I(X;Y) = maxp(x) (H(Y)-H(Y/X)) =


= maxp(x) H(Y)-H(r)  (  log( (Y( )-H(r)


Rovnosti   je   dosaženo   pro   rovnomìrné   výstupní  rozdìlení pravdìpodobnosti: ale protože pro rovnomìrné vstupní rozdìlení pravdìpodobnosti:


    p(y)= (x p(y/x)p(x)=(1/ (X( ) (x p(y/x)=


= (1/ (X( ) C = (1/ (Y( )


      


kde C je sloupcový souèet pøenosové matice.


Rovnomìrné  výstupní  rozdìlení  je  u  slabì symetrických kanálù dosažitelné  pomocí  rovnomìrného  vstupního  rozdìlení, kanál má potom kapacitu:


C = log( (Y( ) - H(r)


dosažitelnou pro vstupní rozdìlení pravdìpodobnosti:        


p(x) = 1/ (X( 
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x   -    velièina jejíž hodnotu chceme zjistit, která je pøímému pozorování nedostupná.


y  - pozorovaná velièina, pomocí jejíhož pozorování vytváøíme soudy o nedostupné velièinì x.  


x     -  odhad velièiny x pomocí postupu s(y) z pozorované velièiny y.





Z Bayesovy vìty dostáváme:





p(x/y) = �EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���


za optimální odhad budeme považovat takové x pro které je:


p(x/y) ( p(x/y) pøi daném pozorovaném y (tímto pøedpisem je definován postup s(y).


Takové x se ale získá maximalizací  výrazu p(x,y) pøes všechna možná x ( X.


Pravdìpodobnost chyby „e“ takového odhadu je 


P(e/y) = 1 - maxx p(x/y) = 1 - maxx [p(x,y)/p(y)], støední hodnota takové chyby pøes všechna možná, pozorovaná y je:


P(e) = Ey(P(e/y)) = (y p(y)( 1 - maxx [p(x,y)/p(y)]) = 


= 1-(y p(y)maxx [p(x,y)/p(y)] = 1- (y maxx p(x,y)


�
Shrnuto:


P(e) = 1- (y maxx p(x,y)


Pokud  mezi   x   a   y   je vzájemnì jednoznaèná vazba, platí 


p(x,y) = p(x) a potom: P(e) = 1- (y maxx p(x,y) = 


= 1- (y maxx p(x) = 1 - (x p(x) =  1 - 1 = 0.


Pokud x  a  y  jsou nezávislé (tj. vzájemnì o sobì nic nevypovídají) je p(x,y)=p(x)p(y)  a potom:


P(e) = 1- (y maxx p(x,y) = 1- (y maxx p(x)p(y) =


= 1- maxx p(x) 


Protože navržená strategie vybírá k libovolnému pozorování (a nezávisle na nìm) nejvíce pravdìpodobné x.


    Pokud bychom oznaèili   I(X:Y) = (y maxx p(x,y) a z této „míry vazby“ odvodili:





H(X)=I(X:X), 


H(X,Y) = H(X) + H(Y) - I(X:Y)


a


H(X/Y) = H(X) - I(X:Y) ,      H(Y/X) = H(Y) - I(Y:X) bude se jednat o jisté „informaèní míry“ 





Námìt 1.: Bude platit I(X:Y) = I(Y:X) ?


Námìt 2.: Pokuste se analyzovat vlastnosti výše uvedených „informaèních mìr.


Námìt 3.: Spoètìte kapacitu následujícího kanálu:
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