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11. Teorie informace a burza cenných papírů.

Trh cenných papírů je reprezentován vektorem 

X1,X2, ... Xm.

Xi= 


F(X) je sdružená distribuční funkce vektoru X.

Portfólio je vektor:

b1,b2, ... ,bm      b(0      

bi = 1

rozdělení disponibilního majetku mezi jednotlivé cenné papíry.

Jednotkový (za obchodní období) relativní výnos je pak:

S = bTX

Potom: Označíme      W(b,F) = EF(logbTX) =

= 

log bTX f(X) dX =  

log bTX dFX „mírou (exponentem( zdvojení = doubling rate“ - viz předchozí přednáška. Obdobně:   W*(F) = maxb W(b,F).

Portfólio  b* realizující maxb W(b,F) budeme nazývat logaritmicky optimálním.

Předpokládáme opakované investice po dobu n obchodních období. Potom:

Sn  = 

biT Xi ,  kde  bi je vektor drženého portfólia v i-tém období a   Xi je relativní výnos jednotlivých složek trhu za i-té období. Dále předpokládáme stacionární trh, tj. příslušná pravděpodobnostní rozdělení nejsou parametrizována obdobím. Potom pro optimální relativní výnos S*n a některý jiný výnos Sn platí:

E{log S*n } = nW*(F) ( E{log Sn }

(definice log - optimality)
Odtud dostaneme:

E{log S*n } - E{log Sn } ( 0

Tj.:     E{log (S*n / Sn)}(0  ( E{log (S*n / Sn)} = 

= E{-log (Sn / S*n)}  (  (a z předchozí nerovnosti při použití Jensenovy nerovnosti)  E{(Sn / S*n)} ( 1  [a].
Použijeme-li Markovovy nerovnosti:  P{(>t} < E{(}/t   která platí  pro každou nezápornou náhodnou proměnnou (:

P{ (Sn / S*n) >t} < E{ (Sn / S*n)}/t ( 1/t   tj. 

P{ (Sn / S*n) >t} < 1/t
Tato nerovnost vyjadřuje smysl log - optimálního portfólia.
Mějme dvě portfólia bf a bg dvě log - optimální  portfólia, bf spočtené podle skutečné sdružené hustoty pravděpodobnosti f a bg spočtené  podle některé jiné hustoty g.   Označíme:    (W = W(bf ,F) - W(bg ,G). Potom:

(W = W(bf ,F) - W(bg ,G) = 

= 

f(x) log (bfTx) dx - 

f(x) log (bgTx) dx =

= 

f(x) log ((bfTx)/ (bgTx)/) dx = 

= 

f(x) log (



 EMBED Equation.2  
) dx = 

= 

f(x) log (



 EMBED Equation.2  
) dx + D(f((g) (
(za použití Jensenovy nerovnosti)

( log 

f(x) 



 EMBED Equation.2  
 dx + D(f((g) =

 =  log 

 

g(x) dx + D(f((g) (
(za použití nerovnosti [a] protože bg je log - optimální při hustotě g)

( log (1) +  D(f((g)= D(f((g)

Shrnuto: (W ( D(f((g) tj. logaritmus (přesněji jeho střední hodnota) podílu relativních výnosů je shora omezen divergencí mezi skutečnou hustotou f a předpokládanou hustotou g. Výnos je tedy „determinován“ chybou v odhadu pravděpodobnostního popisu trhu.

Divergence pro spojité náhodné proměnné je zavedena následujícím vztahem:

D(f((g) = 

f(x) log (

) dx    kde ( je definiční obor náhodného vektoru x.
Závěr i při dlouhodobém investování na nepříliš „volatilním“ (= stacionárním) trhu je výhodné mít dobré odhady některých pravděpodobnostních modelů takového trhu.

Úvod do úvodu teorie investování: Markowitz-Sharpe.

Každá investice je charakterizována dvojicí:

 (očekávaný výnos, riziko)

Očekávaný výnos je „měřen“ střední hodnotou výnosu, riziko je měřeno směrodatnou odchylkou výnosu. Každé takto charakterizované investici je v grafu:

očekávaný výnos (  E{X}
                              riziko ( ((X)
přiřazen bod. Ve směru doprava se zobrazují rizikovější investice, ve směru nahoru výnosnější investice. Tato klasická teorie modeluje investování na jedno období. 

Předpokládá se následující chování investora a omezení:

a.  pokud má možnost vybrat si z investic o stejném riziku vybere si nejvýnosnější.   ( princip výnosovosti.

b. pokud má možnost vybrat si z investic o stejném výnosu vybere si tu s nejmenším rizikem. ( averze k riziku.

očekávaný výnos (  E{X}


                              riziko ( ((X)

c. každý investor má k dispozici veškeré informace o trhu.

d. investice jsou neomezeně dělitelné

(  investor se soustředí na investiční příležitosti ležící tzv. efektivní množině - to jsou takové investice, které si investor vybere aplikací pravidel a a b (a zprostředkovaně i c). Efektivní množina se vybírá z přípustné množiny (tj. z možností investovat).

Tvrzení: Efektivní množina je konkávní.

očekávaný výnos (  E{X}
        XA
        X   

        XB
                  rA    r     rB              riziko ( ((X)

Pokud by existovala efektivní množina ve tvaru nakresleném na předchozím grafu, pak lze vytvořit ke každým dvěma investicím A a B jejich kombinaci tím, že rozdělíme prostředky mezi ně v poměru ( a (1-().

Potom pro očekávaný výnos bude platit:  

X = (XA + (1-()XB        (   XB(X(XA
a pro riziko:

r = (((2rA2 + (1-()2rB2 + 2((1-()(rA rB)   

kde ( je korelační koeficient mezi XA a XB. Pokud by ( byl roven 1, pak by platila situace naznačená na obrázku bod uprostřed. Protože ve skutečnosti -1(((1, platí:

r ( (((2rA2 + (1-()2rB2 + 2((1-()rA rB)= ((rA+ (1-()rB)
Proto existuje v případě  „nekonkávní“ efektivní množiny k danému bodu (= investici) na této efektivní množině, investice jejíž poloha je „levěji“ než na efektivní množině = „efektivnější“ investice a to by byl spor se zavedením efektivní množiny a s averzí vůči riziku.

Problém nalezení optimálního portfólia je nalezení portfólia zaručujícího zadaný výnos a minimalizujícího riziko (základní - elementární úloha).

 Jestliže máme investiční příležitosti:

(X1,r1)  (X2,r2)  ...  (Xn-1,rn-1)  (Xn,rn)

potom hledáme nezáporná čísla b1,b2, ... ,bn-1,bn, taková, že  

bi = 1 a:

1.               

bi Xi  (  Xmin 

2.               r2 = 



 EMBED Equation.2  
bi bj rij   (  min

kde rij = E{(xi - Xi)(xj - Xj )} je kovariance výnosu, tj.:

rij = E{(xi - Xi)(xj - Xj )} = (ij ri rj  ( je výhodné do takového portfólia vybírat investice které jsou negativně korelované ( když výnos z jedné investice klesá, pak z negativně korelované stoupá ( minimalizace ztrát (samozřejmě, pokud takové existují).  
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