5.  Úvod do teorie sázek, entropie a divergence.





{Motivace J. Kelly. A new interpretation of information rate. Bell. Sys. Tech. Journal, 35: 917-926, 1956, citováno v Cover, Thomas:  Elements of Information  Theory. Wiley, New  York    1991}





Předpokládáme dostihy s m koňmi. Pravděpodobnost toho, že i-tý kůň zvítězí je pi. Pokud i-tý kůň zvítězí je vyplaceno oi korun za každou korunu sázky na vítězství i-tého koně (a samozřejmě je vyplaceno 0 korun na každou korunu sázky na vítězství i-tého koně, pokud tento nezvítězí). Nechť bi je ta část prostředků, kterou „hráč - investor“ vsadí na vítězství i-tého koně. Platí bi ( 0 a (i bi = 1 (Normovací podmínka, předpokládáme, že to co má hráč k dispozici je jednotkou). Hráč tedy při vítězství i-tého koně obdrží oi bi korun. Tento jev nastane s pravděpodobností pi  a s touž pravděpodobností pi je zbývající část vsazených prostředků 1- bi ztracena. Předpokládáme, že dostihy se opakují se stejnými koňmi a se stejnými pravděpodobnostmi vítězství. Při každém dostihu hráč použije vše co má k dispozici  na nové sázky.


  Označíme Sn hráčovy prostředky po n dostizích, potom:





Sn = � VLOŽIT Equation.2  ���S(Xi)   


kde S(X) = bX oX . Dále označíme 





W(b,p) = E{log S(X)}=� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(bioi)





Výraz W(b,p)  budeme nazývat budeme nazývat „mírou (exponentem( zdvojení = doubling rate“ - důvod pro takový název je:





Sn ( 2nW(b,p)


�
Důkaz: 1/n log Sn= 1/n (i logS(Xi) ( E{log( S(X))}= W(b,p),         


proto 1/n log Sn ( W(b,p)  (  Sn ( 2nW(b,p). Odtud vyplývá, že hráčovy disponibilní prostředky při opakovaném sázení rostou (ve střední hodnotě) podle 2nW(b,p). Proto je zajímavá úloha po maximalizaci W(b,p).





Označíme:


W*(p) = maxb W(b,p)





K nalezení maxima bude použit klasický postup Lagrangeových multiplikátorů:





Q(b) =� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(bioi) + ( (1- � VLOŽIT Equation.2  ���bi)





Řešením  takového  extremalizačního  problému  dostaneme: bi* = pi   tj. b*=p. Potom:





W*(p)  = � VLOŽIT Equation.2  ���pi log(pioi)   =  � VLOŽIT Equation.2  ���pi (log(pi)+log( oi)(   =   =� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(oi) - H(p)





Definice: O sázkovém výplatním schématu řekneme, že je 





„spravedlivé“             (     � VLOŽIT Equation.2  ���1/oi  = 1


super - „spravedlivé“ (     � VLOŽIT Equation.2  ���1/oi  ( 1


sub - „spravedlivé“     (     � VLOŽIT Equation.2  ���1/oi  ( 1





Námět 1.: Vysvětlete interpretaci předchozích pojmů. Návod: vypočtěte za jakých podmínek se vyplatí (ve střední hodnotě)  to co bylo vsazeno, kdy se vyplatí více, kdy se vyplatí méně. 





Dále označíme:      ri = 1/oi     -   to je vlastně odhad pravděpodobnosti vítězství jednotlivých koní který provedla sázková kancelář (za jakých podmínek? - viz výše).


 


Potom:





W(b,p) =� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(bioi) =� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(� VLOŽIT Equation.2  ���) =





= D(p ((r) - D(p((b)





Tedy W(b,p) je rozdíl mezi „vzdáleností“ odhadu sázkové kanceláře od skutečnosti a odhadu „vzdálenosti“ hráče od skutečnosti.  Tj. hráč může vydělat peníze pouze v tom případě, kdy je jeho odhad „bližší“ skutečnosti než odhad sázkové kanceláře.





Za výše uvedených označení:





W*(p)  =  � VLOŽIT Equation.2  ���pi log(� VLOŽIT Equation.2  ���)    =   � VLOŽIT Equation.2  ���pi (log(pi) - log( ri)(       =   = -� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(ri) - H(p) = D(p ((r)





Tj. maximální možný výnos (ve střední hodnotě) hráče (při jeho optimální strategii) je určen „vzdáleností“ odhadu sázkové kanceláře od skutečnosti. To protože D(p ((b*) = D(p ((p) = 0.





Námět 2. Předpokládejme dostihy s pravděpodobnostmi vítězství (p1,p2,p3) a s výplatním schématem (1,1,1). Hráč sází podle schématu (b1,b2,b3). Dokažte, že disponibilní prostředky hráče jdou exponencielně k 0. Nalezněte optimální schéma hráče (b1*,b2*,b3*). K takovému optimálnímu schématu nalezněte ta rozložení pravděpodobností  (p1,p2,p3) při kterých půjdou disponibilní prostředky hráče k nule rychleji než u první varianty.





Námět 3.: Máte k dispozici 7 karet černých a 7 karet bílých, které jsou na rubu stejné a jsou zamíchány a seřazeny do řady a obráceny rubem k hráči. Označíme Xi náhodnou „jevovou proměnnou“ jev i-tá karta v řadě je bílá. Určete:





H(X1), H(X2/X1), H(X3/X1,X2),  ... H(X14/X1, ..., X13).





Námět 4. (pro náročné): Entropie polynomického rozdělení. Konáme nezávisle na sobě řadu n stejných pokusů u nichž mohou nastat výsledky  a1, ... am. Nechť ni = počet výsledků ai a pi = Pravděpodobnost( v pokusu nastane výsledek ai). Potom:


Pravděpodobnost(n1, ... ,nm) =      � VLOŽIT Equation.2  ���� VLOŽIT Equation.2  ���� VLOŽIT Equation.2  ���   kde � VLOŽIT Equation.2  ���pi =1 a � VLOŽIT Equation.2  ���ni = n. Spočtěte entropii takového rozdělení. Pokuste se takovou entropii odhadnout na základě Stirlingova vzorce: 


n! ( � VLOŽIT Equation.2  ��� nn+0.5 e-n


Podrobnosti viz: Kosmák L.: Kombinatorická teória pravděpodobnosti, Alfa, Bratislava 1979.


�
Divergence - vzdálenost od rovnoměrného rozdělení:





D(p((1/m) =  � VLOŽIT Equation.2  ���pi log(mpi) = log(m) - H(p)








D(1/m((p) =  � VLOŽIT Equation.2  ���(1/m) log(1/(mpi)) = 


= -(1/m) � VLOŽIT Equation.2  ���(log(m)+log(pi)( = - log(m) - (1/m) � VLOŽIT Equation.2  ��� log(pi)








Proto: D(p((1/m) + D(1/m((p) = -H(p) - (1/m) � VLOŽIT Equation.2  ��� log(pi)





Protože: D(p((1/m) + D(1/m((p) (0     je  i:





 -H(p) - (1/m) � VLOŽIT Equation.2  ��� log(pi) ( 0  ( 





mH(p) ( -� VLOŽIT Equation.2  ��� log(pi)





H(p) ( -(1/m)� VLOŽIT Equation.2  ��� log(pi)








 Fanoova nerovnost





Máme k dispozici hodnotu neznámé jevové proměnné X, kterou „pozorujeme“ pomocí jevové proměnné Y. Na základě takového pozorování odhadujeme hodnotu X odhadem  o(X).





��X           Y           o(X)





K dispozici je rozdělení pravděpodobnosti p(y/x). o(x) = g(y). Tj. Odhad X určujeme pomocí funkce (g) pozorování.


Označíme  jev   E  za  jev   kdy  X   odhadujeme špatně, tj. 


pE = P(E) = P(X ( o(X)). Dále označíme:


H(pE)= - pElog(pE) - (1- pE)log(1- pE)


Potom:


H(pE) + pE log((X(-1) ( H(X/Y) a 





z ní plynoucí (slabší) nerovnost:





1+ pE log((X() ( H(X/Y)





pE ( � VLOŽIT Equation.2  ���


Důkaz:


Označíme jev   E=1 ( X( o(X)    a       E=0 ( X=o(X). Potom  


   H(E)= H(pE).


   H(E,X/Y) = H(X/Y) + H(E/X,Y) = H(X/Y) protože   


   H(E/X,Y)=0, také ale:


   H(E,X/Y) = H(E/Y) + H(X/E,Y). 


   Proto H(X/Y) = H(E/Y) + H(X/E,Y).


   Dále platí: H(E/Y) ( H(E)    a  H(X/E,Y) ( pE log((X(-1).   


   Druhá nerovnost platí protože: H(X/Y,E=0) = 0 a tím  


   dostaneme: 


   H(X/Y,E)  =  (1- pE) H(X/Y,E=0)  +  pE H(X/Y,E=1)      =    


   pE H(X/Y,E=1) ( pE log((X(-1). Kombinací předchozích 


   nerovností dostaneme požadovanou nerovnost.


 Námět 5. :  Nechť g: X ( Y je zobrazení, dokažte, že H(Y/X) = 0.


 Námět 6. :  Dokažte, že H(Y/X) ( H(Y); ( X,Y.


 Námět 7. :  Nechť g: X ( Y je zobrazení, dokažte, že H(Y) ( H(X).
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