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Pravděpodobnostní definice regrese:

Korelační poměr:

Platí:

E(E(Y/X)) = E(Y)

Označíme rozptyl náhodné veličiny  E(Y/X) =  (

(Y)  tj. (

(Y)  =  (2 (E(Y/X)) = E(E2(Y/X)) - E2(Y)  

pak platí: (2 (Y) =  (

(Y)  + E([E(Y/X) - Y]2)

Odtud lze zavést míru závislosti Y na náhodné proměnné X = korelační poměr KX(Y):

KX(Y) = (X(Y)/((Y)

z předchozích vzorců je zřejmé, že platí:

0( KX(Y) ( 1

Platí: Pokud jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé pak KX(Y) = 0, pokud KX(Y) = 0 pak jsou X a Y nekorelované!

Regresní čára:

Jestliže X a Y jsou libovolné náhodné veličiny,  pak výraz E((Y-g(X))2) nabývá svého minima pro funkci g(x)=E(Y/X=x). Tj.: E((Y-g(X))2)(E((Y-E(Y/X))2)  ( g.

Pokud hledáme g(X) ve tvaru aX+b, potom výraz 

E((Y-aX-b)2) nabývá svého minima pro 

a = (((Y)/ ((X)) r(X,Y)      b = E(Y)-aE(x)

a přímka:

y-E(Y) = (((Y)/ ((X)) r(X,Y)(x-E(X))      

kde r(X,Y)=(E((X-E(X))(Y-E(Y)))/(((Y) ((X)) je korelační koeficient

se nazývá regresní přímkou náhodné veličiny Y vzhledem k X.

Podobně přímka:

x-E(X) =(((X)/ ((Y)) r(X,Y)(y-E(Y))     

se nazývá regresní přímkou náhodné veličiny X vzhledem k Y.

Problém: jsou obě přímky shodné, pokud ne, kdy se shodují   (pokud r2(X,Y)=1) ?

Další míry  závislosti:

Maximální korelace:

((X,Y) = sup (R(u(x),v(Y))(
                                                             u,v

pro tuto míru platí:

((X,Y) = ((Y,X) 

0 (((X,Y) ( 1

jsou - li a(x) a b(y) ryze monotónní funkce, pak

 ((a(X),b(Y)) = ((X,Y) 

((X,Y) = 0  <=>  jsou li X a Y nezávislé 
Platí-li: ( u,v;  u(X)=v(Y) { = implicitní funkční vztah} je ((X,Y)=1

(r(X,Y)( (   min{KX(Y),KY(X)} (  max{KX(Y),KY(X)}  ( ( ((X,Y) 

blíže viz Rényi A.: Teorie pravděpodobnosti, Academia Praha 1972.

Lineární regrese 1 - geometrický význam:

Případ A: základní

y = f(x)                         měření chyby aproximace di2  = (yi-f(xi))2     
         [image: image12.emf] 
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Pozorovaná data Regrese: y=ax+b

Regrese: x=cy+d Regrese: x*cos(a)+y*sin(a)-p=0
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 - měření a minimalizace vzdálenosti pro prvou  z nich.

Případ B: inverzní

x = g(y)                      měření chyby aproximace di2  = (xi-g(yi))2

[image: image1.emf]9
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Pozorovaná data Regrese: y=ax+b

Regrese: x=cy+d Regrese: x*cos(a)+y*sin(a)-p=0
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Zobrazení regresních čar 
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 - měření a minimalizace vzdálenosti pro druhou  z nich.

Případ  C: neorientovaný = měření vazby

h(x,y) =0        měření chyby aproximace di2  = (h(xi,yi))2
[image: image8.emf] 
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Pozorovaná data Regrese: y=ax+b

Regrese: x=cy+d Regrese: x*cos(a)+y*sin(a)-p=0

   


Zobrazení regresních čar 
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 - měření a minimalizace vzdálenosti pro třetí  z nich.

Lineární tvar regresní čáry:

Případ A - veličina x je nezávisle proměnná, veličina y závisle proměnná.

y = A1 x  +  A0 

Kritérium aproximace                  Q(A1,A0) =  ( (yi - A1xi - A0)2
Případ B - veličina y je nezávisle proměnná, veličina x závisle proměnná.

x = B1 y  +  B0

Kritérium aproximace              Q(B1,B0) =  ( (xi - B1yi - B0)2
Případ C - nelze rozhodnout o tom která z obou veličin je závisle proměnná a která je nezávisle proměnná - modelujeme vazbu mezi oběma veličinami ( => obecná rovnice přímky v normovaném tvaru).

x cos(() + y sin(() - p = 0         p(0

Kritérium aproximace

                                   Q(p,() =  ( (xi cos(() + yi sin(() - p)2
Řešení základní úlohy lineární regrese (případy A,B)
Jsou k dispozici pozorování:

X1,X2,X3,  . . .  , Xn        od  proměnné X
Y1,Y2,Y3,  . . .  , Yn            od  proměnné Y 

Pozorování jsou „spárována“ tj. jsou k dispozici sobě přiřazené dvojice   (Xi,Yi).

Sílu závislosti mezi  X a Y měří korelační koeficient ( jehož odhad  r  (výběrový korelační koeficient) se určí podle vztahu:

r = 


kde

eX = (1/n)(Xi        je výběrová střední hodnota = průměr 

                                     pozorování proměnné X

eY = (1/n)(Yi        je výběrová střední hodnota = průměr 

                                     pozorování proměnné Y

Pro testy o vzájemné nekorelovanosti obou proměnných  (tj. hypotézy o tom, že obě proměnné nespojuje „lineární závislost“) se používá proměnná:

t = 

 

hypotéza o nekorelovanosti (tj. hypotéza ( = 0) na  p%    je vyloučena pokud je 

(t( > t(1-p/2%)krit

v ostatních případech hypotézu o nekorelovanosti nevylučujeme.

Pro p=0.05   (tj. p= 5%) je t(97.5%)krit = 2.306 pro n=10.

Označíme p pravděpodobnost chyby {hladinu významnosti} prvního druhu tj. pravděpodobnost toho, že na základě pozorovaných dat usoudíme na  ( <> 0, ačkoliv ve  skutečnosti je (=0. Hodnota   t    má  pak   t-rozdělení  (Studentovo) pravděpodobnosti     s   n-2    stupni volnosti.    Hypotézu     ( = 0    nepřijímáme    pokud  (t( > t(1-p/2%)krit. 

Blíže viz. Hátle J., Likeš J.: Základy počtu pravděpodobnosti a matematické statistiky, SNTL/ALFA Praha 1974, (nebo novější vydání),kapitola 10.5.1. {10.5.1 Rozdělení výběrového koeficientu korelace}. 
 
Pokud se podaří na dané úrovni spolehlivosti vyloučit hypotézu o nekorelovanosti znamená to, že není důvod usilovat o nalezení lineárního vztahu mezi oběma proměnnými X a Y protože až na pravděpodobnost (o velikosti úrovně spolehlivosti) takový vztah neexistuje.


Pokud se nepodaří tuto hypotézu vyloučit je dosti velká šance toho, že takový lineární vztah existuje a proto je vhodné postupovat dále.

Základním modelem pro popis takové situace je:

Yi = A1 Xi  +  A0 + (i

kde 

Yi =  je hodnota závisle proměnné

Xi =  je hodnota nezávisle proměnné

A0 =  je posunutí Y (intercept)

A1 =  je směrnice regeresní přímky (slope of the regression line)

(i   =   chyba vazby mezi Y a X - náhodný šum, residuum, o 

            které se předpokládá  E{(i}=0 a (2{(i} = (2 a navíc, že 

            jednotlivé realizace (i  jsou nezávislé (nebo alespoň 

            nekorelované, nebo alespoň po dvou nekorelované).
Vztah:

Yi = A1 Xi  +  A0 + (i

je pak nahrazován jeho výběrovým odhadem:

Yi = A1 Xi  + A 0 

kde:

Yi =  je odhad hodnoty Yi  nebo také její předpověď

Xi =  je hodnota nezávisle proměnné

A0 =  je nestranný odhad A0
A1 =  je nestranný odhad A1

Minimalizací kritéria (metoda nejmenších čtverců) aproximace                  

Q(A1,A0) =  ( (Yi - A1Xi - A0)2

(Q(A1,A0) =  -2( (Yi - A1Xi - A0)Xi (A1
(Q(A1,A0) =  -2( (Yi - A1xi - A0) (A0

a řešením soustavy normálních rovnic:

( (Yi - A1 X i - A0)Xi = 0

( (Yi - A1 Xi - A0) = 0

dostaneme:

A1 = 

 = 


A0 = eY -A1 eX

Takový popis splňuje pak základní elementární vlastnosti:

( (Yi - Yi) = 0

( (Yi - Yi)2  -> min

Hodnocení kvality lineárního popisu vazby:

TSS = ( (Yi - eY)2   - total sum of squares
měří součtovou chybu aproximace Y průměrem pozorovaných hodnot.
SSE = ( (Yi - Yi)2   -  sum of squares error
měří součtovou chybu aproximace Y lineární regresní přímkou.

SSR = TSS - SSE - sum of squares regression
měří celkové (součtové) snížení chyby při využití regresní přímky oproti aproximaci prostým průměrem Y.

Pro měření „síly vazby“ od X k Y se používá výběrový koeficient determinace R2    (jedná se o relativní míru vylepšení popisu regresní přímkou oproti popisu prostým průměrem Y):

                                                       SSE
                           R2 = 1 -  

                                                TSS

nebo jinak vyjádřeno:
                                          SSR
                           R2      = 

                                                TSS

po dosazení lze také pro tento elementární případ získat:

R2 = r2

Pokud  SSE ( TSS tj. chyba při aproximaci prostým průměrem je téměř  shodná  s  chybou  při  aproximaci  regresní  přímkou  je: R2 = 1 - 1 =  0.  Podobně, pokud je TSS >> SSE je SSE/TSS -> 0 je R2 -> 1 - 0 = 1.

V této situaci lze považovat pojem koeficient determinace  za zbytečný. Používá se však obecněji:

                  součet čtverců odchylek od aproximace
R2 = 1  - 

                   součet čtverců odchylek od průměru

i pro jiné popisy závislosti mezi proměnnými než je předváděná „lineární závislost“ ( = korelovanost) a v těchto případech má netriviální význam a může se dost lišit od druhé mocniny korelačního koeficientu.

Odhad chyby aproximace pomocí odhadu (2 rozptylu chybové složky nebo  pomocí odhadu ( směrodatné odchylky chybové složky (.
  

Odhad(() =               Se = (( SSE/(n-2))

Trochu komplikovanějším způsobem lze odvodit odhad směrodatné odchylky směrnice regresní přímky A1 

 SA1 = Se/((((Xi - eX)2

Blíže viz Hátle J., Likeš J.: Základy počtu pravděpodobnosti a matematické statistiky, SNTL Praha 1974, nebo pozdější vydání, kapitola 13. Regresní analýza. 
Řešení neorientované úlohy (případ C):

Kritérium optimality:

Q(p,() =  ( (xi cos(() + yi sin(() - p)2

Postupné řešení:




odtud dostaneme:

n eX cos ( + n eY sin ( - n p = 0

označíme:

s2X = (1/n) ( (Xi - eX)2
s2Y = (1/n) ( (Yi - eY)2

sXY = (1/n) ( (Xi - eX)(Yi - eY)

vyřešením první normální rovnice pro p dostaneme:

p = eX cos ( +  eY sin ( 

Dosazení do kritéria dává:

Q(() =  ( ((Xi - eX)cos(() + (Yi - eY)sin(())2 =

= cos2 ( ( (Xi - eX)2 + sin2 ( ( (Yi - eY)2 +

2 cos ( sin ( ( (Xi - eX) (Yi - eY) =
Po drobné trigonometrické úpravě dostaneme:
= n s2X (1/2)(1+cos 2()  + n s2Y (1/2)(1-cos 2() +

n 2 sXY (1/2) sin 2(
nalezením druhé normální rovnice:

(Q/(( = 0

-n s2X sin 2( + n s2Y sin 2( + n 2 sXY cos 2( = 0

(s2X-s2Y)sin 2( = 2 sXY cos 2(
tg 2( = (2sXY)/(s2X-s2Y)

a proto

( = (1/2)arctg[(2sXY)/(s2X-s2Y)] + k ((/2)

kde k se volí z intervalu 0 - 3 takové, že p z rovnice

p = eX cos ( +  eY sin (
je nezáporné a pro takto vypočtené p a  (
je Q(() - > min
SSE = ( (Xi cos(() + Yi sin(() - p)2   -  sum of squares error

pokud uvažujeme model  x cos(() + y sin(() - p = (         p(0,  E{(} = 0 a  (2(() =  (2 dostaneme pro odhad  (
Se ( (( SSE/(n-2))

Pokud navíc lze přijmout předpoklad  (  ( N(0,(), můžeme nalézt 99.86 % interval spolehlivosti pro modelující vazební přímku ( 3 ( pásmo ):

X cos(() + Y sin(() - p 

 3 Se = 0

Modely převoditelné na lineární:

y = K e Ax

lg y  =  lg K  +  A x

Z     =    A0   +  A1X                A0 = lg K, A1 = A, Z=lg y

ey = Kxd 

y  = lg K + d   lg x

Z =  A0   + A1  V                    A0 = lg K, A1 = d, V=lg x

y  =  K/x

yx -  K = 0

Z  - A0 = 0                                              Z = yx,  A0 = K

y = B0 + B1 lg x

Y = A0 + A1 Z                               Z=lg x, A0=B0, A1=B1
Obecně:

y = A0 + A1 f(x)

Y = A0 + A1 Z                                                     Z = f(x)

y = B0 B1  f(x)
lg y = lg B0 + lg B1 f(x)

Y   =  A0  + A1 Z;   Y=lg y, Z = f(x), A0=lg B0, A1=lg B1    


y = K(1-x)A1xA2                                      0 < x < 1
lg y = lg K + A1lg(1-x) + A2lg x

Y    =  A0   +  A1      Z1    + A2  Z2 

Bližší viz 

Seger J., Hindls R.: Statistické metody v ekonomii, Nakladatelství H ( H, Praha 1993. 

Elementární základy: 

Rublík F.: Základy počtu pravděpodobnosti a štatistiky, Alfa Bratislava 1983.

Pozor: Transformace nelineární regrese na lineární „deformuje“ „měřenou“ a minimalizovanou vzdálenost.

„Komplikovanější transformace a model - periodická regrese“

y = A sin(( x + ( ) = A cos(()sin(( x) +  A sin(()cos(( x) =

                                  A1 sin(( x)          +  A2 cos((( x)

Y =                            A1         Z1               +  A2         Z2
Z1 = sin(( x), Z2 = cos(( x),  A1 = A cos((), A2 = A sin(()

A = sqrt(A12 + A22), cos(() = A1/A, sin(() = A2/A
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