Definice 3: Ndhodné (¢iselné) proménné X ,Y 2 jsou nezdvislé (znateno X [1Y') pravé kdy? plati

Fx,y(x’y):Fx(x)FY(y);Dx’yDRl2 3.

Elementarni vlastnosti:

- X0OY=YOX.
XY - fx’y(x, y):fX (x)fy(y); (v, yOR? 4, pokud vechny uvedené hustoty existuii.

Plati to i pro pravdépodobnosti (v pfipadé diskrétnich ndahodnych promeénnych) dikaz
analogicky dikazu nasledujiciho tvrzeni (o kvantovani).

e Pokud K je degenerovana ndhodna proménna® (konstanta), pak pro libovolnou ndhodnou
proménnou Y je K [1Y.

Dk.: Fy (xy)=AK<xY<y)=

HoY<y)=0=0*HY<y)=F(qE()  Dx<k
- AQY<))=Hr<y)=1*Hr<y)=F(xF(y) Dx2k

Volnéji: kazda nahodnd proménna je nezavisla na konstanté.
«  Pokud existuji E(X), E(Y) a E(XY), pak X OY = E(xY)= E(X)E(Y).
«  Pokud existuji E(X), E(Y) a E(XY), pak E(XY)# E(X)E(Y)= X DY
pk.: [E(xY)# E(X)E(Y)|C[x OY] je spor.

Tvrzeni: X Y, —oo=x,<x <x,<..<x,<x,, =+ délici body definitniho oboru X a
—o=y, <y <y,<..<y, <y, =t délici body definicniho oboru Ya 1<nmON.
Oznatime-li p; :P()cl._1 <X<sx,y,<Ys y'j)l pak plati p;; = P(Xi—l <X=< Xi)P(yj—l <Y< y’j) =
:[F(Xi)_F(xi—l)]l.F(yj)_F(yj—l)J’ pro i, jUN .

Dk.: Obecné plati p; = F(xl., yj)— F(xi_l, yj)— F(xl., yj_1)+ F(xi_l, yj_l), viz nasledujici obrazek.

1 Dependence relations between random variables is one of the most widely studied subjects in probability and
statistics. The nature of the dependence can take a variety of forms and unless some specific assumptions are
made about the dependence, no meaningful statistical model can be contemplated. Jogdeo K (1982) Concepts
of dependence. In: Kotz S, Johnson NL (eds) Encyclopedia of Statistical Sciences, Vol 1. Wiley, New York, pp
324-334. Citovano z: Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer 2006. str. 171.

2 Ndhodna proménna (jednorozmérna) X je méfitelna funkce na pravdépodobnostnim prostoru X: —»R.
3 Distribu¢ni funkce Fx,y(x’ y) = P(X <xY< y) a Fy (x) = P(X < x). Navic, v tomto textu budou

analyzovdny jen binarni a z nich odvozené vztahy.

o
4fX,Y(x’y) aa
s K=kOR, kde F,(x)=0 = x<kaF,(x)=1 < x2k.

X Y(x y) Ix (x) = aix Fy (x) v bodech kde pfislusné derivace existuji.
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Dosazenim F(x, y) = F(x)F(y), dostaneme p; = [F(xi)— F()ci_1 )]l_F(yj)— F(yj_1 )J

P¥iklad: Opacna implikace nemusi platit. Vezméme dvé stejné rozdélené exponencialni proménné
X ,Y s distribu¢ni funkci F(x)=1—¢ " propojené copulou
Cu,v) = pmax(u +v—1,0) + (1— p)min(u, v), tedy
Fyy (x, y) = pmax (F(x) +F(y)— 1,0)+ 1-p) min(F(x), F(y)), p =% (existuje alespori jedna
dvojice (x, y) [0(0,+), pro  kterou plati  Fy, (x, y) zF, (x)FY (y) ) a déleni

0=x,<x =1g2)<x,, =+, 0=y, <y =1g2)<y,, =+x. Je zfejmé, ze

F(i)= F(3) = Flg2) =1-¢™ = &

X—vodorovné, y —svisle e
vtabulce Fy , (x, y) 0|18 | +oo
0 0 0 0
1g(2) 0] 1/4 | 1/2
+ o0 0] 1/2 1

X —vodorovng, Y —suvisle,
v tabulce pravdépodobnosti | (0,1g(2)) (lg(Z),+°°)

oblasti
(0,1g(2)) 1/4 1/4
(1g(2),+00) 1/4 1/4

Tedy, a€ se jedna o kvantovani dvou zavislych proménnych, pravdépodobnosti, pro toto kvantovani
plati P()ci_1 <X<x,y, <Y< y,j) = P()cl._1 <X S)CIA)P(yj_1 <Y< y,j), i,j=12, projevuje  se
nezavislost.

P¥iklad: Nekorelované nahodné veli¢iny nemusi byt nezavislé: X = N(0,1), Y = X?, pak
(xOR.yOR,)= P(X <x¥Y<y)=P(x <x,X*<y).

(x <xx?<y)=(x cx—fy s X < y). v pripade kdy x<—y je (X<x.X2<))=024
proto P(X<xY<y)=P0)=0. ae  P(X<x)>0a  P(Y<y)>0.  Ppak
P(X <xY<y)# P(X <x)P(Y <y).Tedy X,Y NEISOU nezévislé.



ColX,¥)= E(x¥)-E(X)E(Y) = E(x*)- E(X)E(¥) =0-0*1=0, o(X)=1,0(r)=0(x?)=+2
¢, proto Corr(X, Y) =0.Tedy X,Y JSOU nekorelované.
Namét: Lze predpoklad X = N(0,1) zeslabit a jak?

Priklad: Bud X =N(0,1) a {xl,xz,...,xn} nahodny vybér realizaci ndhodné proménné X, pak

I — . . .
x=—2xi a X; —X jsounezavislé i =1,...,n.
nig

flx.xx,) |‘|f H{\/l—ﬂz}=(2]7)262[z}

Zavedeme transformaci: _
=y =y - Z Y

=l

»n=x

M=X%=X | X, =y, Ty,

Odtud: Jakobian této transformace E— _
yn_'xn_x 'xn_yn+yl
ox, . . Yy
detJ =det| —- je nenulovy a funkéné
0y, | .
i,j=l,...n
nezavisly na yj‘ - . Tedy je vzhledem k proménnym y<‘ konstantou.
J=1.., AN £ T
Po této transformaci bude lez =x; +Z:xl.2 (yl Zylj +Z( + )’1) =
i=1 i=2

2 n
y,-j +> vyl

i=2

8]

i=

n n 2 n n
={yf-2ylzy[+(zy,-j }{nyﬂylzyﬁ(n-l)yf}(
=2 =2 =2 =2

=

-1[ Sy, 2+_:21y,-2+ny12] -1[ Sy, 2+_§ny _np
Proto  f(V Ypeey,) =cl)e o) i) (n)e (&) e 2 = flypy)fln)  a

c(n) = (277)_ g|detJ| :

Dlsledek f(yj,y1)= f(yj)f(yl);j=2 ..... n.Tedy y, =x; =X a ), =X jsou nezavislé pro
j=2,.,n.

Abychom dokazali nezavislost pro x; —X a X, sta¢i misto pvodni transformace

2 VI . .
& X~ rozdélenis jednim stupném volnosti.

= :—Zx ( l+Zn:xl),ale lixi:iyi+(n_1)y1;Pr0t0

i=2 i=2

1( +ij [ +Zyl (n—l)ylj:xﬁyl—iy,»-

n i=2



— pouzit napf. transformaci:
Yy =X X=Y =x

Yn =% X=Y,
= - = +
HTHTE HTHTA V=X X =0ty

yn:xn_x xn:yn+yl _m - _.
yn—l_xn—l_x xn—l_yn—l+yn

Shrnuto x, —x a X jsou nezavislé dvojice pro j =1,...,n pro {xl,x2 ..... xn} nahodny vybér realizaci
nahodné proménné X =N(0,1).

Dusledek 1 (x —x) a X jsou nezdvislé pro j=1,...,n pro {xl Xy yenns x} nahodny vybér realizaci
nahodné proménné X = N(0,1).
1 < _ _
Disledek 2: S = Z(x —x)2 a X jsou nezavislé pro {xl,xz ..... xn} nahodny vybér realizaci
n-— 1 j=1 I

nahodné proménné X = N(0.1).
1 < _ _
Disledek 3: S = Z(xj —x)2 a X jsou nezavislé pro {xl,x2 ..... xn} nahodny vybér realizaci
n-— j=1

ndhodné proménné X = N(;z,ag).

Pfiklad: Bud X, = F(x),E(Xi) =0, E(Xiz)> 0,7 =1,...,n>1(nemusi, ale mohou byt nezévislé), pak

proY:ZXi plati Y [J X ,.

i=

Dk.: Con(Y, X, )= E(X,Y)= E(Xlzn:Xij = E(x?)>o0.
i=1

Disledek: Bud X, = F(x),0°(X,)>0,i=1,...n>1, pak pro Y :Zn:Xi plati ¥ 1 X,. Dk.:
X, - E(X,)= F(x+ E(X)),i =1,...,n. E(X - E(X))=0,E(X - E(x)F)= 0*(x)>0,i =1,...n.
Priklad: Bud' X, Y X gy Ciselné nahodné proménné a jejich zobrazeni

U=g,(x)v=g,0r)g.g, R, ~R,, spojité, pak U OV .
Dk.: FUV(u,v)=P(USu,VSv)=P(gl(X)Su,gz(Y)Sv):P(gl(X)Su,gz(Y)Sv):

—P{U[g WX <o ]U[ng ()]J A, kde g7(u)s X <g7(u)i=1,..

jsou v8echna mozna a disjunktni feSeni nerovnosti g, (X)<u vici X a g;f(v)SYS gz_;’(v),jZI .....

jsou vdechna mozna a disjunktni FeSeni nerovnosti g, (Y)S v viaéi Y 8. Pak:

A= zp(gl ()stgli()’gZJ <Y<g21( )
i (u )<81 (u)

225 v)<g2] (v)

8 gl_id(u), gl_ih(u), gz_;.j (v), gz_]h (V) mohou byt i nevlastni.



= Pl s x g (el ()Y i)

g1 ()<81 (u)

524 (W<ez! (v)
- S x e l) TPl 0)<y < gt 0)= HlKD), e
it (u)<ei (o) 3! b)ee) )
ZP(gl_l.d (u) <X<g! (u)) = H(u) a ZP(g;j (v) <Y< gz_]h (v)) = K(v), odtud uz je
g (u;<g1'/’ () 23 (V)j<gz_? (v)
jenom formulacni a technicky problém dokoncit F;, (u, v) = H(u)K(v) =F, (u)FV (v)

Pfiklad: Bud X,Y X Y nedegenerované Ciselné nahodné proménné, majici hustotu a jejich
zobrazeni U = gl(X,Y),V = gz(X,Y), 2,8, R, - R, spojité, pak nemusi byt U LJV .

o (3 =3 13 ) oema ()= I ) pok oo = e - oo

)= £ [, == 1) o

= [ (-
Pokud by U OV, muselo by platit f,,,(u,v)=f, (u)f, (v)= £y (u j fo (@) f, (v=2)dz, tedy:
f (M)fo(Z)fy(V‘Z)dzzfx(u)fy(vw) a pro oblast kde fy(u)>0 (a ta je neprazdna)

[ 1) =2)z= £, (0=u). pak pii volbs w=0 by [ £ ()fv=2hz= £, (), tedy

by
Y=Y+X a to by byl spor (s predpokladem nedegenerovanosti X,Y ). V pfipadé, Ze existuji
E(X), E(Y), E(XY) je dikaz jednodussi (pres kovariance, viz vyse).

Tvrzeni: Corr(X,aY +b) = sign(a)Corr(X,Y). Dk.: dosazenim do definice.
Tvrzeni: |C0rr(X,Y)| =1 <« Y =aX +b s pravdépodobnosti jedna.

. Y=aX+b pak E(Y)=aE(X)+b, o(r)=|do(x), Cov(X,¥)=aE((X -E(X))),

Corr(X ,Y) = aE(Eja_zf)(())(»Z) = sign(a)

Corr(X,Y) 1, pfi oznateni X = X _E(X) a Y = Y_E(Y) , bude
o(x) o(y)

Corr(X Y ) , . E(X Y) proto

Ex -v))=£ 2EXY)+E(Y2) 1-2+1=0. shrnuto E((X =¥} )=0 a odtud

9 Viz Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 111-113.



Y-Hy)_X-HX)

P\X -Y =0)=1%. P¥ navratu k pGvodnimu znageni = JZI a po
=0 Ao

dpravé P Y= S((Y)) (X E(X))+E(Y)J =1. Corr(X,Y) =-1, analogické predchozimu, pfi

wutitt E((x +v'f)=0.

Kazdou z nahodnych proménnych (X, Y) =Fyy (x, y), Fy (x) = lim F, , (x, y),
y -+

F, (y):}iﬁiFXsY (x, y) transformujeme vlastni distribuéni funkci na R(0,1). Tedy U =F, (X),

V=F, (Y), proto E(U) = E(V) = %, o’ (U) =g’ (V) = é Pro jednoduchost budeme
predpokladat existenci obou F' (u), F,' (v) viude tam, kde 0 < F (x), F, (y) <lI.
Cov(U,V)= EUV)-E(U)E(V)= E(UV)—%

V terminologii copul’:

+00+00

E(UV) = _[ IFX (XF, (D) fyy(x, y)dxdy = jjuvc u 1 dudv =

o _11 9>
—_([_([uva

ij dudv——
00

11
C(u, v)dudv = _” C(u, v)dudv, pak
0

11 11
Cov(U,V):.”C(u,v)dudv—i = C0rr(U,V)= : 12.”C u,v dudv 3,
00 B 00
12V12

L1 ozn
shrnuto: Corr(U,V) = Corr(FX (X), F, (Y)) = 12jj C(u, v)dudv—3 = Corry (X, Y).

00

11
Dusledek: X (Y = Corr(X,Y)=0.0k:Pokud X OY je Clu,v)=uv a 12[ [uvdudv=3=0.
Disledek: F , (x, y) = min(FX (x), F, (y)) = Corrg (X, Y) =1.

11 11 1v 11
Dk.: CorrS(X,Y) = IZIIC(u,v)dudv—3 = IZIImin(u,v)dudv :12jjududv+12jjvdudv—3 :12% -3=+]
00 0 00 (VY

1o E((X'—Y')2)=0 a E(XY—Y')_O da JZ(X'—YY)=O. Pak z CebySevovy nerovnosti
022

—~
~—

He>0je PQZ - E(Z)| < 8)2 1- v tomto p¥ipadé dostaneme [1€ >0 je PQX -Y ‘ < £)> 1.
Ly, (x,y) = C(F, (x),FY(y)),odtud Clu,v)= Fy, (F' ), ' (v) a

Frr (6 3) = c(Fy (X, F, (D)) £ (0 £, (), kde c(u,v)=%€(u,v). protoze Cit,v) je viastné

sdruzenou distribuc¢ni  funkci dvou marginall s rozdélenim R(O,l) , plati pro ni:

max (u +y- 1,0) < C(u, v) < min (u, v) (Fréchetovy meze).



Disledek: F , (x, y) = max(FX (x) +F, (y) - 1,0) = Corry (X, Y) =-1.
11 11 11 1
Dk.: Corg(X.Y) =12”C(u,v)dudv—3=12”max(0,u+v—1)dudv—3 =12j j(u+v—1)dudv—3 =12 -3=-1
00 00 0l1-v
Shrnuto: DosaZeni Frechetovych mezi znamena dosaZzeni mezi pro Spearman(v korelac¢ni koeficient.
Nezavislé ndhodné proménné maji Spearmaniyv korelaéni koeficient rovny nule.

Priklad: A¢ plati X LY = Corrg (X,Y) =0 obracend implikace Corr; (X,Y) =0= X OY platit

1 |
nemusi. Staci vzit napf. nasledujici copulu: C(u,v) = Emax(u +vy —1,0)+5m1n(u,v). Pak

11 11
CorrS(X,Y)=12IIC(u,v)dudv—3=12II %max(u+v—1,0)+%min(u,v) dudv—-3=
00 00

= %% +%% —3 =0 (Viz pfedchazejici dasledky).
Nezavislost Nulova korelace ale ne nezavislost

0,0 01 02 03] 04 05 06/ 07 08 09 1,0 00 01 02 03] 04 05 06/ 07 08 09 10
0,0 0,0
0,1 0,01| 0,02 0,03| 0,04]| 0,05/ 0,06/ 0,07| 0,08| 0,09] 0,10 0,1 0,05| 0,05/ 0,05| 0,05| 0,05/ 0,05| 0,05| 0,05| 0,05|0,10
0,2 0,02| 0,04| 0,06/ 0,08| 0,10 0,12| 0,14| 0,16| 0,18| 0,20 0,2 0,05| 0,10 0,10| 0,10| 0,10| 0,10| 0,10| 0,10| 0,15/ 0,20
0,3 0,03| 0,06/ 0,09| 0,12| 0,15/ 0,18| 0,21| 0,24| 0,27| 0,30 0,3 0,05| 0,10 0,15| 0,15| 0,15/ 0,15| 0,15| 0,20| 0,25/ 0,30
0,4 0,04| 0,08 0,12| 0,16| 0,20{ 0,24| 0,28| 0,32 0,36| 0,40 0,4] 0,05 0,10{ 0,15| 0,20| 0,20| 0,20{ 0,25| 0,30| 0,35/0,40
0,5 0,05] 0,10{ 0,15| 0,20] 0,25/ 0,30| 0,35| 0,40] 0,45] 0,50 0,5 0,05 0,10{ 0,15| 0,20] 0,25/ 0,30] 0,35| 0,40| 0,45| 0,50
0,6 0,06 0,12 0,18] 0,24] 0,30{ 0,36| 0,42| 0,48 0,54] 0,60 0,6 0,05 0,10{ 0,15| 0,20| 0,30| 0,40| 0,45| 0,50| 0,55 0,60
0,7 0,07| 0,14| 0,21| 0,28| 0,35/ 0,42 0,49| 0,56| 0,63] 0,70 0,7 0,05| 0,10 0,15| 0,25| 0,35/ 0,45| 0,55| 0,60| 0,65/ 0,70
0,8| 0,08| 0,16| 0,24| 0,32| 0,40| 0,48| 0,56| 0,64| 0,72]| 0,80 0,8 0,05| 0,10{ 0,20| 0,30| 0,40| 0,50| 0,60| 0,70| 0,75/ 0,80
0,9 0,09] 0,18| 0,27 0,36| 0,45 0,54| 0,63| 0,72| 0,81] 0,90 0,9 0,05| 0,15 0,25| 0,35| 0,45/ 0,55| 0,65| 0,75| 0,85/ 0,90
1,0 0,10] 0,20{ 0,30{ 0,40| 0,50{ 0,60[ 0,70| 0,80] 0,90] 1,00 1,0 0,10{ 0,20{ 0,30] 0,40| 0,50| 0,60 0,70] 0,80] 0,90{ 1,00

Nezavislost

Nulow(orelace ale ne nezavislost

C(u,v) =uy C(u, v) = %max(u +v—1,0)+%min(u,v)

Tvrzeni: Bud g(x) neklesajici funkce sjednoznacnou inverzi tam, kde 0<FX(x)<1 pak
Corr, (X,Y) = Corry (g(X), Y). 12
Dk.: Bud  Fy,(x,y) sdruzend distribu¢ni funkce, fy,(x,y) ji odpovidajici hustota a

Cyy(,v) = Fy  (F' (), ' (). Z=g(X) odtud X =g7(2), F,,(z,y)=Fy, (g7 (z),y) a

12Viz téZ Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer 2006. str. 25-26.



F,(2)=F, (g7 (z)®  Proto  C,,(u.v)=F,,(F, ). F;' ) = F,, (g(Fy @) F; () =
= Fyy (™ (8P @)} B 00 = Fyy (R @, 7 (0,
Shrnuto: CZ,Y(u,v):CX,Y(u,v). Volngji: Jednoznacné invertovatelna (neklesajici) transformace

kterékoliv. zproménnych méni pouze model margindlu a ne copulu. ProtoZe
11

CorrS(X,Y)=12IIC(u,v)dudv—3 neméni tedy ani hodnotu Spearmanova korela¢niho
00

koeficientu. Totéz plati i pro rostouci transformaci obou proménnych. Podobné je to i pro jednu
(nebo obé) z obou transformaci'? klesajici.

Konkordance (Concordance)

Definice: Méme ndhodny vybér {(xl, yl), (xz, yz) ..... (x[, y[),...,(xj, yj),...,(xn, yn)} z nahodnych
proménnych (X,Y) se spojitymi distribu¢nimi funkcemi F), (x), F, (y) a sdruzenou distribucni funkci
FX,Y(x, Z). O péru (xi,yi), (xj,yj); 1<i,j<n; i # j fekneme, Ze je konkordantni'* (concordant),
pokud plati (xi <x; >y, < yj)[(xi >x; >y, > yj). Obdobnég, ) paru
(x,.,y,.),(xj,yj); 1<i,j<n;i#j ftekneme, Ze je diskordantni (discordant), pokud plati
(x[ <x; >y, > yj)[(xi >x; =y, < yj). Vzhledem ke spojitosti X a Y miZe nastat jen pravé
jeden z jevl (Xi <X =)< yj)[(xi X, =2 yj) a (xi <X =2 yj)[(xi X, =< yj)'
Konkordanci a diskordanci Ize ekvivalentné vyjadrit (xl. X, )(yi - yj)> 0a (x[ —xj)(yl. - yj)< 0.

Pravdépodobnostni formulace (tj. pravdépodobnost, Ze budeme v ndhodném vybéru pozorovat
konkordantni par):

Méjme dvé nezévislé ale stejné rozdélené dvojice ndhodnych proménnych (Xle) a (XZ,YZ)“’, pak
pravdépodobnost, Ze budeme vndhodném vybéru pozorovat konkordantni par, bude
P((X, - X,)¥ -¥,)>0)= P(X, > X,.Y, >Y,)+ P(X, < X, <,). Pak:

P(Xl >X,. Y >Y2):P(X2 <X.Y, <Y1): _[ _[P(Xz <xY, < y)dFXY(x’y):

—00—00

+00+00

= [ [e(Fe () B (y)C(Fy (x). F (v)) =

C(u,v)dC(u,v) !¢ Podobné:

© — —
Y -

—00—00

PX, <X,.%, <1,)= [ [CluvkiClu ) a proto: B(X, =X, ¥, ~¥,)>0)=2] [ Clu vKiC(u,v).

13Zde je vyuzit pfedpoklad, ze g(x) je rostouci.
¥ souhlasny, ... .

'S distribucemi F'y (x) =Fy, (x) =F, (X), F, (y) =F,, (X) :Fy(-x , ny(x’ y) = C(Fx (x)’FY(y))'
16 S pomoci copulové hustoty dC\Fy (x), F, y)) = C(FX (x), F, y))fX (x)fy (y)dxdy a
dC (u, v) = c(u, v)dudv.



Kendalovo tau
Pro Kendalovo tau plati 7, , =P((X1 —Xz)(Y1 —Y2)>O)—P((X1 —Xz)(Y1 —Y2)<0). Je to tedy

rozdil mezi pravdépodobnosti pozorovani toho, Ze pozorovany par bude konkordatni a
pravdépodobnosti toho, Ze pozovany par bude diskordantni.
Predpoklad spojitosti distribuc¢nich funkci obou proménnych vyluéuje shody a proto:

P((X, - X, )Y, -v,) <0)+ P((X, - X, )%, -1,)>0) =1a proto
P((Xl _XZ)(YI _Yz)<0):1_P((X1 _Xz)(Yl _Y2)>O) a odtud 7y, :2P((X1 _Xz)(Yl_Y2)>O)_1-

11
Dosazenim vy3e odvozeného vztahu P((X1 -X, )(Y1 - Y2) > 0) = Z.HC(M’ v)dC(u, v), dostaneme
L 00
= _” u, V)iC u,Vv
00

Priklad:

1
Bud' C(u,v)=uv, pak dC(u v)=dudva 1y, = I u v)dC u, v -1= 4J.J.uvdudv 1=0.
0

o!—..—

Pfiklad: C(u,V)Zmin(u,v), pak dC(u,v) je ,nenulovy” v <O,1> jen na podmnoziné u =v, musi

11 1
platit pro kazdou funkci g(u,v), ktera ma na <0,1>2 integral jjg(u,v)dC(u,v) :Ig(u,u)du. Pak
00

)

Pfiklad: C(u,v)—maX(O,u+v-1), pak dC(u,v) je ,nenulovy” v <O,l>2 jen na podmnoZiné

Cluv)dClu,v)-1= 4judu 1=1.

o'—.»—

u=l-v, musi platit pro kaidou funkci g(u,v), kterd ma na <O,l>2integrél

1 1

jlg u deuv ZIg(u,l—u)du.Pak
00 0

1

=4[]¢

0

:4j0du—1:—117.
0

uv)dCuv 1—4jjmax(0u+v1)dC(uv 1—4jmax(0u+(1 u)l)du -1=

o'—.~

uv)dCluv)-1=4E, , (Cluv))-1.

o'—.»—

1
Poznamka: 7, = I
0
Tvrzeni: —1<t7,, <I, pficemi IX,Y(maX(O,u+v—l)):—l, ‘[X’Y(MV):O a zx,y(mjn(u,v)):+l.

Dk.: Jednoduché dusledky pfedchoziho.

Dile  bude uZivdino  znadeni®: W = W(u,v) = max(O,u + v-l), Mn=n (u,v) =uy a
M = M(u, v) = min(u, v).

17 Detailni, obecné&j$i a pfesné odvozeni viz Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition.
Springer 2006. str.161-162.
18 Opét Nelsen.



Tvrzeni: X Y = 7, = TX,Y(“V):O- Nemusi viak platit opaéna implikace. Dk.: Prvni implikace je
zfejma.

Déle sestrojime copulu C( )—O'W(u v)+(1 a')M(u v) pak dC(u,v)=a'dW(u,v)+(1—a')dM(u,v).

11
—4JIC u v)dC u, v -1= 4_” aW u, v M(u,v))(a'dW(u,v)+(l—a')dM(u,v))—l=
00
11 11
=4a2IIW(uvquv+4al anWuvdMuv+4al anMuvquv
00 00 00

+4(1 —a)zij(u,v)dM(u,v)—l =A.

JI.JI.W(u,v)dW(u, v) = jW(u,l - u)du = j.max(O,u + (1 - u)—l Jdu =0

0

j;j;W(u,v)dM(u,v) = j;W(u,u)du = j;max(O,Zu—l )du = j(2u—1 )du :i

1/2

Jl.j.M uvqu v =JL (u,l—u)du =j.min(u,1—u)du :l
00 0 0 4

11 1
1
M\u,v)dM \u,v min (u, u)d du=—
}[_([ () (u)}[ uu)du_[ uuu_[uuz
Pak A=2a(l-a)+2(l-a) -1=2(1-a)a+1-a)-1=2(1-a)-1 a stati zvolit a:% aby
Tyy =0. Pfitom existuje alespori jedna dvojice (u,v) aby platilo: %(W(u,v)+M(u,v))¢uv19.

1
Shrnuto: pro C(u,v):E(W(u,v)+M(u,v))je Tyy =0 a pfitom X Y (obdobné jako pro
Spearmanovu korelaci).

Kvadrantové miry konkordance?®

Modeluji a méfi pravdépodobnost vyskytu dvojice v jednom z kvadrantli danych bodem (XO, yo), viz
g nasledujici obrazek. Bude znaceno

a(xo, yo) = P(X > Xy, ¥ > yo) =1-F, (xo)_ Fy(yo) + FX.Y(XO’ yo)

b(xo’ yo) = P(X < Xp, Y > yo) =Fy (xo)_ Fx,y(xo’ yo)

o) ¥ C(xo’yo):P(XSXO’YSyo):FX,Y(Xo’yo)
ol 2)

6Cop) | aloy)

¢(%,4)

¥ Napf. u =v=0,1.

20 Znadeni, citace a zdroj dle Nils Blomqvist: On a Measure of Dependence Between two Random Variables. The
Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, No. 4 (Dec., 1950), pp. 593-600. Dostupné na
http://www.jstor.org/stable/2236609 nebo na http://projecteuclid.org/euclid.aoms/1177729754.




d(xoa )’0) = P(X > X, Y < )’0) = FY(yO)_ FX,Y(‘XO’ )’0)
Oznacime li: u, = F (xo), Vo = FY(yO), C(uo,vo) =Fyy (xo, yo), pak:

a(xo,yo) L=uy=v, + C(uo’vo)'
b(xo’yo) =Uy~ C(MO’VO)'
)

d(xo’)’o) Yo _C(uo’vo)-

Pak Ize zavést miru konkordance (za pfedpokladu F (x), F, (y) spojité)

By = P((X _xo)(Y B yo) > 0) B P((X _xo)(Y B yo) < O) =

= a(xo’ yo) + C()CO, yo) _b(xo’yo) - d(xo’ yo) =1- 2(”0 + Vo) + 4C(u0’vo)-

Shrnuto: B, :1_2(‘10 +V0)+4C(u0,V0), prou, = Fx(xo)’vo = FY(yO)’C(HO’V ) FXY(XO’yO)

Blomqvistovo beta
Pokud zvolime (xo, yo) tak aby platilo u, +v, =1, dostavame S, = 4C(u0,v0)—1, pokud vezmeme

11
za (xo,yo) mediany obou marginalnich rozdéleni dostaneme S, , = 4C(§,Ej—l a to byva

nazyvano Blomqvistovym beta.

Takové beta je pak rozdilem pravdépodobnosti obé ndhodné proménné X,Y lezi ve stejném sméru
od svych median( a pravdépodobnosti toho, Ze obé ndhodné proménné X ,Y lezZi v rlznych smérech
od svych mediana.

Pfiklad: Pokud C(u,v) = W(u,v) = maX(O,u +v- 1) pak fy, = 4W(% %) -1=-1.

Pfiklad: Pokud C(u,v) = I'I(u,v) uv, pak By, = 4I_I(% %) 1=0.

Piiklad: Pokud C(u,v)= M (u,v) = min(u,v), pak £y, —4MG %) ~1=+1.

Pozndmka: Zdefinice [, = ((X —xo)(Y - yO) > 0) - P((X - xo)(Y - yo) < ()) bezprostiedné
plyne —1< B <+l atedyi 1< B, , < +1.

Pozndmka: Pro nezdavislé nahodné proménné jeﬁXY =0 opaéné to pIatit nemusi. Staci zvolit

C(u,v)=%( )+ Mu)), pakje B, =4 Z(W[ ] 1=z[0+%j—1=0.

Poznamka: Blomqvistovo beta lze snadno urcit  bez epr|C|tn| znalosti  copuly
ﬁX,Y:4FX,Y(xmed’ymed)_1'



