
Závislost, nezávislost a vztahy náhodných (číselných, převážně spojitých) proměnných 

(nekategoriálních)1 

Definice 3: Náhodné (číselné) proměnné YX , 2 jsou nezávislé (značeno YX ⊥ ) právě když platí 

( ) ( ) ( ) 2

1, ,;, RyxyFxFyxF YXYX ∈∀=  3. 

 
Elementární vlastnosti: 

• XYYX ⊥⊥ . 

• ( ) ( ) ( ) 2

1, ,;, RyxyfxfyxfYX YXYX ∈∀=⇔⊥   4, pokud všechny uvedené hustoty existují. 

Platí to i pro pravděpodobnosti (v případě diskrétních náhodných proměnných) důkaz 
analogický důkazu následujícího tvrzení (o kvantování). 

• Pokud K  je degenerovaná náhodná proměnná5 (konstanta), pak pro libovolnou náhodnou 

proměnnou Y je .YK ⊥  

Dk.: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

.
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Volněji: každá náhodná proměnná je nezávislá na konstantě. 

• Pokud existují ( ) ( ) ( )XYEYEXE   a   , , pak ( ) ( ) ( )YEXEXYEYX =⊥ . 

• Pokud existují ( ) ( ) ( )XYEYEXE   a   , , pak ( ) ( ) ( ) YXYEXEXYE ⊥/≠   

Dk.: ( ) ( ) ( )[ ] [ ]YXYEXEXYE ⊥∧≠  je spor. 

Nezávislost a kvantování  

Tvrzení: YX ⊥ , +∞=<<<<<=∞− +1210 ... nn xxxxx  dělící body definičního oboru X  a 

+∞=<<<<<=∞− +1210 ... mm yyyyy  dělící body definičního oboru Y a Nmn ∈≤ ,1 . 

Označíme-li ( )
jjiiij yYyxXxPp ´11 , ≤<≤<= −− , pak platí ( ) ( ) =≤<≤<= −− ´j1ji1iij yYyPxXxPp  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]11 −− −−= jjii yFyFxFxF , pro Nji ∈, . 

Dk.: Obecně platí ( ) ( ) ( ) ( )
1111 ,,,, −−−− +−−= jijijijiij yxFyxFyxFyxFp , viz následující obrázek. 

                                                           
1 Dependence relations between random variables is one of the most widely studied subjects in probability and 
statistics. The nature of the dependence can take a variety of forms and unless some specific assumptions are 
made about the dependence, no meaningful statistical model can be contemplated. Jogdeo K (1982) Concepts 
of dependence. In: Kotz S, Johnson NL (eds) Encyclopedia of Statistical Sciences, Vol 1. Wiley, New York, pp 
324-334. Citováno z: Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer 2006. str. 171. 
2  Náhodná proměnná (jednorozměrná) X  je měřitelná funkce na pravděpodobnostním prostoru 1: RX →ω . 

3  Distribuční funkce ( ) ( )yYxXPyxF YX ≤≤= ,,,  a ( ) )( xXPxFX ≤= . Navíc, v tomto textu budou     

    analyzovány jen binární a z nich odvozené vztahy. 

4 ( ) ( )yxF
yx

yxf YXYX ,, ,

2

, ∂∂
∂=  a ( ) ( )xF

x
xf XX ∂

∂=  v bodech kde příslušné derivace existují. 

5  1RkK ∈= , kde ( ) ( ) kxxFkxxF KK ≥⇔=<⇔= 1 a 0 .  



 
Dosazením ( ) ( ) ( )yFxFyxF =, , dostaneme ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]11 −− −−= jjiiij yFyFxFxFp . 

Příklad: Opačná implikace nemusí platit. Vezměme dvě stejně rozdělené exponenciální proměnné 

YX , s distribuční funkcí 
xexF  1)( −−= propojené copulou 

( ) ( ) ( )vupvupvuC ,min10,1max),( −+−+= , tedy 

( ) ( ) ( )
2

1
  ,)(),(min)1(0,1)()(max,, =−+−+= pyFxFpyFxFpyxF YX  (existuje alespoň jedna 

dvojice ( ) ),0(, +∞∈yx , pro kterou platí ( ) ( ) ( )yFxFyxF YXYX ≠,, ) a dělení 

+∞=<=<= +110 )2lg(0 nxxx , +∞=<=<= +110 )2lg(0 nyyy . Je zřejmé, že 

2

1
1))2(lg()()(

lg(2) 

11 =−=== −
eFyFxF  a 

x – vodorovně, y  – svisle 

v tabulce ( )yxF YX ,,  
0  )2lg(  ∞+  

0  0  0  0  

)2lg(  0  4/1  2/1  

∞+  0  2/1  1  
  

X – vodorovně, Y  – svisle, 
v tabulce pravděpodobnosti  

oblastí 

))2lg(,0(  ),)2lg( +∞  

))2lg(,0(  4/1  4/1  

),)2lg( +∞  4/1  4/1  

Tedy, ač se jedná o kvantování dvou závislých proměnných, pravděpodobnosti, pro toto kvantování 

platí ( ) ( ) ( ) 2,1,,, ´11´11 =≤<≤<=≤<≤< −−−− jiyYyPxXxPyYyxXxP jjiijjii , projevuje se 

nezávislost. 
 

Nezávislost a korelovanost 

Příklad: Nekorelované náhodné veličiny nemusí být nezávislé: )1,0(NX ≈ , 2XY = , pak 

( )∈∈ +11, RyRx ( ) ( )yXxXPyYxXP ≤≤=≤≤ 2,, . 

( ) ( )yXyxXyXxX +≤≤−≤≤≤ ,, 2
. V případě kdy yx −<  je ( ) 0 , 2 /=≤≤ yXxX  a 

proto ( ) ( ) 00, =/=≤≤ PyYxXP . Ale ( ) 0>≤ xXP a ( ) 0>≤ yYP . Pak 

( ) ( ) ( )yYPxXPyYxXP ≤≤≠≤≤ , . Tedy YX , NEJSOU nezávislé. 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01*00, 3 =−=−=−= YEXEXEYEXEXYEYXCov , ( ) ( ) ( ) 2 ,1 2 === XYX σσσ  
6, proto ( ) 0, =YXCorr . Tedy YX , JSOU nekorelované. 

Námět: Lze předpoklad )1,0(NX ≈  zeslabit a jak? 

 

Příklad: Buď )1,0(NX ≈  a { }nxxx ,...,, 21  náhodný výběr realizací náhodné proměnné X , pak 
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Zavedeme transformaci:   
 
 
 
Odtud: Jakobián této transformace 
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detdet J je nenulový a funkčně 

nezávislý na 
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,...,1=

. Tedy je vzhledem k proměnným 
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konstantou. 

Po této transformaci bude ( ) =++
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Důsledek ( ) ( ) ( ) njyfyfyyf jj ,...,2;, 11 == . Tedy xxy jj −=  a xy =1  jsou nezávislé pro 

nj ,...,2= .  

 

Abychom dokázali nezávislost pro xx −1  a x , stačí místo původní transformace  

                                                           
6 

2χ  rozdělení s jedním stupněm volnosti. 

7 
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xy =1  1yx =  
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xxy −= 22  122 yyx +=   

…   

xxy nn −=  1yyx nn +=   



xy =1  1yx =  

xxy −= 22  122 yyx +=  

… … 

xxy nn −=  1yyx nn +=  
 

použít např. transformaci: 

xyn =  nyx =  

xxy −= 11  nyyx += 11  

… … 

xxy nn −= −− 11  nnn yyx += −− 11  
 

 

Shrnuto xx j −  a x  jsou nezávislé dvojice pro nj ,...,1=  pro { }nxxx ,...,, 21  náhodný výběr realizací 

náhodné proměnné )1,0(NX ≈ . 

 

Důsledek 1: ( )2
xx j −  a x  jsou nezávislé pro nj ,...,1=  pro { }nxxx ,...,, 21  náhodný výběr realizací 

náhodné proměnné )1,0(NX ≈ . 

Důsledek 2: ( )
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1
 a x  jsou nezávislé pro { }nxxx ,...,, 21  náhodný výběr realizací 

náhodné proměnné )1,0(NX ≈ . 

Důsledek 3: ( )
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1
 a x  jsou nezávislé pro { }nxxx ,...,, 21  náhodný výběr realizací 

náhodné proměnné ),( 2σµNX ≈ . 

 

Příklad:  Buď ( ) ( ) 1,...,1,0,0),( 2 >=>=≈ niXEXExFX iii (nemusí, ale mohou být nezávislé), pak 

pro 
=

=
n

i

iXY  platí 
1XY ⊥/ .  

Dk.: ( ) ( ) ( ) 0, 2

1
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Důsledek:  Buď ( ) 1,...,1,0),( 2 >=>≈ niXxFX ii σ , pak pro 
=

=
n

i

iXY  platí 
1XY ⊥/ . Dk.: 

( ) ( ) niXExFXEX ii ,...,1),( =+≈− . ( )( ) ( )( )( ) ( ) niXXEXEXEXE ,...,1,0,0
22 =>=−=− σ . 

 
Příklad: Buď YXYX ⊥  ,  číselné náhodné proměnné a jejich zobrazení 

( ) ( ) 112121 :, , , RRggYgVXgU →== , spojité, pak VU ⊥ .  

Dk.:  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =≤≤=≤≤=≤≤= vYguXgPvYguXgPvVuUPvuF VU 2121, ,,,,  
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22 , odtud už je 

jenom formulační a technický problém dokončit ( ) ( ) ( ) ( ) ( )vFuFvKuHvuF VUVU ==,, . 

 
Příklad: Buď YXYX ⊥  ,  nedegenerované číselné náhodné proměnné, mající hustotu a jejich 

zobrazení ( ) ( ) 122121 :, ,, ,, RRggYXgVYXgU →== , spojité, pak nemusí být VU ⊥ .  

Př.: 
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, pak ( ) ( ) ( )1,, uvfufvuf YXVU −= . Odtud 

( ) ( ) ( ) ( )ufdvuvfufuf XYXU =−= 
+∞

∞−

 a  

( ) ( ) ( )
+∞

∞−

−= duuvfufvf YXV . 

Pokud by VU ⊥ , muselo by platit ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+∞

∞−

−== dzzvfzfufvfufvuf YXXVUVU ,, , tedy: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )uvfufdzzvfzfuf YX

by

YXX −=−
+∞

∞−

 a pro oblast kde ( ) 0>uf X  (a ta je neprázdná) 

( ) ( ) ( )uvfdzzvfzf Y

by

YX −=−
+∞

∞−

. Pak při volbě 0=u  by ( ) ( ) ( )vfdzzvfzf YYX =−
+∞

∞−

, tedy 

XYY
by

+=  a to by byl spor (s předpokladem nedegenerovanosti YX , ). V případě, že existují 

( ) ( ) ( )XYEYEXE  , ,  je důkaz jednodušší (přes kovariance, viz výše). 

 

Tvrzení: ( ) ( )YXCorrasignbaYXCorr ,)(, =+ . Dk.: dosazením do definice. 

 

Tvrzení: ( ) baXYYXCorr +=⇔= 1, s pravděpodobností jedna.  

Dk.9:  

• baXY +=  pak ( ) ( ) bXaEYE += , ( ) ( )XaY σσ = , ( ) ( )( )( )2
, XEXaEYXCov −= , 

( ) ( )( )( )
( ) ( )asign
Xa

XEXaE
YXCorr =−=

2

2

,
σ

 

• ( ) 1, =YXCorr , pak, při označení 
( )

( )X

XEX
X

σ
−='   a 

( )
( )Y

YEY
Y

σ
−=' , bude 

( ) 1, '' =YXCorr , tj. ( ) 1'' =YXE , proto 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 01212 2'''2'2'' =+−=+−=− YEYXEXEYXE . Shrnuto ( )( ) 0
2'' =−YXE  a odtud 

                                                           
9  Viz Alfréd Rényi: Teorie pravděpodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 111-113. 



( ) 10'' ==−YXP 10. Při návratu k původnímu značení 
( )

( )
( )

( ) 1=






 −=−
X

XEX

Y

YEY
P

σσ
 a po 

úpravě 
( )
( ) ( )( ) ( ) 1=








+−= YEXEX

X

Y
YP

σ
σ

. ( ) 1, −=YXCorr , analogické předchozímu, při 

využití ( )( ) 0
2'' =+YXE . 

Spearmanova korelace 

Každou z náhodných proměnných ( ) ( ) ( ) ( )yxFxFyxFYX YX
y

XYX ,lim,,, ,, +∞→
=≈ , 

( ) ( )yxFyF YX
x

Y ,lim ,+∞→
=  transformujeme vlastní distribuční funkcí na )1,0(R . Tedy ( )XFU X= , 

( )YFV Y= , proto ( ) ( ) ( ) ( )
12

1
  ,

2

1 22 ==== VUVEUE σσ . Pro jednoduchost budeme 

předpokládat existenci obou ( ) ( )vFuF YX

11 , −−
 všude tam, kde ( ) ( ) 1,0 << yFxF YX . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1
, −=−= UVEVEUEUVEVUCov  

V terminologii copul11: 
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shrnuto: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )YXCorrdudvvuCYFXFCorrVUCorr S

ozn

YX ,3,12,,

1
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1
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=−==   . 

Důsledek: ( ) 0, =⊥ YXCorrYX S . Dk.: Pokud YX ⊥  je  ( ) uvvuC =,  a 0312

1

0

1

0

=− uvdudv . 

Důsledek: ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1,,min,, == YXCorryFxFyxF SYXYX . 

Dk.: ( ) 13
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10 ( )( ) 0
2'' =−YXE  a ( ) 0'' =−YXE  dá ( ) 0''2 =−YXσ . Pak z Čebyševovy nerovnosti 

( )( ) ( )
2

2

1 je 0
ε

σεε Z
ZEZP −≥≤−>∀  v tomto případě dostaneme ( ) 1 je 0 '' ≥≤−>∀ εε YXP . 

11 ( ))(),(),(, yFxFCyxF YXYX = , odtud ( ) ))(),((, 11

, vFuFFvuC YXYX

−−=  a  

( ) )()()(),(),(, yfxfyFxFcyxf YXYXYX = , kde ( ) ( )vuC
vu

vuc ,,
2

∂∂
∂= . Protože ( )vuC ,  je vlastně 

sdruženou distribuční funkcí dvou marginálů s rozdělením ( )1,0R , platí pro ni: 

( ) ( ) ( )vuvuCvu ,min,0,1max ≤≤−+  (Fréchetovy meze). 



Důsledek: ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1,0,1max,, −=−+= YXCorryFxFyxF SYXYX . 

Dk.: ( ) 13
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Shrnuto: Dosažení Frechetových mezí znamená dosažení mezí pro Spearmanův korelační koeficient. 
Nezávislé náhodné proměnné mají Spearmanův korelační koeficient rovný nule. 
 

Příklad: Ač platí ( ) 0, =⊥ YXCorrYX S  obrácená implikace ( ) YXYXCorrS ⊥= 0,  platit 

nemusí. Stačí vzít např. následující copulu:  ( ) ( )vuvuvuC ,min
2

1
0,1max

2

1
),( +−+= . Pak 

( ) ( ) ( ) ( ) =−






 +−+=−=    3,min
2

1
0,1max

2

1
123,12,
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1
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1

0

1

0

dudvvuvududvvuCYXCorrS  

03
6

24

2

1

6

12

2

1 =−+=  (Viz předcházející důsledky). 

  

 
( ) uvvuC =,  

 

( ) ( ) ( )






 +−+= vuvuvuC ,min
2

1
0,1max

2

1
,  

 

Tvrzení: Buď ( )xg  neklesající funkce s jednoznačnou inverzí tam, kde ( ) 10 << xFX  pak 

( ) ( )( )YXgCorrYXCorr SS ,, = . 12 

Dk.: Buď  ),(, yxF YX  sdružená distribuční funkce, ),(, yxf YX  jí odpovídající hustota a 

( ) ))(),((, 11

,, vFuFFvuC YXYXYX

−−= . ( )XgZ =  odtud ( )ZgX 1−= , ( ) ),(),( 1

,, yzgFyzF YXYZ

−=  a 

                                                           
12 Viz též Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer 2006. str. 25-26. 

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

0,1 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

0,2 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20

0,3 0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15 0,18 0,21 0,24 0,27 0,30

0,4 0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 0,24 0,28 0,32 0,36 0,40

0,5 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

0,6 0,00 0,06 0,12 0,18 0,24 0,30 0,36 0,42 0,48 0,54 0,60

0,7 0,00 0,07 0,14 0,21 0,28 0,35 0,42 0,49 0,56 0,63 0,70

0,8 0,00 0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 0,48 0,56 0,64 0,72 0,80

0,9 0,00 0,09 0,18 0,27 0,36 0,45 0,54 0,63 0,72 0,81 0,90

1,0 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

Nezávislost

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

0,1 0,00 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,10

0,2 0,00 0,05 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,15 0,20

0,3 0,00 0,05 0,10 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,20 0,25 0,30

0,4 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,20 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

0,5 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

0,6 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,30 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60

0,7 0,00 0,05 0,10 0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 0,60 0,65 0,70

0,8 0,00 0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,75 0,80

0,9 0,00 0,05 0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,85 0,90

1,0 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

Nulová korelace ale ne nezávislost



( ))()( 1 zgFzF XZ

−= 13. Proto ( ) ( ) === −−−− ))(,)(())(),((, 11

,

11

,, vFuFgFvFuFFvuC YXYZYZYZYZ  

( )( ) ))(),(())(,)(( 11

,

111

, vFuFFvFuFggF YXYXYXYX

−−−−− == .  

Shrnuto: ( ) ( )vuCvuC YXYZ ,, ,, = . Volněji: Jednoznačně invertovatelná (neklesající) transformace 

kterékoliv z proměnných mění pouze model marginálu a ne copulu. Protože 

( ) ( ) 3,12,

1

0

1

0

−=   dudvvuCYXCorrS  nemění tedy ani hodnotu Spearmanova korelačního 

koeficientu. Totéž platí i pro rostoucí transformaci obou proměnných. Podobné je to i pro jednu 
(nebo obě) z obou transformací12 klesající.  
 

Kendalovo tau 

Konkordance (Concordance) 

Definice: Mějme náhodný výběr ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }nnjjii yxyxyxyxyx ,,...,,,...,,,...,,,, 2211  z náhodných 

proměnných ( )YX ,  se spojitými distribučními funkcemi ( ) ( )yFxF YX ,  a sdruženou distribuční funkcí 

( )zxF YX ,, . O páru ( ) ( ) jinjiyxyx jjii ≠≤≤   ;,1  ;,,,  řekneme, že je konkordantní14 (concordant), 

pokud platí ( ) ( )jijijiji yyxxyyxx >>∨<< . Obdobně, o páru 

( ) ( ) jinjiyxyx jjii ≠≤≤   ;,1  ;,,,  řekneme, že je diskordantní (discordant), pokud platí 

( ) ( )jijijiji yyxxyyxx <>∨>< . Vzhledem ke spojitosti YX   a  může nastat jen právě 

jeden z jevů ( ) ( )jijijiji yyxxyyxx >>∨<<  a ( ) ( )jijijiji yyxxyyxx <>∨>< . 

Konkordanci a diskordanci lze ekvivalentně vyjádřit ( )( ) 0>−− jiji yyxx  a ( )( ) 0<−− jiji yyxx . 

Pravděpodobnostní formulace (tj. pravděpodobnost, že budeme v náhodném výběru pozorovat 

konkordantní pár): 

Mějme dvě nezávislé ale stejně rozdělené dvojice náhodných proměnných ( )11,YX  a ( )22 ,YX 15, pak 

pravděpodobnost, že budeme v náhodném výběru pozorovat konkordantní pár, bude 

( )( )( ) ( ) ( )212121212121 ,,0 YYXXPYYXXPYYXXP <<+>>=>−− . Pak: 

( ) ( ) ( ) ( ) =<<=<<=>>  
+∞

∞−

+∞

∞−

yxdFyYxXPYYXXPYYXXP XY ,,,, 2212122121  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )vudCvuCyFxFdCyFxFC YXYX ,,,,

1

0

1

0

   ==
+∞

∞−

+∞

∞−

16. Podobně: 

( ) ( ) ( )vudCvuCYYXXP ,,,

1

0

1

0

2121  =<<  a proto: ( )( )( ) ( ) ( )vu,dCvu,C20YYXXP

1

0

1

0

2121  =>−− . 

                                                           
13 Zde je využit předpoklad, že )(xg je rostoucí. 
14 Souhlasný, … .  
15 S distribucemi ( ) ( ) ( )xFxFxF XXX ==

21
,  ( ) ( ) ( )xFxFyF YYY

==
21

,  ( ) ( ) ( )( )yFxFCyxF
YXXY

,, = . 

16 S pomocí copulové hustoty ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )dxdyyfxfyFxFcyFxFdC YXYXYX ,, = a 

( ) ( )dudvvucvudC ,, = . 



Kendalovo tau 

Pro Kendalovo tau platí ( )( )( ) ( )( )( )00 21212121, <−−−>−−= YYXXPYYXXPYXτ . Je to tedy 

rozdíl mezi pravděpodobností pozorování toho, že pozorovaný pár bude konkordátní a 
pravděpodobností toho, že pozovaný pár bude diskordantní. 
Předpoklad spojitosti distribučních funkcí obou proměnných vylučuje shody a proto: 

( )( )( ) ( )( )( ) 100 21212121 =>−−+<−− YYXXPYYXXP a proto  

( )( )( ) ( )( )( )010 21212121 >−−−=<−− YYXXPYYXXP  a odtud ( )( )( ) 102 2121, −>−−= YYXXPYXτ . 

Dosazením výše odvozeného vztahu ( )( )( ) ( ) ( )vudCvuCYYXXP ,,20

1

0

1

0

2121  =>−− , dostaneme  

( ) ( ) 1vu,dCvu,C4τ

1

0

1

0

YX, −=    

Příklad:  

Buď ( ) uvvuC =, , pak ( ) dudvvudC =, a ( ) ( ) 01414

1

0

1

0

1

0

1

0

=−=−=    uvdudvu,vdCu,vCτ X,Y . 

Příklad: ( ) ( )vuvuC ,min, = , pak ( )vudC ,  je „nenulový“ v 
2

1,0  jen na podmnožině vu = , musí 

platit pro každou funkci ( )vug , , která má na 
2

1,0 integrál ( ) ( ) ( )  =
1

0

1

0

1

0

,, duuugu,vdCvug . Pak 

( ) ( ) 11414

1

0

1

0

1

0

=−=−=   uduu,vdCu,vCτ X,Y . 

Příklad: ( ) )v-,u(vuC 10max, += , pak ( )vudC ,  je „nenulový“ v 
2

1,0  jen na podmnožině 

vu −=1 , musí platit pro každou funkci ( )vug , , která má na 
2

1,0 integrál 

( ) ( ) ( )  −=
1

0

1

0

1

0

1,, duuugu,vdCvug . Pak  

( ) ( ) ( ) ( ) =−−+=−+=−=    1110max4110max414

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

du)-u,u(u,vdC)v-,u(u,vdCu,vCτ X,Y  

1104

1

0

−=−=  du 17. 

Poznámka: ( ) ( ) ( )( ) 1414 ,

1

0

1

0

−=−=   u,vCEu,vdCu,vCτ VUX,Y . 

Tvrzení:  11 ≤≤− X,Yτ , přičemž ( )( ) 110max −=+ v-,uτX,Y , ( ) 0=uvτX,Y  a ( )( ) 1,min +=vuτX,Y . 

Dk.: Jednoduché důsledky předchozího. 
 

Dále bude užíváno značení18: ( ) ( )10max, v-,uvuWW +== , ( ) uvvu =Π=Π ,  a  

( ) ( )vuvuMM ,min, == . 

                                                           
17 Detailní, obecnější a přesné odvození viz Roger B. Nelsen: An Introduction to Copulas. Second Edition. 
Springer 2006. str.161-162. 
18 Opět Nelsen. 



Tvrzení: ⊥ YX ( ) 0== uvττ X,YX,Y . Nemusí však platit opačná implikace. Dk.: První implikace je 

zřejmá.  

Dále sestrojíme copulu ( ) ( ) ( ) ( )u,vMu,vWu,vC αα −+= 1 , pak ( ) ( ) ( ) ( )vudMvudWvudC ,1,, αα −+= . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) =−−+−+=−=    1,1,1414

1

0

1

0

1

0

1

0

vudMvudWu,vMu,vWu,vdCu,vCτ X,Y αααα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−+−+=    
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2 ,14,14,4 vudWu,vMvudMu,vWvudWu,vW ααααα  

+ ( ) ( ) ( ) AvuMdu,vM =−−   1,14

1

0

1

0

2α . 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

( ) ( ) ( ) ( ) 0110max1,

1

0

1

0

1

0

1

0

=−+=−=   du)-u,u(duuu,WvudWu,vW  

( ) ( ) ( )
4

1
12120max,

1

2/1

1

0

1

0

1

0

1

0

====   du)u-(du)u-,(duu,uWvudMu,vW  

( ) ( ) ( )
4

1
1,min1,

1

0

1

0

1

0

1

0

=−=−=   duu)(uduuu,MvudWu,vM  

( ) ( ) ( )
2

1
,min,

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

====   duuduu)(uduu,uMvudMu,vM  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Pak ( ) ( ) ( )( ) ( ) 112111211212
2 −−=−−+−=−−+−= αααααααA  a stačí zvolit 

2

1=α  aby 

0=X,Yτ . Přitom existuje alespoň jedna dvojice ( )u,v  aby platilo: ( ) ( )( ) uvu,vMu,vW ≠+
2

1 19. 

Shrnuto: pro ( ) ( ) ( )( )u,vMu,vWu,vC +=
2

1
je 0=X,Yτ  a přitom YX ⊥/ (obdobně jako pro 

Spearmanovu korelaci). 

Kvadrantové míry konkordance20 

Modelují a měří pravděpodobnost výskytu dvojice v jednom z kvadrantů daných bodem ( )00 , yx , viz 

následující obrázek. Bude značeno 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00,000000 ,1,, yxFyFxFyYxXPyxa YXYX +−−=>>=  

( ) ( ) ( ) ( )00,00000 ,,, yxFxFyYxXPyxb YXX −=>≤=  

( ) ( ) ( )00,0000 ,,, yxFyYxXPyxc YX=≤≤=  

                                                           
19 Např. 1,0== vu . 
20 Značení, citace a zdroj dle Nils Blomqvist: On a Measure of Dependence Between two Random Variables. The 
Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, No. 4 (Dec., 1950), pp. 593-600. Dostupné na 
http://www.jstor.org/stable/2236609 nebo na http://projecteuclid.org/euclid.aoms/1177729754. 



( ) ( ) ( ) ( )00,00000 ,,, yxFyFyYxXPyxd YXY −=≤>=  

Označíme li:  ( ) ( ) ( ) ( )00,000000 ,,,, yxFvuCyFvxFu YXYX === , pak: 

 

( ) ( )000000 ,1, vuCvuyxa +−−= ,   

( ) ( )00000 ,, vuCuyxb −= , 

( ) ( )0000 ,, vuCyxc = , 

( ) ( )00000 ,, vuCvyxd −= . 

Pak lze zavést míru konkordance (za předpokladu ( ) ( )yFxF YX ,  spojité)

( )( )( ) ( )( )( ) =<−−−>−−= 00 00000 yYxXPyYxXPβ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000000000000 ,421,,,, vuCvuyxdyxbyxcyxa ++−=−−+= . 

Shrnuto: ( ) ( )00000 v,u4Cvu21β ++−= , pro ( ) ( ) ( ) ( )00YX,000Y00X0 y,xFv,uC,yFv,xFu === . 

Blomqvistovo beta 

Pokud zvolíme ( )00 , yx  tak aby platilo 100 =+ vu , dostáváme ( ) 14 000 −= ,vuCβ , pokud vezmeme 

za ( )00 , yx  mediány obou marginálních rozdělení dostaneme  1
2

1

2

1
4, −







= ,Cβ YX  a to bývá 

nazýváno Blomqvistovým beta. 

Takové beta je pak rozdílem pravděpodobností  obě náhodné proměnné YX , leží ve stejném směru 

od svých mediánů a pravděpodobnosti toho, že obě náhodné proměnné YX , leží v různých směrech 

od svých mediánů. 

Příklad: Pokud ( ) ( ) ( )10max,, v-,uvuWvuC +== , pak 11
2

1

2

1
4, −=−







= ,Wβ YX . 

Příklad: Pokud ( ) ( ) uvvuvuC =Π= ,, , pak 01
2

1

2

1
4, =−







Π= ,β YX . 

Příklad: Pokud ( ) ( ) ( )vuvuMvuC ,min,, == , pak 11
2

1

2

1
4, +=−







= ,Mβ YX . 

Poznámka: Z definice ( )( )( ) ( )( )( )00 00000 <−−−>−−= yYxXPyYxXPβ   bezprostředně 

plyne 11 0 +≤≤− β  a tedy i 11 , +≤≤− YXβ . 

Poznámka: Pro nezávislé náhodné proměnné je 0, =YXβ  opačně to platit nemusí. Stačí zvolit 

( ) ( ) ( )( )u,vMu,vWu,vC +=
2

1
, pak je 01

2

1
021

2

1

2

1

2

1

2

1
21

2

1

2

1
4, =−







 +=−














+






=−






= ,M,W,Cβ YX . 

Poznámka: Blomqvistovo beta lze snadno určit bez explicitní znalosti copuly

( ) 1,4 ,, −= medmedYXYX yxFβ . 

 

 


