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Statistické toleranéni a predikéni oblasti, spojita rozdéleni,
Wilksovy toleranéni meze.

Definice — toleranéni interval (opét)
Mgjme ndhodny vybér {X, X,.,..., X, | (iid) z ndhodné proménné ¢ s distribuéni funkei F.(x) a
dvé statistiky L(X,,%,,..., X, )a U(X;, X,,..., X, )pod toleranénim (statistickym) intervalem
(3, ) budeme rozumét obé statistiky, pokud plati:

0 L(Xp, Xy ey X, ) <U (X, Xy 100 X))

0 P PG X X,)<E SUGG 0 )2 )27

Volngji: pravdépodobnost toho, Zze interval (L,U) ,pokryje“ vice nez 1003%
pravdépodobnosti vyskytu ndhodné proménné & je alespon 100 y %.

Definice - predikéni interval (oblast)
Za vySe uvedenych podminek budeme pod S predikénim intervalem rozumeét obé statistiky,

pokud plati

o E PAL(X, Xgeeey X ) € E SU (X, X0 X )= 8

X1:X0 .- Xy l
Volnéji:
U toleran¢niho intervalu je pozadovéno to, aby pravdépodobnost jevu, ze ndhodnad proménna

bude lezet ve ,,spoctenych-odhadnutych® mezich s pravdépodobnosti S bude alespon y .

U predik¢niho intervalu je alternativné pozadovano to, aby stfedni hodnota pravdépodobnosti
jevu, Ze ndhodna proménna bude leZet ve ,,spoctenych-odhadnutych* mezich byla alespont £ .

Filosofie Wilksovych mezi a nékteré potrebné vztahy

V nékterych piipadech neni piijatelny vhodny ptedpoklad o rozdéleni, ze kterého pochézi
pozorovani analyzované nahodné proménné. Pak je mozné vyuzit pofadovych statistik:

Mg¢jme (iid) ndhodny vybér {xl,x2 yery Xn} rozsahu n ndhodné proménné & s distribu¢ni funkci
F(x)ahustotou f(x), F(x) spojita, rostouci, pak vzestupné sefazend pozorovani
{x(l),x(z),...,x(n)}, kde X,y <X,y <...<X,, budeme nazyvat pofddkovymi statistikami nad
vybérem {Xl,xz,...,xn} a X i-tou poradkovou statistikou. Budeme dale piedpokladat, ze

Jednotliva pozorovani jsou po dvou riiznd, proto Xy < Xy <... < X -
Namét: Nestaci pro podminku X, < X <... <X, pfedpoklad F(X) spojita?

Pro libovolné i< j<n budeme nazyvat Fg(x( j))— Fg(x(i)) pravdépodobnostnim pokrytim

intervalu <X(i),x( )>. Uspotfaddany nadhodny vybér (X(l),x(z),...,x(n)) déli R, na n+lintervall

i
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L= (X1 X)), kde Xg=-0 a X, =+0. Budeme oznatovat ¢ =P(£¢el,)jako

pravdépodobnostni pokryti intervalu I, = <X(H),X(i)>. Tato pokryti jsou ndhodné proménné
n+l

spojené vztahem Zci =1.
i=1

Soucet W libovolnych r <n po dvou riiznych ndhodnych proménnych ¢, ma pak hustotu

_ T(n+1) g o n! g oyr T n! 1y o
fW(X)_—F(r)F(n—r+l)X @-x)" = ————x"(1-x) X1-x)" =

(r—=1i(n—r) Cr(r=1)(n-r)

n
= r( jxr_l(l— x)"". Tedy Beta rozdélent.
r

Dale:  Soucet W libovolnych r<n po dvou rlznych ndhodnych proménnych c, a
V libovolnych s <n;r+s<npo dvou riznych ndhodnych proménnych c,. MnoZziny s¢itancti

vstupujicichdo W ado V jsou disjunktni. Potom dvourozmérna hustota

— 1—1(n +1) r-1,,s-1 _ _ n-r—s
fuy (UWV) = Ere @ o r —sapY Y Gmumv)TT =

r—1vs—1 (1 —u-— V)nfrfs _

N (r—l)!(s—l)-!(n—r—s)!u
(r+s) n!

T (r—(s -1 (r+sk(n—r—s)
N IRt (O TR

Dikazy a odvozeni vySe uvedenych vztaht viz: Wilks S. S.: Order statistics. Bull. Amer.

Math. Soc. Volume 54, Number 1, Part 1 (1948), 6 50. Motivace a né&které dil¢i vztahy
Vv ptilohéch.

u rflvsfl (1 —u-— V)n—r—s _

Namét: spoctéte k uvedenym hustotam jejich distribu¢ni funkce.

Priklad vyuziti:
Tolerancéni (statisticky) limit pro jednorozmérnou populaci.

Hledame toleranéni meze ve tvaru L(X,, X, ,..., X, )= X a U (X, Xg porny X, ) = X(n_ks1) - POtOM:
=Py [PALK Xy X, ) S ESU (K Xy X 2 Bl= P, [FU) - Fo(L) 2 )=

n—k+1 k n—k+1
=P o Fe () = Fe (X)) = Bl= P{ e, -, > ﬁ} - P{ S, > ﬂ} —P[S> 4], kde
j=L j=L j=k+1
n—k+1
S= ZC i » tj. soucet n—2k +1elementarnich pravdépodobnostnich pokryti.
j=k+1
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Shrnuto: y =P[S> B]=1-P(S < 8)=1-F,(f). Ale nihodna proménnia S méi hustotu

F(n +1) n—-2k+1-1 n—-(n-2k+1) . /v , v 17
f = 1— d
s(X) T =2k + Drn—(n— 2k +1) +1) X 1-x) (viz vyse) a ta po Upravé da
fo(x) = I(n+1) X" (L P

r'(n-2k +1)F(2k)
n+1
r(n- 2k +1)(2k)

Kde [1(8;n—2k +1,2k) je distribuéni funkce beta rozdéleni (viz dale) s parametry
a=n-2k+1b=2k.

B
Odtud: 1—- F,(B8) =1— j X" 21— x)P*Fdx =1—1(B8;n— 2k +1,2K) .

Opét shrnuto y =1-1(F;n—-2k +1,2k) <1—y =1(F;n—2k +1,2k) . Parametrickym feSenim
L =1"(1-y;n-2k +1,2k) této rovnice nalezneme vztah mezi n,k pro dané f. Pozndmka:
pro dostate¢né velké y (a vhodné zvolené) bude k malé.

Jednostranné tolerancni intervaly

..... [P §<U XX X )12 Bl= P, PAE <UK X0 X, )12 B2 7
Levostranny le,x anPg Xps Xoyery X, S.f 2ﬁJZ}/

------

Pravostranny P

Pravostranny Wilksav toleranéni interval
WP < X(j)}Z Blzy. A P-A¢ <) f=F(x), proto

------

Hledame takové j, aby platilo: P,

P FX))2 B2 &P V2 Bl27. v, Je it4 potadkova statistika vybéru
Z rovnhomérného rozdéleni na intervalu (0,1) , pak
Ply; <x)=F, (x)=x<0<x<Lj=1..,n a

P(y(j)<x):F(j)(x):Zn;(?j(F (X))(l Fy (X))H Z(J @—x)y.

Podminku P, [F( )> [)’J>}/ odtud piepiSeme na 1— Z[ j —p) "2y, To je
" i
i=j
i-1/n
ekvivalentni Z[ j 1 ﬁ)" '> y. Tu feSime vuci j. To je pomérné snadné numericky.
i=0

Jinou, obdobnou, mozZnost feSeni lze ziskat pomoci nasledujici  rovnosti

j_l n i n—i i l_ . . .

Z pa-pr=Fr ;—ﬂ , kde F- (x) je distribuni funkce

= i (2(n-j+1).2]) n-— j +1 ﬂ (2(n-j+1).2)

F-rozdéleni s v, =2(n—j+1) a v, =2j stupni volnosti (Jaroslav Hatle, Jiti Likes: Zaklady

poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 141). Srovnatelnou
i-1'n\ . .

moznosti je i vyuziti Z(i]ﬂ'(l— i _(;l JX” I(1-x)"dx, tedy pomoci
i-0 j+1j)

distribu¢ni funkce Beta (Jaroslav Hatle, Jifi Likes: Zaklady poc¢tu pravdépodobnosti a
matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 133).
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Levostranny Wilksuv toleranéni interval
Hledme takové i, aby platilo: P, . [Py 2 &2 Bl27. Ale Pe>x,=1-F(x,),
proto x xz,...,xn[l F( )> ﬁJ>7/ Mg P1 Xg er Xy ll_ y(i) Z,BJZ V<= le,xz,...xn |.y(i) <1_ﬁJZ7/ :

Y Je i-ta poradkova statistika vybéru z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1), pak
n n . . i-1 n X .
P [y(i) <1—ﬂ]=2( _](1—ﬁ)‘,6’”1 :1—2 . (1—ﬂ)‘ﬂ”’J . Nalezeni levostranného
e =i\ J j—o\ J
toleranéniho  intervalu  je  nalezenim  nejmensiho i  spliiujiciho  nerovnost

1- Z( j L1 >y Opét se jako nejvhodngjsi jevi numerické feseni nebo s vyuzitim

vztahl uvedenych u pravostranného intervalu.
Pro numerické feseni vysSe uvedenych uloh se jevi jako vyhodny nasledujici vztah:

im X (1-x) Za,,kdea—[in(l—x)”‘i,nlg(l—x) lga, a a, - 115

i—o ico 1 Xi+1

Namét: Wilksovych mezi lze pouzit pro testovani extrémnich pozorovani. Formulujte
takovou ulohu. Extrémni pozorovani je natolik velké (nebo malé), ze l1ze vyloucit hypotézu,
7e se takové pozorovani fidi stejnym rozdelenim jako ostatni pozorovani. Naleznéte feSeni
takové ulohy pomoci Wilksovych mezi.

Namét: Lze nalézt pro libovolné (2, ») a pevné dany rozsah vybéru feSeni problému
tolerancnich mezi Wilksovymi mezemi?

Namét: Pokud bude odpovéd na piedchozi otazku negativni, naleznéte nejmensi rozsah
nahodného vybéru n tak aby byl problém feSitelny pomoci Wilksovych mezi.

Doporucena a zdrojova literatura:

Jaroslav Hatle, Jifi | Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha
Likes 1974.
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Priloha: Nékteré uzite€né pojmy a vztahy:

1
Beta funkce: B(a,b):jxa’l(l—x)b’ldx a,b>0
0

_T(a)T(b). ~ _ _a-1 . _ b-1 .
B(a,b)——r(a+b), B(a,b)=B(b.a); B(a,b)=— — B(a-Lb); B(ab)=—— - B(a,b-1)
(N i nii_ n! p k-1 n—-k
i_k(in(l_p) _(k—l)!(n—k)!;[X (1) dx

Beta rozdéleni: Jeho distribu¢ni funkce

I(x;a,b) = sza’l(l— 2)**dz  a,b>0; 0<x<1 ajeho hustota:
I'(@)'(b) 5

i(x;a,b) = I(@+b) x*1T1-x)"" 0<x<1
I'(a)l'(b)

Namét: Urcete momenty beta rozdéleni (zvl. pro a,b prirozena).

Priloha:

Odvozeni a diikazy nékterych potiebnych vztahu.

M¢jme (iid) ndhodny vybér {xl,x2 - Xn} rozsahu n ndhodné promeénné & s distribucni funkci
F(x)ahustotou f(x), F(x) spojita, rostouci, pak vzestupné sefazena pozorovani
{X(l),x(z),...,x(n)}, kde Xy <X,y <..<X,,, budeme nazyvat pofddkovymi statistikami nad
vybérem {Xl,xz,...,xn} a X, I-tou potadkovou statistikou. Budeme dale pfedpokladat, ze

jednotliva pozorovani jsou po dvou riznd, proto Xgy < Xz <... < Xy -

Sdruzené hustota dvou poradkovych statistik 1<i < j <n; (X, X, b %a < X

fop(y)=(i-10(j i _1)| (h-]) (FO)(F(y)=FO)™@-F(y))” f (0 f(y) & o <x <y <0

0 jinak
Napft.: Jaroslav Hatle, Jifi Likes:  Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické
statistiky. SNTL. Praha 1974. Str. 157-161 (je zde vsak jen odkaz na dalsi prace).

n(n=2)(F(y)-F(x))"* f (x) f(y) & -0 <X <y < +0
0 jinak
sdruzena hustota minima a maxima.

Prol=i<j=n fu(xy)= .
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Prol<i<i+1<n
n!

< (F()) L= F ()" (0 F(y) & 0 < X<y < a0
fafiy)= (O

, §j. sdruzena hustota
0 jinak
po sob¢ nasledujicich poradkovych statistik.

Tvrzeni: Jestlize {X,X,,.,X | je nahodny vybér pak {y,,y,...y,}, kde y, =F(x) je
nahodny vybér transformovanych nahodnych proménnych a
{X(l),x(z),..., X(m) }, kde X4 <X <..<Xg je uspofddany ndhodny vybér netransformovanych
nahodnych proménnych a {y(l),y(z),...,y(n) } kde Yy <V <<Ym 2 Y :F(x(i)). Tj.
uvedena transformace, pfi definovanych podminkach na F(X) dodrzuje pofadi usporadaného
nahodného vybéru.

Diikaz: F(X) je spojita, rostouci a dodrzuje tedy ostré nerovnosti.

Potom: P(x(.)<x<x(.)): F(x(j))—F(x(i)):y(j)—y(i):di]j; 1<i< j<n. Tato
pravdepodobnost tedy nahodnou veli¢inou s distribuci:
G(2)=Ply, - Hf X, y)dxdy = (A)

O<y—x<y

0<x<1

O<y<l

O<z<1

Integracni oblast vypadé nasledovné:

\

X+Z

NN
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1-zx

1-zx+z
Proto: (A) = J _[ fo.p (X, ydydx+ ” f.;)(X, y dydx. Shrnuto:
0

1-zx+z
G(2) = I I fo (X, y)dydx+ J'J‘ f. ;) (X, y)dydx aodtud hustota

1-zx
1-z

= j . (X, x+ 2 )

0(z2) =—G(2) = _I f(i,j)(xl y):iy+ ] f(i,j)(x’ X+ th_(_ _[ f(i,j)(xi y)ij

X, X+ 2)dx . Po dosazeni za

Opét shrnuto: g(z) = I fip)
0
P 1-y)™!, dostaneme:

n!

f(i,i)(x1 y)= (-0 -i-(n— j)!xi‘ls-/—x)

P L-x-2)" ‘dx—( —1)'('—i—1.)'( . [x1-x-2)""dx

o
Po vypoctu integralu: 1jxi Y1-—x—z)dx= (i~ )I(J I)J')'(l z)"" (viz ptiloha 1.),
d +
dostaneme: i1 )|
! jui-lfq _ S \n-i+ -1 _j n! j-i-1(1 _ S\
27 (1-2) = _Hl)z (1-2)

9D =7~ .

(i —i-Lp(n - j) (n—j+i)
I74(1— 27" Néhodna veli¢ina

ma BETA rozdéleni s parametry

Zavér: = :
BN (I CRr R

P(xy < X< X)) = Flx) )= Flxy )= v vy =d, s 1<i<j<n
P S 1 R .
=j-iL=n—j+i+l,tedy G, (z)=—— n _[xF - x) Mk
0 Oy * )
Priloha 1.: Vypocet integralu: IX 1-x—2z)"dx
0
Jﬁ S ez Y e o e
(o]
DT = V((f-z/'
A e = e (7 2

V7 4‘)/) ///—-.r///fz) ‘Z/ d/f-z)p/:,—f

- @
(/f z)f‘f/t.iaf/f—:/‘uu'z -2) &/c/

}/CA/.,—

(7-=)" /(/ //4,,/,—;-—2//-:/)/:

= eSS L) e =
o = 2’

2 = PRt

,7',7--41-; - W’J‘*!‘* >

e Anll : (t/"?“of*
_:’fr'l:('_y)f/”_rjjz

H{l
_ /4'—2/‘ Cor g )T



