Neparametrické modelovani hustot a distribuci.

K danému ndhodnému vybéru {xl,xz,...,xn} pevného rozsahu n hleddme nezndmou hustotu

ve tvaru: f()c)—i > K (ﬂ)kde:
nh i=1 h
h;h >0 je parametr méfitka — pokud na nééem zdvisly, pak pouze nanejvy$ na rozsahu

vybéru n (n€kdy téZ i na pozorovanych hodnotich), vyhlazovaci parametr, scaling
parameter, ... a

K ( x ) je jaddro aproximace — néjakd hustota, spliiujici nasledujici podminky:

+oo

. x(x)=0;,VxeR,; J.K'( x )dx =1, trividlni podminky toho, Ze za jddro budeme

—oo

povazovat jen hustoty (v obecné teorii tomu tak nemusi byt, ¢asto je opousténa
podminka nezdpornosti).

+oo

2. J xk( x )dx = 0; jadro je centrované, jadernd hustota ma nulovou stfedni hodnotu

—oo

+oo

3. J x”k( x )dx =1; jadro je normované, jadern hustota m4 jednotkovy rozptyl

—o0

(samozfejmé za platnosti podminky 2.).

Zakladni viastnosti odhadu [, a (x)

jf (x)dx—— 5 j (—)dx (A) po substituci %zy:xzhy+xi = dx = hdy
i=1--
1z 1
dostaneme (A)=— hJ.K(y)dy ——h Zh =l. Tedy zvoleny typ aproximace je op&t
i=] - n i=1
hustotou.

n +e

=E, {x} J.xf(x)dx—— Z J.xl((—)dx (B) po substituci

2 —=y=>x=hy+x, =>dx=hdy; (B)——h Zhj(hy+x )X (y)dy =
=1
1 n e 1 n 1 n
== Y h[weody+— 3 x [K(pdy=— Xx,
=l - =l = =1
=0 podle =1 podle
podminky 2. podminky 1.

Tedy stfedni hodnota pocitana podle aproximacni hustoty je rovna vybérovému pruméru.



n o+
2{x} E_[x ,ua f(x)dx—— Z_[x ,ua K(—)dx ()posubstituci
i=l-=
X-X; 1 n-e
Theysashyrrsdo=hdys (€)= X [ly+x -, ) xomy=
i=l-=

1 ne 2
L3 Tl - F roms - ko =1 U(hy) zc(y)dy+j(x £, PR vy |+
i=]-» i=l | —oo
1 n 1 n
e Z{ [2ny(x, - u, )Zx(y)dy}hz DL =4’ podle
L n ‘= p
=l ] —e i=l podminky 3.
=0 podle
podminky 2. J
= (‘xi _ﬂa )2
podle podminky 1.
Pokud ozna¢ime s = LZ:( x, — i, )* , vybérovy rozptyl, dostaneme:

i=1

o {x}= h2+— Z(x —u, ) =h+ (1—%}3.Pokudbychompoéadovali o {x}=s2,

i=1

2
dostaneme volbu £ =, /S—” . §))
n

,,INestrannost“ odhadu f a( X)

Podminky ndhodného vybéru ndm ddvaji shodnou hustotu f(x), ndm nedostupnou, pro
vSechna pozorovéni tohoto nidhodného vybéru. Dédle podle podminek kladenych na ndhodny

vybér (iid) plati pro sdruzenou hustotu f( x,,...,x, )= H f(x, ). Pak:
i=1

E,.  Af0k=[..] fa(x)[f[ f(x,.)}dxl ..... dx, =

=T ..... JrJ. 1,1—1}2 ‘121:1 ( i )}[Hf(x ):|dx1 dx, =

[Hf(x )}dx1 Adx, =

—oco — j:
1o

> [x(* ’)f(x )elx; ——j k(=5 )f (2)de=(D)
l’lh ] =1

‘- v, 2 =x—hy,;dz =—hdy dostaneme (D) = J. k(y)f(x—hy)dy.

—o0

. X
po substituci:

Shrnuto: E, {f,(0}= fl((y)f(x —hy)dy .



Potom llil})l E . . {r.(}= }}11})1 J.K( v)f (x —hy)dy = (E) a pokud jsou splnény ptredpoklady
zamény limity a integrdlu (zde v nevlastnich mezich) a funkce f(x) je spojitd, plati:

()= [ s v = [ tim 7= i v = 0.

Dtkaz tohoto tvrzeni za daleko obecnéjsich predpokladd je v: L. Devroye and L. Gyorfi:
Nonparametric Density Estimation: The L1 View, str. 6-11. Pokud tedy je h=h(n) — 0 je

n—>+oo

odhad hustoty f,(x) asymptoticky nestranny.

V L. Devroye and L. Gyorfi: Nonparametric Density Estimation: The L1 View, str.12-19 je

~+o0
dokazano pro ‘]n = J ‘f a (x) N f (x){dx : Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. J, — 0 v pravdépodobnosti pro nékterou hustotu f (x).

n—>+oo

J, — 0 v pravdépodobnosti pro kazdou hustotu f (x).

n—>+oo

n—>+oo

2
3. J, — 0 skoro vSude pro kazdou hustotu f (x).
4

J, =0 ,,exponenciélné“l pro kaZdou hustotu f(x). J, — 0 ,exponencidlné*
n—+oo

n—>+oo

znamend: Ve >0;3r>0,n takové, 7e n>n, = P(J, >¢)<e”. To ale také

rn

+oo
znamend konvergenci fady Z P(J L2 €) nebot’ m4 konvergentni majorantu e~
n=1

Tam uvedeny dikaz potfebuje jen pfedpoklad 1. na jadro x(x).

Diskuse ,,nestrannosti‘ jaidrového odhadu hustoty
Plati: E, . Af,(0}= [x(y)f (x=hy)dy, odiud:

E . . {f, (x)} je hustotou

e Nezdpornost je zfejma

+ootoo

. JE {f,okx= [ [x(f (r=hy)dydx =1

Dile, pouzijeme-li ve vztahu E, . {f,(0}= j K(y)f (x—hy)dy substituci z=hy = dy = % ,

+oo0

dostaneme: E, {r.}= J.K‘( VIf (x—hy)dy= j }11 K( % )f (x—2)dz.

—o0

"J, — 0 ,exponencidln&* znamend: V& > 0;3r > 0, n, takové, ze n > n, = P(Jn > 8) <e" . Toale

n—s+oo
+o0
také znamena, Ze fada Z P (J = ) je konvergentni nebot’ ma konvergentni majorantu e

n=1

rn



To je ale konvoluce dvou hustot %K( % )a f(x).

Proto: hustota E_, {f.(0} je hustotou nihodné proménné, kterd je tvoiena souctem

pivodni  (pozorované) ndhodné proménné a ,nani nezdvisiého Sumu ¢,

5 hustotou 1 x( l ).
Lk

Miéme-li ,,Sum® g s hustotou x(x), Sum s hustotou %K’( % ) bude &, = he,. Piiklad hustot

takového ,,Sumu* je na nasledujicim obrazku:

5,0

2

. T (xY 11 os(3) | —ha
46 il —Kk| —|=— e I

0a hoUh h 27 i

4,2
4,0
3,8
3,6 1§
3,4 u
3,2 L]
3,0 a
2,8 1§
2,6 i

==h=0,80

e
e ——

e===h=0,60

==h=0,40

e===h=0,20
24

2,2 a
2,0 ~
18 i
1,6
14

===h=0,15

U1 ~==h=0,10
12
10 A{;
0,8 1 ~==h=0,05
0,6 , ==

04
02 - \ - h=0,02
' =] | LY/ V1] B

,, Vydatnost‘‘ odhadu f,( x ):L § K(—1)

E, .. r2l= j ..... jf,f(x){ﬁ f(x,.)}dxl ..... dx, =

+oo o9l 1 n x_xj ? n 3

__L ..... L% jEIK( . ) [Hf(xi)}dxl ..... dx, =
S S e [ e ) [T ) e, =
e 2B e e S T s,




n Ao too

{i [ s 423 | [R5 (=) ) (3, d,

i=l _o i=l j=i+l _o0 —o

2h2

+1>c +oo

Z%IKZ( N () + j e Jie( e o, =

—00 —o0

1T, —1(7F ’
-— [x (y)f(x—hy)dy+n—(jif(y)f(x—hy)dy} :
nh °_ no s

powoze: o, 1ot B Aok E Lo a

E . . {fu (x)}: f k(y)f (x—hy)dy, dostaneme pro rozptyl odhadu:

+oo +oo 2
- I, o= lh IKZ (y)f(x—hy)dy = [ f K(y)f (x —hy)dyj . Odtud  bezprostfedné¢ (a
- nn:- ni\ -

z asymptotické nestrannosti) plyne potfeba 1 —+oo=[(h —0) A(nh—+o9)]  pro existenci
rozptylu a asymptotickou vydatnost (za piredpokladu # = h(n)).

2

17 1%
Strnato: T Vs )= [ (y)fex=hydy = | [ty Gr—=hyydy

Proto, aby byl takovy odhad asymptoticky nestranny a asymptoticky vydatny, staci:

n— +oo=(h—0)
n%+oc>:>(nh%+oo)

Priklady jadrovych funkci
,Obdélnikové jadro“:

K‘(x)zzi(:)—anS+a; a>0; jinakx(x)=0 (K1)
a

Podminka je zfejma
. Podminka je té7 zfejma, hustota je symetricka .

[\

n

23..=0

Jj=n+l



+a 37t 3 3 2
3. Podminka '[x idx——J‘ *dx —i X :i a_+a_ :a—:1:>a:\/§
2a 2a| 3] 2a[ 3 3 3

»Epanechnikovo jadro“:

2
K(x)= b(l—(ﬁj } o —a<x<+a; ab>0; jinakk(x)=0 (K2)
a
+a X 2 +a X 2
1. Podminka: nezdpornost je zfejmd, J b[l - (—J jdx = bj.(l - (—J de =
b a ° a

3 +a
= | 1- A pmimp=
30 )| 3 44

2. Podminka: je zfejm4, hustota je symetricka.
3. Podminka:

3 3
be dx bjx L - 2a :4ab:l
a’ 3 15
3
Reseni obou podminek b =-— a da’b =1dda=~5; b= i
4a 45"
»Trojuhelnikové jadro“:
K(x):b(l—ﬁj@—anSﬂz; a,b>0; jinakx(x)=0 (K3)
a

1. Podminka: nezapornost je zfejma4,

+a 274 2
2[b|1- lax=2b{x—2| =2p|a-2—|=ab=1
7 a 2a 0 2a

2. Podminka: je zfejmd, hustota je symetrickd
+a 3 474 3 4 3

3. Podminka: 2 [bx® 1—(% dr=op| X | _gp[ 44 )b
0 a 3 da], 3 4da 6

a’b 1
Reseni obou podminek ab=1a —=1dd a = \/g; b=—.
P 6 V6

»,Mocninné jadro“:

K(x):b(l—‘ﬁ J@_agxsm; a>0; a,b>0; jinakk(x)=0 (K4)
a

Podminky a hodnoty konstant a,b se odvodi obdobnym zplisobem jako u ,.trojihelnikového

jadra*



»Gaussovo jadro“:

K(x )= e 03 (K5)
NGy
1. Podminka je zfejm4, jde o normalni, centrovanou a normovanou hustotu.
2. Podminka je opé€t zfejm4, hustota je symetrickd kolem nuly.
3. Podminka je také ziejma4, hustota je centrovand a normovana.
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—— Obdélnik Trojuhelnik Epaneschnikov —— Gauss

Odpovidajici modely distribu¢nich funkci

K danému tvaru jadrové funkce pfifadime: K(x)= I k( z )dz . Pak pro aproximaci distribu¢ni

—oo

1 xx
funkce dostaneme: F (x)=— > K(— ).
n l:1 h

1
Napt.: pro ,,obdélnikové jadro*: &(x)= b & —a<x<+4a; a>0; jinakx(x)=0 je
a

odpovidajici ,,distribucni jadro*:

K(x):lx+1<:>—a£x£a; K(x)=0s x<-a; K(x)=1x>a
a

Po dosazeni a = \/5 mame:

1
K(x)=——x+1le —2<x<2; K(x)=0 x<—/2; K(x)=1 x>+/2

V2
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~——— Obdélnik Trojuhelnik ——— Epaneschnikov Gauss

Volba parametru h

2
Jedna mozZnost byla uvedena vySe: h =, /S—” z podminky aby neparametrickd hustota méla
n

stejny rozptyl jako vybérovy. Dalsi ptistupy vychazeji z n¢kterych kritérii:

E{f,p,(x)= f(x J}——>min Vx; E{sup Fun(X)= f(x )|}—,,—>min(inf) ;

sup|E{fa,h,n( X )}— f(x )|T>min( inf) Vx; ... .Jejich prehled 1ze nalézt napt. v:
f

L. Devroye and L. Gyorfi ~ Nonparametric Density Estimation: The L1 View. John Wiley,
New York, 1985. Nebo v:

Luc Devroye and Gabor Lugosi: Variable Kernel Estimates: on the Impossibility of ~ Tuning the Parameters. (School of
Computer Science, McGill University, Montreal, Canada H3A2A 7, E-mail: luc@cs.mcgill.ca; Department of Economics,
Pompeu Fabra University, Ramon Trias Fargas, 25-27, 08005 Barcelona, Spain, E-mail: gabor.lugosi@econ.upf.ed)
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Jjadro

vyvoz -

bni bil:

Edf

Odhad distribuce Fn(x)

L

Jadrovy odhad hustoty fn(x)
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Jadrovy odhad hustoty fn(x)




Jadrove modely dvou proménnych

f.(x, y)—— ch( y};y")

y

F(uy)=- ZKx(ﬂ)Ky(%)

v
vici operaci prechodu k margindlnim

413

Je evidentni, Ze obé aproximace jsou ,.konzistentni
rozdélenim.

. i 1
Tis £, = [ fuleyddy=—= YK, (7 )Izc(”' = Z

x'ty =l y =1 x
~+oo
X-X; —
Pro dal$i vypocty je uzite€ny ndsledujici trividlni vztah: -[xh_ K, ( h Jdx = x;.
—0c0 X X

K tomu aby platil, staci predpoklady: I K(x)dx=1, I xk(x)dx=0.

Miry vztahu obou proménnych:

Korelace
n tootoo

{xy}_ ZIIX)’K (_)K (—— yyl )dxdy—— ixiyi =
i=1

i=] —co—co y

Cov(x,y)z— inyi—}; =
n g
1 & —
oy 2y 3 2
Corr(x,y) = L , a pfi volbé h, =, , h =,|—
n
\/h2+ Z(x \/h2+ Z(y, -y)’
- inyi_;;

n <
dostaneme Corr(x,y) = =l

2 2
S5,
Regrese
Podminéné rozdéleni:
N X-X; y-y;
fa(x y)—— K(— )k, (=)=

nhh, S b, Y h



1 i X-X, y-Y; I < X-X,; yYi
K K — > K K
nhxhgx(hx)}(h) ) X(hx)y(h)
fo(y1x)= s | < = " : a
X-X; X-X,
- K i K i
nhx ; X( X ) i=1 X( hx )
vlastni regrese:
1 & x, F -y, n X,
- WK e 0y Y e ()
r(0) = E{y/x}= [ of, (I 0)dy = 22— == —= :
. ZK' X-X; ZK’ (X-Xl-)
i=1 ) hx i=1 ) hx
Skedasticka funkce
sked (x) = E{(y—E{y/x})zlx}— E{yz/x}— (E{y/x}).Pak
R 2y Yk (U o+ y7)
E{y?1x}=2 . h == = = (F), protoZe
X-X; X-X;
K- l K- l
Z () 2K ()

i=1 x i=1 X

400 +oo

[y> L (22 22 )y = jh o+ 3,V K, @dz = [ (122> + 2,2y, + y2 )k, (2dz = 2+,

oo hy y —co
x X; X-X.
Zy, (— . R
. 1.2 i=1 _ 1.2 2 P

potom: (F)=h; +— P h; + Z:' Vi — P

ZKX ( i ) i=

i=1 h,
Shrnuto:

2
X-X: X-X. X-X;
K(—) K(—) K(—)

skedy =2 +Yyi—— M ISy A ey A rz(x)
i=l i=1

i=1

V obou, jak regresni, tak skedastickd funkci je dileZitd fada funkef w, (x) = —————

vah. S timto oznacenim dostaneme:

r(x) = Z ylwl , kde Vxe defX; ( )>0; Zwi(x)zl

sked(x)= hi + z yiw, (x)=r2(x).



Priklad regrese a skedastické funkce

650000 e 40000
630000 s | e e o 39000
610000 | & \—ees, - 38000
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570000 : gl o, j,‘* 36000
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70000 T T T T T T T - 10000
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o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

o ~ < O 00 o ~N < o 0 o N < O 00 o ~N < O 00 o N < o 0 o o~ <

— - - - - o~ o~ o~ o~ o~ (4] [22] o (2] [22] < < < < < wn wn wn wn wn () o o

= Regrese, r(x) ® Pozorovani = Dolni mez=r(x)-2,0*sqrt(sked(x))
....... Horni mez=r(x)+2,0*sqrt(sked(x)) sqrt(sked(x)), stupnice vpravo
2
-/ S, < . v
Gaussovo jadro h,=21222, hy=19 166, n=65, h=,—. Data zcasovych fad nebyla
n

stacionarizovana.

Priklad vahovych funkci, odpovidajicich vySe zobrazené regresi
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Parametr h=21 222
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