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Poměrové statistiky – příklad aparátu a motivace 

 

Rozdělení podílu dvou nezávislých kladných náhodných proměnných 

Mějme dvě nezávislé náhodné 21,ξξ  proměnné definované na intervalu ( )+∞,0  s hustotami 

) 0)()(,0);(),(
2121

==⇒∞+∉ xfxfxxfxf ξξξξ  a splňující podmínku 2,1;0)0( == iF
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Potom sdružená hustota obou náhodných proměnných je )()(),(
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Příklad: Podíl dvou nezávislých exponenciálních náhodných proměnných. 
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Průběh hustoty a distribuční funkce je na následujícím obrázku: 
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Podíl dvou nezávislých exponeciálních
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Námět: Posuďte „souvislost“ tohoto rozdělení s Paretovým. 

 

Příklad: Rozdělení náhodné proměnné, která vznikla podílem dvou centrovaných a 

normovaných, normálně rozdělených náhodných proměnných. Tedy 
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Shrnuto: ( ) ( )
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ηη . To je Cauchyho rozdělení 

pravděpodobnosti. 

Námět: Odvoďte tvar rozdělení, pokud nebudou rozdělení náhodných proměnných 

vstupujících do podílu centrovaná a normovaná.   

Námět: Jak to bude s momenty takového rozdělení, spočtěte medián a případně i modus a 

kvartilové rozpětí. Odvoďte tvar hustoty a distribuční funkce pro posunuté Cauchyho 

rozdělení a i se změnou měřítka. 
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Srovnání Cauchyho a normálního rozdělení se shodným 
kvartilovým rozpětím

Cauchy-Fc(x) Normal-Fn(x)

Cauchy-fc(x) Normal-fn(x)

Stupnice vlevo = distribuce, stupnice vpravo = hustoty

 
 

Poměrové statistiky v případě velkých výběrů. 

Motivace a důvody 

Mějme pozorování ( ) ( ) ( )
nn srsrsr ,,...,,,, 2211 , které popisují výsledky nějakých nezávislých 
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pomocí kterého je měřena zvolená kvalita testované metody nebo bude „mírou“ nějakého 

jevu. 
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Příkladem může být např. měření nezaměstnanosti v celé republice pomocí nezaměstnaností 

v jednotlivých okresech, kde  

ir   je počet registrovaných a dostupných nezaměstnaných v i-tém okrese, 

is  je počet „zaměstnaných“ aktivních v i-tém okrese, 

n  je celkový počet okresů.  

Pravděpodobnostní popis 

Kritérium 

∑∑

∑

==

=

+

=
n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

sr

r

11

1ξ  je náhodná proměnná, jejíž hodnota je dána výsledky 

jednotlivých experimentů (nebo zjišťování). Kritérium 

∑∑

∑

==

=

+

=
n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

sr

r

11

1ξ  upravíme do tvaru 

n

n

i

i

n

i

i

n

r

s
η

ξ
+

=

+

=

∑

∑

=

=

1

1

1

1

1

1

. Dále budeme předpokládat, že známe distribuční funkci náhodné 

proměnné nη : )(xF
nη

1
. 

Potom pro distribuční funkci nξ  bude platit { }








<
+

=<= xPxPxF
n

nn η
ξξ

1

1
)( . Vzhledem 

k uvedeným předpokladům můžeme provést následující úpravy  =








<
+

= xPxF
n

n η
ξ

1

1
)(  

)1
1

(11
1

11
1

1
1

−−=








−<−=








<−=








+<=
x

F
x

P
x

P
x

P
nnnn ηηηη . Tím je distribuční 

funkce kritéria nξ  určena distribuční funkcí náhodné proměnné 

∑

∑

=

==
n

i

i

n

i

i

n

r

s

1

1η .  

Shrnuto:  

00)( ≤⇔= xxF
nξ  

10)1
1

(1)( <<⇔−−= x
x

FxF
nn ηξ  

11)( ≥⇔= xxF
nξ  

                                                
1
 Tato distribuční funkce bude určena dále. Dále nejsou diskutovány „patologické“ varianty takového poměru. 
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Distribuční funkcí náhodné proměnné nη . 
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a x  je pevná, daná hodnota ve které počítáme distribuční funkci  )(xF
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Nyní již můžeme pokračovat v odvození distribuční funkce náhodné proměnné nη : 
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Pravou stranu nerovnosti „uvnitř“ pravděpodobnosti lze upravit následovně: 
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další dodatečné předpoklady) lze nalézt např. v Alfréd Rényi: Teorie pravděpodobnosti, 

ACADEMIA, Praha 1972 str. 374-382.    
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To je poměrně komplikovaný výraz, avšak snadno vyčíslitelný (numerická realizace 

funkce ( )xΦ  je dostupná ve většině programovacích prostředků včetně její inverze). 

Reprezentace bodovým odhadem (parametrem) 

Pro daný typ rozdělení je nejdostupnějším reprezentativním parametrem medián. Je to řešení 
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Toleranční meze2 

Hledáme čísla UL xx <  taková že platí ( ) αξ −=≤≤ 1UnL xxP , kde α  je hladina 

významnosti. Vztahem  ( ) αξ −=≤≤ 1UnL xxP  nejsou čísla UL xx <  určena jednoznačně. 

Proto zvolíme 1,,0   ; 2121 <<+= αααααα  tak, že ( ) ( )
11 1 αξαξ −=<⇔=< UnnU xPxP  a 

( )
2αξ =< Ln xP . Vyjádřeno pomocí aparátu distribučních funkcí: 11)( αξ −=UxF

n
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2)( αξ =LxF
n

. 

                                                
2
 Pojetí tolerančních mezí námi použité je jednoduché a liší se od [2]. Předpokládáme n dostatečně velké a tím i 

příslušné bodové odhady s přijatelnou reprezentativní schopností.  
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Lx  pak bude řešením rovnice 
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





























−−








−+









−−

−Φ=−

rsrs

L

r

L

s

r

L

s

xx

e
x

e

n

σσρσσ

α

,

2

2

2

2

1
1

21
1

)1
1

(

1
, to při využití inverzní 

funkce ( )x
1−Φ  k funkci ( )xΦ  dá  

( )

rsrs

L

r

L

s

r

L

s

xx

e
x

e

n

σσρσσ

α

,

2

2

2

2

1

1
1

21
1

)1
1

(

1









−−








−+









−−

−=−Φ − . Použijeme-li pracovní označení 

1
1

−=
Lx

z , budeme hledat kořen rovnice  

( ) ( ) ( ) ( )rsrsrsrs

rsrsrs

rs zeenzz
zz

zee
n −−=−+−Φ⇒

−+

−
−=−Φ −− σσρσσα

σσρσσ
α ,

222

2

1

,

222
2

1 21
2

1 .

Ten bude obsažen mezi řešeními rovnice  

( )[ ] ( ) ( )2

,

2222  

2

1 21 rsrsrsrs zeenzz −=−+−Φ − σσρσσα . Pro přehlednost použijeme další 

pracovní označení 
( )[ ]

a
n

=
−Φ − 2  

2

1 1 α
. Pak hledáme kořen rovnice  

( ) ( ) rsrsrsrsrsrs ezeezezeezza 22 2222

,

222 −+=−=−+ σσρσσ  

a po úpravě:  ( ) ( ) ( ) 02 22

,

222 =−+−+− sssrrsrsrr eaaeezeaz σσσρσ . Tuto rovnici lze, pro 

přehlednost, přepsat do tvaru: 022 =++ CzBAz ,  

kde ( ) ( ) ( )22

,

22   ; ; sssrrsrsrr eaCaeeBeaA −=−=−= σσσρσ . Nalezneme její kořeny: 

A

ACBB
z

−±−
=

2

2,1 . Tyto kořeny ověříme pro rovnici:   

( ) ( ) 02
1

,

2222

1

=−+−+
−Φ−

rsrsrsrs zeezz
n

σσρσσ
α

. Jeden z nich rovnici vyhoví *z , jeden ne 

(umocněním jsme v předchozím odvození „přidali“ jeden kořen). Z užité transformace 

1
1

* −=
Lx

z  dostaneme 
*1

1

z
xL

+
= . 

Pro výpočet horní meze budeme vycházet ze vztahu:   































−−








−+









−−

−Φ=

rsrs

U

r

U

s

r

U

s

xx

e
x

e

n

σσρσσ

α

,

2

2

2

1

1
1

21
1

)1
1

(

. 
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Postup pro výpočet horní meze bude „shodný“ s postupem pro výpočet meze dolní jen s tím 

rozdílem, že 
( )[ ]

a
n

=
Φ − 2  

1

1 α
 a ověřovací rovnice pro výběr správného kořenu bude 

( ) ( ) 02 ,

2221

1

=−+−+
Φ−

rsrsrsrs zeezz
n

σσρσσ
α

. 

Přijatelnost asymptotické reprezentace (praktický pohled) 

Předpis pro asymptotickou verzi distribuční funkce )(xF
nξ  obecně nemusí být distribuční 

funkcí a obvykle jí také není. Nejen to, 
nξ  je náhodná proměnná definovaná na intervalu 

( 1,0 . )(xF
nξ  svým předpisem tento interval přesahuje (a to nenulovou nebo ne-jednotkovou 

hodnotou). Těchto skutečností lze využít k testování přijatelnosti takové asymptotické 

reprezentace. Pro přijatelnost budou zajímavé dva pohledy.  

 

1. Na intervalu ( 1,0  by měla být funkce )(xF
nξ  neklesající. 

2. Hodnota )(xF
nξ  „v nule“ by měla být nezáporná a menší než zadané malé nezáporné 

číslo 0β . Hodnota )(xF
nξ  „v jednotce“ by neměla překročit jednotku, ale měla by být 

větší než zadané číslo 11 β− , 1β  nezáporné, dostatečně malé. 

 

První požadavek 

Ke splnění prvního požadavku stačí určit  )()( xfxF
dx

d
nn ξξ =  a testovat nezápornost )(xf

nξ  

na intervalu ( 1,0 . Pro přehlednost opět použijeme pomocnou náhodnou proměnnou 

1
1

−=
x

z , kde 
2

1

xdx

dz
−=  a 

( )
+∞<<















−+

−
−Φ−= z

zz

zee
nzF

rsrsrs

rs

n
0;

2
1)(

,

222 σσρσσ
ξ . 

Potom: 
( )

dx

dz

zz

zee
n

dz

d

dx

dz
zF

dz

d
zF

dx

d
xf

rsrsrs

rs

nnn 



























−+

−
−Φ−===

σσρσσ
ξξξ

,

222
2

1)()()( . 

Vzhledem ke znaménku 
dx

dz
 je pro znaménko )(xf

nξ  rozhodující znaménko   

( )




























−+

−
−Φ−

rsrsrs

rs

zz

zee
n

dz

d

σσρσσ ,

222 2
1 . 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) 















−+

−+−















−+

−
−−=

=




























−+

−
−Φ−

2

3

,

222

,

2

,

2

,

222

,

222

22
               

2
1

rsrsrs

rsrsrsrsrssr

rsrsrs

rs

rsrsrs

rs

zz

zeze

zz

zee
nn

zz

zee
n

dz

d

σσρσσ

σσρσσσρσ

σσρσσ
ϕ

σσρσσ

Podmínka 0)( ≥xf
nξ  bude proto splněna pro takové 1

1
−=

x
z , pro které bude 

( ) ( ) 0,

2

,

2 ≥−+− rsrsrsrsrssr zeze σσρσσσρσ . Pro její testování je rozhodující „zlomový bod“, 

tj. řešení rovnice  ( ) ( )
srrsrs

srrsrs

r

s
rsrsrsrsrssr

ee

ee
zzeze

σρσ

σσρ

σ

σ
σσρσσσρσ

,

,

,

2

,

2      odtuda    0
−

−
==−+− . 

Aby takový „zlomový bod x “ byl mimo interval ( 1,0  stačí 0
,

, ≤
−

−

srrsrs

srrsrs

ee

ee

σρσ

σσρ
, neboť 

z
x

+
=

1

1
. Protože v „mediánovém bodě“  

r

s
med

sr

r
med

e

e
z

ee

e
x =⇒

+
=  je 

( ) ( ) ( )
0

2

,

2

,

2 ≥
−

=−+−
r

rssr
rsrsrmedsrsrsmedsr

e

ee
zeze

σσ
σσρσσσρσ , je podmínka 0

,

,
≤

−

−

srrsrs

srrsrs

ee

ee

σρσ

σσρ
 

nutnou a postačující podmínkou pro 10;0)( ≤<≥ xxf
nξ . Pokud bude tato podmínka splněna, 

řekneme, že asymptotická aproximace je korektní. Korektnost má velký význam pro „malá 

n “, pro dostatečně velká n “ bude případná „oblast poklesu“ distribuční funkce zanedbatelná 

z pohledu vzniklé odchylky. 

 

Poznámka: Uvedená podmínka korektnosti nezávisí na =n počtu pozorování.  

Druhý požadavek 

Pokud budou dána čísla 1,,0 1010 <+=< βββββ , můžeme o asymptotické aproximaci říci, 

že je β -přijatelná, když budou splněny nerovnosti 11)1(1 βξ −≥≥
n

F  a 0
0

)0(lim0 βξ ≤≤
→ n

F
x

. 









−Φ−=

s

se
nF

n σ
ξ 1)1( ,  








Φ−=

+→
r

r

x

e
nxF

n σ
ξ 1)(lim

0
 a  

( )( )2

1

1

2

2

1       11 β
σ

β
σ

−Φ≥⇒−≥







−Φ−

s

s

s

s

e
n

e
n , kde ( )x

1−Φ  je funkce inverzní 

k funkci ( )xΦ , ( )( )2

0

1

2

2

0 1      1 β
σ

β
σ

−Φ≥⇒≤







Φ− −

r

r

r

r

e
n

e
n .  

Shrnuto: Na to aby asymptotická aproximace byla 10 βββ += přijatelná, je nutné a stačí 

( )( ) ( )( )








−ΦΦ≥ −− 2

0

1

2

2
2

1

1

2

2

1;max β
σ

β
σ

r

r

s

s

ee
n . 

Příklad využití pro toleranční meze u nezaměstnanosti: 
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Distribuční funkce - nezaměstnanost ČR 2008-červen

Dolní mez 0,5% (h.v.) =3,9%

Medián =5,0%

Horní mez 0,5% (h.v.) =6,8%
 

Zlomové Z -239,3 

Zlomové X -0,004 

Přijatelné BETA 0,001% 

Přijatelný počet 27,25 

Skutečný počet 77 

Detaily výpočtu viz soubor: Nezaměstnanost 0806.xls. 
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Těžké konce a důsledky pro statistiku. 
Rozdělení s těžkými koci jsou taková rozdělení, pro která je pravděpodobnost „extrémních 

hodnot“ sice malá ale ne nezadatelná jako např. u normálního rozdělení. Příkladem takového 

rozdělení je výše uvedené Cauchyho rozdělení. Existuje více definic „těžkých konců“ a i více 

názvů tohoto jevu. Např.: 

 

Heavy tailed distributions                                 Distribuce s těžkým koncem (konci, zbytky) 

 

Fat tails                                 Tlusté konce (zbytky, zbytkové pravděpodobnosti) 

 

Long tails                                                            Dlouhé konce 
 

 

Tento jev reprezentován pomocí empirických distribucí a i simulovaných hodnot vypadá 

následovně (srovnání cauchyovská a normálně rozdělená data, názorný příklad): 

 

  

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

-2
5

-2
3

-2
1

-1
9

-1
7

-1
5

-1
3

-1
1 -9 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9

1
1

1
3

1
5

1
7

1
9

2
1

2
3

2
5

Empirical distribution, simulated Cauchy data Normal approximation

 
 

Srovnání Cauchyovskych dat s ekvivalentnimi Gaussovskymi

-200

-150

-100

-50

0

50

100

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

Cauchy Gauss
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Paretovská data a srovnatelná data z exponenciálním rozdělením (méně názorný příklad). 

Simulovaná data se srovantelnými rozděleními

1

3

5

7

9

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

31

0

5
0

1
0
0

1
5
0

2
0
0

2
5
0

3
0
0

3
5
0

4
0
0

4
5
0

5
0
0

5
5
0

6
0
0

6
5
0

7
0
0

7
5
0

8
0
0

8
5
0

9
0
0

9
5
0

1
0
0
0

Pareto Expon.
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3
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4
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4
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5
,0

5
,4

5
,8

6
,2

6
,6

7
,0

7
,4

7
,8

8
,2

8
,6

9
,0

9
,4

9
,8

1
0
,2

1
0
,6

1
1
,0

1
1
,4

1
1
,8

1
2
,2

1
2
,6

1
3
,0

1
3
,4

1
3
,8

1
4
,2

1
4
,6

1
5
,0

Distribuce: Pareto Distribuce: Expon Hustota: Pareto Hustota: Expon

 
Definice „těžkého konce“ vycházejí z několika pohledů. První z nich používá následující 

podmíněnou pravděpodobnost pro popis „velkých odchylek“: 

  

{ }xXuxXP ≥+≥ /  pro libovolné 1;0 Rxu ∈> . 

 

Potom: { } { }
{ }

( )
( )

( )
( )xS

uxS

xF

uxF

xXP

uxXP
xXuxXP

+
=

−

+−
=

≥

+≥
=≥+≥

1

1
/ . Rozdělení 

charakterizující je pak ( ) ( )
( )xS

uxS
ui

x

+
=

+∞→
lim .  Takový způsob „měření“ demonstruje následující 

obrázek: 
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4
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5
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Funkce spolehlivosti S(x)=1-F(x)

 
Demonstrace „indexu konce“. 

Primárně limita ( ) ( )
( )xS

uxS
ui

x

+
=

+∞→
lim  vede na neurčitý výraz 

0

0
, užije se l’Hospitalova pravidla 

a pak: ( ) ( )
( )xf

uxf
ui

x

+
=

+∞→
lim . 

 
Poznámka: Uvedený formalismus popisuje chování „pravého konce“ (pravého chvostu) 

rozdělení. Bez problému jej lze přizpůsobit i pro levý konec.   

 
Poznámka: Takový rozbor konců rozdělení má smysl a logiku jen pro rozdělení, která jsou 

definována nad alespoň, z jedné strany, nekonečným intervalem. 

 

Pro normální rozdělení s hustotou 

( )
2

2

2

2

1
)( σ

µ

σπ

−
−

=

x

X exf , dostaneme:  

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
=









 −+
−

−
===

+
=

+∞→−
−

−+
−

+∞→−
−

−+
−

+∞→+∞→ 2

2

2

2

2

2

2

2

22
explimlim

2

1

2

1

limlim

2

2

2

2

2

2

2

2

σ

µ

σ

µ

σπ

σπ

σ

µ

σ

µ

σ

µ

σ

µ

uxx

e

e

e

e

xf

uxf
ui

xx

ux

xx

ux

xx

( ) ( ) ( ) ( )
0

2
exp

2

2
explim

2

2
explim

2
explim

22

2

22

=














−







 −−
=






 −−−
=








 −+−−
=

+∞→+∞→+∞→ σσ

µ

σ

µ

σ

µµ uxuuxuuxx

xxx
 

Pro exponenciální rozdělení s hustotou x

X exf
λλ −=)(  dostaneme:  

( ) ( )
( )

( )
u

x

ux

xx
e

e

e

xf

uxf
ui

λ

λ

λ

λ

λ −

−

+−

+∞→+∞→
==

+
= limlim  

( )xS  ( )uxS +  

u 
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Pro Paretovo rozdělení s hustotou 
1

)(
+

=
kX

x

K
xf  dostaneme:  

( ) ( )
( )

( )

( )

1limlimlim

1

1

1

=








+
=

+
=

+
=

+

+∞→

+

+

+∞→+∞→

k

x

k

k

xx ux

x

x

K

ux

K

xf

uxf
ui . 

Uvedené tři příklady „jsou reprezentanty“ tří tříd chování konců u různých rozdělení. 

 

První: Tato rozdělení (zde normální rozdělení) „jdou k nule velice rychle – nad exponenciální 

rychlostí“ mají tedy zanedbatelné konce. 

Druhá: Tato rozdělení (zde exponenciální rozdělení) „jdou k nule exponenciální rychlostí“. 

Někdy jsou slučována pod jednu třídu exponenciálních rozdělení (s exponenciálními konci). 

Třetí: U těchto rozdělení (zde Paretovo rozdělení) je pokles k nule velice pomalý a 

{ }uXuxXP ≥+≥ /  bude pro dostatečně velká u prakticky jednotková. 

  

Tuto skutečnost reprezentuje i následující obrázek: 
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Demonstrace tří skupin „konců“ rozdělení.. 

 

Pro statistické potřeby je „jev těžkých konců“ výrazný u výpočtu kvantilů (nejen), specielně 

jejich citlivosti na malou změnu vstupní hodnoty. 

 

Příklad: průběh hodnoty kvantilů u rozdělení N(0,σσσσ ) a normovaného a centrovaného 

Cauchyho rozdělení, σ je voleno tak, aby obě rozdělení měla shodné kvartilové rozpětí: 



VSM, přednáška 5,                                                                                    strana  15 

 

 
 

Reálně „měřená data“ obvykle nemívají rozdělení s „těžkými konci“, avšak ty mohou vznikat 

zpracováním (např. zde demonstrovanými poměry).  Ale v ekonometrických (ekonomických) 

úlohách je poměr (podíl) téměř standardní a neopominutelnou operací, proto je nezbytná 

velká opatrnost.   
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