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Pomérove statistiky — priklad aparatu a motivace

Rozdéleni podilu dvou nezavislych kladnych nahodnych proménnych
M¢jme dvé nezévislé ndhodné ¢&,& proménné definované na intervalu (0,400) s hustotami

fgg1 (x), ff2 (x);xe <0,+ oo) = )‘51 (x)= f52 (x)=0 a spliujici podminku F. (0)=0;i=12.
Potom sdruzena hustota obou ndhodnych proménnych je f.. (x,y) = f: (x)f; (¥).

Pro ndhodnou proménnou 7 = é dostaneme jeji distribu¢ni funkci jako pravdépodobnost:

2 ___—| &>0!
[[ foe oyddxdy = [[ £: (0) f, (y)dxdy =

x<zy x<zy

F,(2)=P(n<z)

+o0 yZ

= [ [ o) £, (y)dxdy = ffgz(y)“f@(x)dedy = [ £ )(F, (32) = Fo () iy =

/

= [ £ OF; (50— F, My = [ £, ) F, (yddy—F, O) [ £, (9)dy = [ £ (0)F; (yody— F (0).
0 0 0 0

Shrnuto:

Obeené ale: F,(2)= [[f., (0 f, dxdy a  f,(2)= [|y]fz, (0 (v)dy

x/y<z

Piiklad: Podil dvou nezavislych exponencidlnich nahodnych proménnych.

_x 1
ffl(x)=rie ";ffz(x)zf—e 7 ix¢ (0,4 00)= f. (x) = f. (x)=0, potom:

+w T A NN RN
F ()= [ fo.(DF, (yady=[—e 7| 1=e " dy=1-—[e dy=1-— :
0 1 0 %2 7 , 1, 2

edidn tohoto rozdéleni je: x,5 =—
2

shrnuto:



Pribeh hustoty a distribu¢ni funkce je na nasledujicim obrazku:
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Namét: Posud’te ,,souvislost* tohoto rozdéleni s Paretovym.

Piiklad: Rozdéleni nahodné proménné, ktera vznikla podilem dvou centrovanych a

normovanych,
1

ffl(x)zm

€T;f§l(x)=

2

Ty | !
=Mt e

2

_ P y_ _ 2 _ dx s 1.2 — 1 N —x —
x—(1+z )2 = dx y(l+z )dy = dy mmskame (A) m{e dx

normalné

1 _X
e

N2

(y2)

rozdé¢lenych

2

2 xe (—oot00)77

_ iﬂq —L;(sz)
dy=—— Llyle dy

ndhodnych

1

+oo

JE

0

2

—L(sz)

proménnych.

Tedy

=§_ Pak: f,(2)= [[y|fu (0 f, o)y =

2 dy =(A) , po substituci

1

all+z?)
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Shrnuto: To je Cauchyho rozdéleni

pravdépodobnosti.
Namét: Odvod'te tvar rozdéleni, pokud nebudou rozdéleni ndhodnych proménnych
vstupujicich do podilu centrovand a normovana.

Namét: Jak to bude s momenty takového rozdéleni, spoététe median a piipadné i modus a
kvartilové rozpéti. Odvod’te tvar hustoty a distribuni funkce pro posunuté Cauchyho
rozdéleni a i se zménou méfitka.
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o5 Srovnani Cauchyho a normalniho rozdelenl se shodnym e 08
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[ d
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0,40 / . \ - 0,16
' / \ \
0,35 t - 0,14
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Cauchy-fc(x) e Normal-fn(x)
Stupnice vlevo = distribuce, stupnice vpravo = hustoty

Pomeéroveé statistiky v piipadé velkych vybéru.

Motivace a divody
M¢éjme pozorovani (rl,s1 ), (rz,s2 ),...,(rn,sn), které popisuji vysledky néjakych nezavislych

v

experimentl testujicich né€jakou metodu nebo ,,méficich* né&jaky jev. r,s, 20;Vi=1,..,n a

Z r. > 0. Existujf sttedni hodnoty a rozptyly

i=1

Vi=l1,...nm E{;;}:ei,; E{si}zeis; ( ) o 0'2( ) 0'2

ir?

B
-~

n n
Sre3s
i=1 i=1

pomoci kterého je métfena zvolend kvalita testované metody nebo bude ,,mirou* néjakého
jevu.

Vi=l,..n;j=1...nE{s - e, )r. - e, )}. Budeme uvazovat kritérium & =—=
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Piikladem miZe byt napf. méfeni nezaméstnanosti v celé republice pomoci nezaméstnanosti
v jednotlivych okresech, kde

r je pocet registrovanych a dostupnych nezaméstnanych v i-tém okrese,
s, je pocet ,,zaméstnanych* aktivnich v i-tém okrese,
n je celkovy pocet okrest.

Pravdépodobnostni popis

2.
Kritérium ¢ =—"=-—— je ndhodnd proménnd, jejiz hodnota je ddna vysledky

I
=1 i=1

i

=

hi
jednotlivych experimentli (nebo zjistovani). Kritérium ¢ =——=—— upravime do tvaru
Lt 2.
i=1 i=1
1 . y . . . o S c
& = — = . Déale budeme predpoklddat, Ze zname distribu¢ni funkci ndhodné
1+77]1
S;
1+-=—

n
2
i=1

VP 1
proménné 7,: F, (x) .

n

Potom pro distribu¢ni funkci &, bude platit F, (x)= P, < x}= P{l ! < x}. Vzhledem

k uvedenym piedpokladiim miZeme provést nasledujici tpravy Fj (x)= P{l ! < x} =

:P{l<1+77n}:P{l—1<77n}:1—P{77n<l—1}:1—F,7 (l—l). Tim je distribu¢ni
x x x "X

n
2.5
funkce kritéria &, urena distribuéni funkci ndhodné proménné 7, = =

n

Shrnuto:
F, (x)=0&x<0

F. (x)=1-F, (l—l)@0<x<l
8 "X

an(x)zl(:nch

! Tato distribuéni funkce bude uréena dle. Dile nejsou diskutovany ,,patologické* varianty takového poméru.
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Distribu¢ni funkci nahodné proménné 77, .

n

Zl n n
F, (X)—P{nn<x} P{EL—<x _P{ZS <x2r}= {Zsi—x25<0}=(A)

Zr

1

i=1
i s

1 n
Pouzijeme nasledujicich pracovnich oznaceni: e, =— Zeir; e = i
n i

Nédhodna proménna ZSI. —erl. maé stfedni hodnotu E{Zs —er} n(e, — xe,). Pro
i=1 i=1

jeji rozptyl I1ze odvodit:

{zs _xzr} {[(z _xgr,]_n(es_xe,)}z}ﬂ{g[(si_es)_x(rl._e,)r}:
D R e e R (0 =

= _n [E{(sl. —e, )2 }+ sz{(rl. - er)2 }— 2xE{(sl. —e, )(rl - er)}]: n[O'f + x20's2 -2xp, 0.0, a

tomu odpovidajici smérodatnd odchylka G{Zn: 5, — xzn: r,} = \/ nlo? +x*c? —2xp, 0,0,
kde:
s 1 n 2 ) 1 n n
ot =2 Y Eln-e )} of =2 Y E{s e V) p oo = S E(s e ) e, )
i=1 i=1 i=1

a x je pevnd, dand hodnota ve které pocitame distribu¢ni funkei F,, (x).

Nyni jiz mGZeme pokraCovat v odvozeni distribu¢ni funkce ndhodné proménné 7, :

(A)= {Zs —er<0} {(zs —xgrij—n(es—xe,)<—n(es—xe,)}:
(;Si—xzrij—n(es— )

\/n[of+x lop —2xp”ogo;] \/ lo? + x*6? —2xp, 0,0,]

—n(e, — xe,)

=P =(B)

113

Pravou stranu nerovnosti ,,uvnitf pravdepodobnostl 1ze upravit nisledovné:
—n(e, —xe,) (e, —xe,)

\/n[of+x o’ —2xp, 0,0, \/0' +x°0% -2xp,,0,0,

- (Zs—erj—n re)

\/ [0' +x’07 —2xps,,0'5,0',J

Leva strana této nerovnosti je centrovand a normovand ndhodnd

proménnd, jejiz distribuéni funkce srostoucim n konverguje k distribuéni funkci
centrovaného a normovaného normélniho rozdéleni

T
x e 2dz , ): e ? |. Dukaz tohoto tvrzeni a jeho mozné varianty (a
e [ L j j ,
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dalsi dodate¢né predpoklady) lze nalézt napt. v Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972 str. 374-382.

Proto pro dostatecné velkd nplati (B) = ®| — Jn

Shrnuto:| E, (x) = P{y, <x}=®|-/n

2 -
oS assdep oo

Distribuéni funkci nahodné proménné ¢, .

Podle dfive odvozeného vztahu F, : (x)=1- F,l (l -1)©0<x<1 muZzeme dostat
! "X

distribu¢ni funkei kritéria &,

1
(es —(—l)e,j
F.(x)=1-® —n = s0<x<l.

» (1Y L (1
GS + 7_1 O-r _2 7_1 ps,ro-so-r
X X

To je pomérné komplikovany vyraz, avSak snadno vycislitelny (numerickd realizace
funkce ®(x) je dostupné ve v&tsiné programovacich prostiedkii véetné jejf inverze).

Reprezentace bodovym odhadem (parametrem)

wev s

Pro dany typ rozdé€leni je nejdostupnéjSim reprezentativnim parametrem medidn. Je to feseni

1 e
- l)er = ‘xmed = -

rovnice F; (x,,,)=1/2.Tedy e =( .
" e, te,

X

med

Toleranéni meze®

Hledime &isla x, <x, takova 7e plati P(x, <& <x,)=1-a@, kde a je hladina
vyznamnosti. Vztahem P(xL <& < xU)zl—a nejsou Cisla x, < x, urcena jednoznacné.
Proto zvolime a=a, +a,; 0<a,a,,a, <1 tak, 7e P(x, <& )=a, & P& <x,)=1-q, a
P((fn < xL) =a,. Vyjadfeno pomoci aparatu distribu¢nich funkci: an (x,)=1-¢,

an(xL)za'z,

? Pojeti toleranénich mezi ndmi pouZité je jednoduché a lisi se od [2]. Piedpoklddame 7 dostatené velké a tim i
piislusné bodové odhady s pfijatelnou reprezentativni schopnosti.
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1
R . —(——-1)e,
x, pak bude feSenim rovnice [e“ ( ] ,
L P 1-@| -/n _ =a,
\/O'SZ + (1— 1] ol - 2(1— ljp”oi‘a,
X X ’
tedy i [e‘ - (Z_ l)e'j , to pii vyuziti inverzni
l-a, =®| -+n

2
\/af + (1— lj ol - 2(1— lJp“ogo-,
Xp Xy T

funkce @' (x) k funkci ®(x) d4

(es - (i - l)erJ
o (1-a)=—n =

2
ol + (1 - 1} o - 2(1 - 1}05 0,0,
XL XL ’
1

z =——1, budeme hledat kofen rovnice
XL

. Pouzijeme-li pracovni oznaceni

& (1-ag) e 4 (1-a) [P 0 220, 0,0, =, ~ze,).
Jol+2'62~22p,,0.0,

Ten bude obsazen mezi feSenimi rovnice

[CID_l (1-a, )] ’ (0'52 +7°00 - 2z,0”0'5.0'r): nle,—ze,)’. Pro piehlednost pouZijeme dalii

[q)*l (1 -, )] ’
n

a(o-s2 + Zzo-f - 2Zps,ro-so-r)= (es - Zer )2 = esz + 2263 - 2Zeser

pracovni oznaceni = a . Pak hleddme kofen rovnice

a po uprave: zz(acrf —ef)+ 2z(ese, —p”aO',O's)+ (610'5 —ef)z 0. Tuto rovnici lze, pro
prehlednost, piepsat do tvaru: Az” +2zB+C =0,
kde A= (aO'f —e’ }, B= (eser —p”aO',O'S}, C= (aO'S2 —ef). Nalezneme jeji kofeny:

_—B*+B*-AC

T, = 1 . Tyto kotfeny ovéiime pro rovnici:

o '(1-a,)
Jn

(umocnénim jsme v pfedchozim odvozeni ,pfidali“ jeden koten). Z uZzité transformace

\/of +7°07 —22p,,0,0. +(e, —ze,)=0. Jeden znich rovnici vyhovi z., jeden ne

1
z. =— —1 dostaneme x, = .
X, 1+z.

Pro vypocet horni meze budeme vychazet ze vztahu:
[es - (i - l)e,J
X
a, =® -n d

2
\/0'3 + (1 - 1) o’ - 2(1 - lJp”O'SO',
Xy Xy
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Postup pro vypocet horni meze bude ,,shodny* s postupem pro vypocet meze dolni jen s tim

ot )]”

n

@' (er)
T GYZ+Z26§_ZZ vravar—i—et_zer :0'
" Jo p..0,0, +(e,~ze,)

rozdilem, Ze =a a ovefovaci rovnice pro vybér sprivného kofenu bude

Prijatelnost asymptotické reprezentace (prakticky pohled)

Pfedpis pro asymptotickou verzi distribucni funkce F; (x) obecné nemusi byt distribu¢ni
funkei a obvykle ji také neni. Nejen to, & je ndhodnd proménnd definovand na intervalu
(0,1> . F; (x) svym pfedpisem tento interval pfesahuje (a to nenulovou nebo ne-jednotkovou

hodnotou). Téchto skuteCnosti lze vyuZit k testovani pfijatelnosti takové asymptotické
reprezentace. Pro pfijatelnost budou zajimavé dva pohledy.

1. Naintervalu (0,1> by m¢la byt funkce F; (x) neklesajici.

2. Hodnota F; (x) ,,v nule” by méla byt nezdporna a mensi nez zadané malé nezéporné
¢islo B,. Hodnota F, : (x) ,,v jednotce by neméla piekrocit jednotku, ale méla by byt

vetsi nez zadané ¢islo 1—- f,, B, nezdporné, dostatecné malé.

Prvni pozadavek
" y o . d )
Ke splnéni prvniho poZadavku staci urcit d_F s (x)=f: (x) a testovat nezdpornost f, (x)
Wk f f

na intervalu (0,1>. Pro ptehlednost opét pouZijeme pomocnou ndhodnou proménnou

Z:l_l’ kde ﬂz_iz a Fg(Z)—l d| — ( —Ze) 0< z2< 400,
x dx x JG +Z _ZZPYYO-YGV
Potom:  f, (x)_ d Ff (z) = d Fg (Z) j 1—-®| —/n (es—ze,) dz
2

Jo!+2%0’ ~22p, 0,0, ||
) dz . c o c
Vzhledem ke znaménku o je pro znaménko f; (x) rozhodujici znaménko
N ,,

d (e —ze, )
\/0 +27'0; =22p,,0,0,
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N R le, —ze,) =
dZ \/0-92 + Z2O-r2 - 2Zps,ro-so-r

— _\/;¢ _ \/; (es B Zer) er (0-92 - Zps,ro-so-r)-i_ es (Zo-r2 _ps,ro-s r)
\/O-v2 + Zzo-f - 2Zps,ro-so-r ;

0.0,

s,rs

(62 + 226> —22p
Podminka f, (x)20 bude proto splnéna pro takové z= i —1, pro které bude
e,(o"f —zps,,O'SO'r)+ e, (zO‘,2 - ps,,O'SO'r)Z 0. Pro jeji testovani je rozhodujici ,,zlomovy bod*,
tj. feSeni rovnice e, (O’f - zps,,O'SO',)+ e, (zO',2 - p”o;o;) =0 aodtud z= s Pus0: =40, .
0, €,0, = p;,€.0;

. . L .. P,.e0, —e0, ,
Aby takovy ,,zlomovy bod x‘ byl mimo interval (0,1> stati ———————= <0, nebot
eso-r - ps,rero-s

1 . o . e e ‘
x=——_ ProtoZze v ,medidnovém bod¢&* X, = —t—= z ,  =— je
1+z e +e. ¢
2
(90'—60') ) ; p.,€.0,—e.0.
er (0-72 - Zmedlos,rasar )+ es (Zmedo-r2 - los,rasar) =" 2 O, Je podmlnka Isrsr rs S 0
& €,0,—p, 0,

nutnou a postacujici podminkou pro f, (x) 20;0 <x <1. Pokud bude tato podminka spln¢na,

fekneme, Ze asymptotickd aproximace je korektni. Korektnost ma velky vyznam pro ,,mald
n“, pro dostatecné velkd n * bude ptipadnd ,,oblast poklesu distribu¢ni funkce zanedbatelna
z pohledu vzniklé odchylky.

Poznamka: Uvedend podminka korektnosti nezavisi na n = poctu pozorovani.

Druhy pozadavek
Pokud budou ddna ¢isla 0 < B, B,, B = B, + B, <1, miZeme o asymptotické aproximaci fici,

Ze je [ -ptijatelnd, kdyZ budou splnény nerovnosti 12> F, () 21—/, a 0< lirr(} F. (0)< 5.

F.()=1-® —Vn 2|, limF, (1) =1-®| Jn = | a
" lo x—0, " lo

N r

2
1_q>(_\/;ﬁJ21_lgl - n> O-; (@'(8)f, kde @'(x) je funkee inverzni
o e

R 5

k funkci @(x), 1—@(&2}3[3’0 = n z"—;z(qa-l(l—ﬁo))z.

r r

Shrnuto: Na to aby asymptotickd aproximace byla S = + f, piijatelnd, je nutné a staci

T

s r

Priklad vyuZiti pro tolerancni meze u nezaméstnanosti:
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Distribuéni funkce - nezaméstnanost CR 2008-éerven
————— Dolnimez0,5% (h.v.) =3,9%
—— Median =5,0%
--------- Hornimez0,5% (h.v.) =6,8%
Zlomové Z -239,3
Zlomové X -0,004

PFijatelné BETA | 0,001%
PFijatelny pocet | 27,25
Skute&ny pocet 77
Detaily vypoctu viz soubor: Nezaméstnanost 0806.xls.
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Tézké konce a dusledky pro statistiku.

Rozdé€leni s t¢Zkymi koci jsou takovd rozdéleni, pro kterd je pravdépodobnost ,.extrémnich
hodnot* sice mald ale ne nezadatelna jako napt. u normalniho rozdéleni. Piikladem takového
rozdéleni je vySe uvedené Cauchyho rozdéleni. Existuje vice definic ,,t¢Zkych konci* a i vice
ndzvl tohoto jevu. Napft.:

Heavy tailed distributions Distribuce s téZkym koncem (konci, zbytky)
Fat tails Tlusté konce (zbytky, zbytkové pravdépodobnosti)
Long tails Dlouhé konce

Tento jev reprezentovan pomoci empirickych distribuci a i simulovanych hodnot vypada
nasledovné (srovnani cauchyovskd a normélné rozdélend data, nazorny piiklad):

o
0,9 -
08 i

—=—Empirical distribution, simulated Cauchy data —=—Normal approximation I

5
17
19
23
25

21

Srovnani Cauchyovskych dat s ekvivalentnimi Gaussovskymi

-100

-150 -

‘— Cauchy — Gauss ‘

-200
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500
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Paretovska data a srovnatelnd data z exponencidlnim rozdélenim (méné€ ndzorny piiklad).
31
29 -
27 }Simulované data se srovantelnymi rozdélenl’mili
25
23
21
19
17

‘ Pareto —— Expon. ‘
1,0 \
\| =
0,9 \\
/
NRVZ
T/
0,6 /
0,5
0,4
0,3
0,2 -
0,1
oo, I ——
"o T o N 0o ToN 00T mN©OOT MmN GO TN OO HNOO T - O
v—v—v—NNnmn<r<rtntnmowhhhmwmmm‘gg;;;ggc‘ggc‘gy_‘w_g
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Definice ,,téZkého konce* vychdzeji z nékolika pohledd. Prvni z nich pouZiva nésledujici
podminénou pravdépodobnost pro popis ,,velkych odchylek*:

P{X > x+u/X = x} pro libovolné u > 0;xe R,.

P{X 2x+u}=1—F(x+u): S(x+u)
P{X > x} I—F(x) S(x)

charakterizujici je pak i(u) = lim S (x +u)
X—>+oo S(x)

. Rozdé€leni

Potom: P{X > x+u/X > x}=

P13

. Takovy zptisob ,,méfeni” demonstruje nasledujici

obrazek:
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Demonstrace ,,indexu konce*.
Primarng limita i(x)= lim S(;C(-i_) ) vede na neurcity vyraz — , uZzije se I’Hospitalova pravidla
X—>+oo X
flx+u)
a pak: i(x)= lim
= f(x)

Poznamka: Uvedeny formalismus popisuje chovani ,,pravého konce* (pravého chvostu)
rozdéleni. Bez problému jej 1ze ptizpisobit i pro levy konec.

Poznamka: Takovy rozbor konct rozdéleni ma smysl a logiku jen pro rozdéleni, kterd jsou
definovana nad alespon, z jedné strany, nekonecnym intervalem.

(x4
e 2 dostaneme:

1
om0

Pro normélni rozdéleni s hustotou f,(x)=

(xtu-u)
1 e (st 2 2
N 207 _ _
i(u): lim f(x+u) = lim 270 — = lim ¢ — = lim ex (x ,u) _(x+u ,u) =
x>t f (x) x—>too 1 (x-n) x> (x—p) Yoo 2052 207
e 202 e 252
2ro

:}L‘EPXF{(X_W;gzm_ﬂ)z}:}if}}fx{ 2“(9620#) }_hmiex{ 2u(x— ﬂ] { ﬂzo

Pro exponencidlni rozdéleni s hustotou f,(x)=/¢"* dostaneme:
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. K
Pro Paretovo rozdéleni s hustotou f, (x) = dostaneme:

X
K
T \k+l k+1
i(u)zlimM: TR N GO T Y
X—>+o0 f(x) X—>+oo K X—>+o0 X _|_ u

(x)k+1

Uvedené tfi piiklady ,,jsou reprezentanty* ti tiid chovani konct u riznych rozdé€leni.

Prvni: Tato rozdé¢leni (zde normaélni rozdé€leni) ,,jdou k nule velice rychle — nad exponencidlni
rychlosti* maji tedy zanedbatelné konce.

Druha: Tato rozdéleni (zde exponencidlni rozdéleni) ,,jdou k nule exponencialni rychlost
N¢ekdy jsou slu¢ovéna pod jednu tiidu exponencidlnich rozdéleni (s exponencidlnimi konci).
Treti: U téchto rozdé¢leni (zde Paretovo rozdéleni) je pokles k nule velice pomaly a

P{X > x+u/X >u} bude pro dostate¢ns velka u prakticky jednotkova.

413
1.

Tuto skutecnost reprezentuje i ndsledujici obrazek:

1,00
0,95 — “te .
0,90 — LT
0,85
0,80
0,75 \
0,70

0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
035

y &
"

0,30

AN
0,25 \
0,20 N

0,15 '\

0,10 AN L
0,05 < ==
0,00

Laplace Double-exponential S(x) Cauchy S(x)

C¥Y3

Demonstrace tif skupin ,.koncti* rozdéleni..

Pro statistické potieby je ,,jev té€Zkych koncl“ vyrazny u vypoctu kvantilii (nejen), specielné
jejich citlivosti na malou zménu vstupni hodnoty.

Piiklad: pribéh hodnoty kvantili u rozdéleni N(0,0 ) a normovaného a centrovaného
Cauchyho rozdéleni, ¢ je voleno tak, aby ob& rozdéleni méla shodné kvartilové rozpéti:
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— Odpovidajici normadini kvantil — Odpovidajici cauchyovsky kvantii

Redlné ,,métfend data* obvykle nemivaji rozdéleni s ,,t€Zkymi konci®, avSak ty mohou vznikat
zpracovanim (napft. zde demonstrovanymi poméry). Ale v ekonometrickych (ekonomickych)
dlohich je pomé&r (podil) témét standardni a neopominutelnou operaci, proto je nezbytnd

velkd opatrnost.
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