Testovani hypotéz, sekvencni testy, vice vybérové testy, testy
zaloZené na bayesovskych postupech.

Waldovy testy — opakovani.

Tradi¢ni Wald(v text ma nasledujici strukturu (pro jednoduchou hypotézu a pro jednoduchou
alternativu):

fA(xz)
1709
fA(x,)>
1703
%) _

1. Pfijmeme hypotézu H, pokud:

2. prijmeme alternativu A (pfijmeme hypotézu H), pokud:

’

3. pokradujeme v pozorovani (doplnime nahodny vybér), pokud: b < H

L f ) S

kde, Cisla a,b jsou volena tak, aby byly dodrieny poZadované hodnoty chyb pravdépodobnosti

prvého a druhého druhu.

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu: a:P(zamitameH/H plati). & je pravdépodobnosti

chyby prvniho druhu = hladinou vyznamnosti testu = velikosti kritického oboru. Pravdépodobnost
chyby prvniho druhu je téZ nazyvana hladinou vyznamnosti testu.

Pravdépodobnost chyby druhého druhu: 1- B = P(zamitame A/ A plati ).
Pravdépodobnost [ je pak nazyvana silou testu Sila kritického oboru (testu) je pravdépodobnosti

zamitnuti hypotézy za platnosti alternativy.

o falx)
i Su (xi )

Za daného typu llohy je dilezZité ¢islo N = min{n; ¢ (b,a)}, tj. nejmensi pocet krok( za

ktery testovani skonci.

l_ﬁ & ﬂ
-« a
Jejich odvozeni a diskusi Ize nalézt v: Marie Huskova: Sekvencni analyza, skripta MFF-UK, Praha 1982,
str. 10-11, 33-34 (pozndmka, tam je pravdépodobnost chyby druhého druhu znaéena [3) nebo
C. Radhakrishna Rao: Linedrni metody statistické indukce a jejich aplikace, ACADEMIA, Praha 1978,
str. 518-520. Vyhodou takové aproximace je, Ze nezavisi na typu rozdéleni pouzitého pro formulaci
hypotézy a alternativy. Naopak nevyhodou muzZe byt, Ze oproti teoretickym mezim mlzZe dochazet

k zvySeni potfebného poctu krokl k ukondeni testu. PouZiti takové aproximace také dava omezeni na

Problémem je urcit dand Cisla a,b. Lze viak pro né dostat jejich aproximace b=

moznou volbu hodnot chyb prvniho a druhého druhu. ProtoZze musi platit: b<a je potrebné, aby

B

1_’3 <= o 0<a< B<1.Tj. pravdépodobnost chyby prvniho druhu je mensi neZ
- o
sila testu. Takovd podminka nebude v praktickych ulohach Cinit vétSinou problémy. Také pouziti

_1-B . B

aproximaci b —1 ;a =" v praktickych Glohach nepovede k velkému zvyseni po&tu kroki testu.
- o

bylo splnéno

A

Proto budeme nadéle ztotoifiovat b=b;a=a. Vtéto pfedndsce nebudou Fedeny problémy



skonceni testu a problémy existence ,lepsiho testu”. Zde je na misté odkazat napt. na predndsky
z pfedmétu SA1, nebo lépe: Marie Huskova: Sekvencni analyza, skripta MFF-UK, Praha 1982.

Walduv test hypotéz (y) o parametru alternativniho rozdéleni

MnozZina hodnot ndhodné proménné je, vtomto konkrétnim pFl’padé {0 1} Pravdépodobnost

takového rozdéleni je pak: P(x) = p*(1—p) ™. Pomér H Sl b de H pill=p,)"
H (xz i=1 PH pH)
Rozhodovaci pravidla v zakladnim tvaru jsou:
- , I DA (1_ Pa B
1. Pfijmeme hypotézu H, pokud: = — < b,
i=1 le(l_pH) l
. , , e pa(l=p,)™
2. pfijmeme alternativu A (zamitneme hypotézu H), pokud: H 4 A-—2>a,
i=1 le(l_pH) l
o il p,)”
3. pokradujeme v pozorovani (doplnime nahodny vybér), pokud: b < Pa 4 —<a
i=1 p;}(l_pH) l

Uvedené nerovnosti lze zjednodusit na zakladé nasledujicich konvenci a Gvah:
n, :|{x. X :0}|;nl :|{x. X, = 1}|;n0 +n,=na

—X;

HpA pA)” <C<:>1ngA(1_—pA))i<lgc<:>Z(xlg(ij (1—xi)1g(11:mjj<c,

i=1 PH i=1 PH pH
kde <e {<,> _,_} aC=lgc,ale

> xilg(p/*j +(1- x)lg(l pAJ =nllg(ﬂj+nolg[l_“j.
par Pu I-py Pu I-py

Proto:
1—
1. Pfijmeme hypotézu H, pokud: n, lg( J+n0 lg( Pa |< B,
Pu 1-py
1—
2. pfijmeme alternativu A (zamitneme hypotézu H), pokud: n, lg( ]+ n, lg( Pa|> A ,
H 1= py
. . - Pa 1-p,
3. pokracujeme v pozorovani, pokud: B<nlg —= |+n,lg <A.
Pu 1-py

1—
Odtud: za pfedpokladu Pa # 1, bude platit, Ze jedno z ¢isel lg( J: L, lg( Pa J: L, bude
Pu Pu I-py
kladné a druhé zaporné.
1—
>1= ——Pa
Pu 1-py

g Pa

Namét: Dokazte. Navo <1 a naopak.



Budeme fesit Ulohu: Pokud test dosud (=za n pozorovani) nerozhodl, ,kolik dalSich pozorovani
mame doplnit“’, aby test s dost velkou pravdépodobnosti (pfedem danou) rozhodl.

Rozhodovaci pravidla |ze pfepsat do tvaru:

1. Pfijmeme hypotézu H, pokud: nL +n,L,<B,
2. prijmeme alternativu A (zamitneme hypotézu H), pokud: nL +n,L,=2A,
3. pokracujeme v pozorovani, pokud: B<nL +n,L,<A.

Déle budeme predpokladat, ze 0< p, < p, <1.Odtud plyne: L, >0 a L, <0.
Pro hypotézu H = p = p,, aalternativu A= p = p, je situace zfejma. Pro hypotézu H=p<p, a
alternativu A= p = p, je situace analogickd (Namét: zddvodnéte).

Po n,+n, = n pozorovanich (experimentech) tedy plati B<n,L, +n,L,<A.

Priklad (motivacni, pro nazornost):

a=0,05 1-4=0.05 p,=0,025 p,=0030

Interpretace p, =0,025 je akceptovatelna pravdépodobnost produkce zmetku, p, =0,030 je jiz
B _ 095 _ 19:h = ﬂ _ 0,05

nepfijatelnd pravdépodobnost. Meze rozhodnuti a ="~ =19;b= ———=0,05263,
a 0,05 l1-a 095

- . B 0,95 -4 0,05

ejich logaritmy A=1lg—=1g——=2944;B=1lg——=1g—>——=-2944

el Togarmy A= o T 0,05 1-a 2095

L=lg P4 |= 1g(0’030j =0.18232, I, =Ig 1=ps|_ 14%} —_0.069

Py 0,025 1-p, 1-0,025

Rozhodovaci pravidla pro tento ptiklad:
1. Pfijmeme hypotézu H, pokud: 0,18232n, —0.069n, < -2.944,
2. pfijmeme alternativu A (zamitneme hypotézu H), pokud:  0,18232n, —0.069n, > +2,944,
3. pokracujeme v pozorovani, pokud: —2.944 <0,18232n, —0.069n, < +2,944 .

Interpretace testu (moZna varianta realizace):

Potvrzovaci, dvoustupriovy, test:
—2.944
—-0,069

n =n,), test konci konstatovanim, ze ,produkce zmetk(“ je na akceptovatelné drovni. Pokud plati

Vybere se ndhodny vybér o rozsahu n z[ —lz 43, pokud mezi nimi neni zadny zmetek (tedy

0,18232n, —0.069n,, = +2,944, test kon¢i konstatovanim, Ze ,produkce zmetkd“ je na nepfijatelné
drovni. Pokud plati —2.944 < 0,18232n, —0.069n, < +2,944, vybér se doplni nejmensim poctem
produktl, tak aby byla potencidlni moZnost potvrzeni akceptovatelné urovné. Tj. hleda se nejmensi
cislo Riop pro které by platilo 0,18232n, — 0.069(n0 + 1y, ) <-2.944,
. 2,944 0,18232
tj. Ry = +

0,069 0,069

v néjaké ,mirné” programovatelné kalkulaéce nebo tabulkou. .....

n, —no—}2’_42,6+2,64232n1 —no-‘. Vypocet n,,, je dan algoritmem

1 . . v . s s v P I s . v .
Formulace je velice nepfesna ale ndzornd, pocet nutnych pozorovani je ndhodna proménna.



Test konéi konstatovanim o akceptovatelné urovni zmetkii nebo konstatovanim o nepFijatelné
tdrovni nebo ,slabsim vyrokem®, 7e ,,akceptovatelnou troveri zmetkii*? nelze vyvrdtit.

Silny vyrok o neakceptovatelnosti, znamena nepfijeti dodavky. Slabsi vyrok muze byt nasledovan
bezplatnym doplnénim dodavky o urcity pocet kusi (Namét: pokuste se stanovit jak velky by mél byt
objem takového doplnéni).

Exaktnéjsi pojeti takového dvoustupriového testu je vtom, Ze druhy stupen nebude Waldovym
testem ale klasickym testem bez ,intervalu neurcitosti”.

Nasledujici tabulka demonstruje typy rozhodnuti, pro dané konkrétni zadani, podle poctu
pozorovanych zmetk( (vad) v prvnim stupni testu:

)
h4 o3 2
4 = g X
7] E Xz [e}
N > g £
(1 a N = s.
>8 é '8
g I
0 43| -2,9670|] Akcept
Dopliikovy
42| -2,7157| P°P" VY
test
Dopliikovy
test
23 20| 28134 Doplrikovy
test
24 19| 3,0647| Nep¥ij
Nepf¥ij
43 0| 7,8398] Nep¥ij

Nasleduje tabulka rozsahu doplrikového vybéru:

a>. s

é%ﬁégﬁﬁé

BRI
1 42 a
2 41 7
3 40 11
4 39 15
5 38 18
6 37 22
7 36 26
8 35 29
9 34 33
10 33 37
11 32 40
12 31 a4
13 30 48
14 29 51
15 28 55
16 27 58
17 26 62
18 25 66
19 24 69
20 23 73
21 22 77
22 21 80
23 20 84

2 Akceptovatelna drover zmetkl = AQL=Acceptable Quality Level.



Diskuze: V oblasti takovych provoznich testt existuji dvé zakladni alohy
1. Navrh takového testu

2. Analyza hotového testu. Zde napf. soucdsti odbératelské smlouvy budou odpovidajici tabulky
pro prejimaci test. Ulohou je zjistit (popf. prekontrolovat) jakou (v testu implicitné
vyjadrenou , kvalitu”) predpoklada a zdali jsme jako dodavatelé jeho poZadavky spinit.

Bayesovsky inspirované modifikace

Klasické formulace takovych Waldovych testd maji jeden problém, jsou pouZitelné jen pro néjaké
sloZzené hypotézy a alternativy.

SloZend parametrickd hypotéza (napf. H = p < p, ) miZe byt ,matematicky” formulovand jako
jednoducha hypotéza o ,rozdéleni pravdépodobnosti parametru®.

Tedy: rozdéleni pozorovanych hodnot je reprezentovano hustotou (pravdépodobnosti, v diskrétnim
pripadé) zavislou na parametru f(x;p).Takovou hustotu mizeme chapat jako podminénou hustotu

def

pfi daném (jiz nahodném) parametru f(x;p):f(x/p). Hypotézu (¢i alternativu) lze pak

formulovat hustotou vyskytu daného parametru wH(p). Napf. pro H =p<p, bude jednou

1
z pfirozenych formulaci wy, (p) =— & 0< p< py, jinak w, (p)=0, tj. rovnomérné rozdéleni
Py

hodnot parametru pro interval 0< p < p, . Potom rozdéleni za platnosti takové hypotézy. Bude

rozdéleni dat fH(x): If(x/p)WH(p)dp. Obdobné, pokud je alternativa formulovana
def p

hustotou w, (p), dostdvame pro rozdéleni dat, pfi platnosti alternativy

fA(x): If(x/p)wA(p)dp. Aby byla takova uloha formulovéana korektné, je nutné, aby existovala
def p

mnoZina P Cdef p, takova 7e, peP =w, (p)= wA(p) a navic  plati

J.WH(p)dp>O neboJ.wA(p)dp>O. Tj. obé ,parametrové hustoty” se musi li§it na mnoZiné
e e
nenulové pravdépodobnosti.

Gt pwa(prap

Testové kritérium pak bude vypadat H JJ:A((X")) = H def p . Rozhodovaci pravidla
i=1 Ju\X; i=1 J‘
f('xi /p)WH (p)dp
def p

se pak budou liSit podle toho, zda se jedna o Walduyv, ¢i jiny, sekvencni test nebo o test klasicky.

Jinou, exaktnéji formulovanou a analyzovanou modifikaci, Ize nalézt v Huskova M.: Sekvencni
analyza. Praha 1982, skripta MFFUK, str. 59-62.



Priklad: Test (y) o parametru alternativniho rozdéleni. MnoZina hodnot ndhodné proménné je,
vtomto konkrétnim pripadé, {O,l}. Pravdépodobnost takového rozdéleni je pak:

P(x):px(l—p)l_x. Klasicky formulovana bodovd hypotéza a alternativa necht jsou

0< py < p, <1.Takovym formulacim mohou odpovidat ,vdhové parametrové hustoty”

1 3 1 ..
wy(p)=—&0< p<p,;w,(p)=0jinak a w,(p) = 1 & p,< p<lLiw,(p)=0 jinak.

H —Pa
Potom: fH ()C) = (pTHj (2_%) a fA(X) = (—1+2PA) (—1 _sz) .

Testové kritérium pak bude:

(HpA)x‘(l—pA)l_x’ ) )
V(xl,...,x )_ﬁfA(xi): - 2 ‘ 2 - :(1"'17/;}(1_1%}0 a
A (xi) i=1 (P,.,jx(z_PHJl : Py 2-py
2 2

v logaritmickém vyjadfeni: L(x,,....x,)=1n, lg(l-i_ pAJ+ n, lg( 1= p, J, tedy
DPu 2= py

L(xl,...,xn):nll,1 +nyL,, kde L, = @[MJ al, zlg[ 1-p, j

H

I+ 1-
Némét: srovnejte L, (xl,...,xn)z n, lg[ pAJ+ n, lg(2 Py J v ,bayesovském pojeti” s klasickou
Pu ~ Pu

1—
formou L, (x,,....x,)=n, lg(&J +n, lg[ Py j . Viz ndsledujici obrazek.

H l-py
4,000
3,000 L1b(pA)
2,000 L
1,000 -
~ —— L1k(pA)
0,000 -
(Rt A
-1,000 S
e, | oo o) .,
_2,000 — ] S R Lob(pA)
3,000 e s
_4[000 .-:': ....... Lok(pA)
-5,000 :
-6,000 _ -
pH=0,10
ONOINOINOINOINOINOINOINOINOINO
O\O\FLH\(\LN\M\(”)\q\qqm\q@\h\l\w\oo\m\m\q
eleololololololololololololololololoNoNal |




Testy hypotéz o parametru stiedni hodnoty, normalné rozdéleného
nahodného vybéru

Klasicky test: Testové kritérium bude:
IR 2
1 —20_2 ;(Xi —H4)

/ I < N
n ) g _ 22((Xi_ﬂA)2_(xi_ﬂH).)
L ()Cl,...,xn): I I fA(xl) = ( 2 ) 2075

' 1

— =e
2 H )
20° ; "

a jeho logaritmus:

(s = Y2l $ 2 -y~ 1)

L(x,,....x,)=1gV (x,....x, ) = — Py

(1)_2 é((xi _:UA)Z — (% — iy) )_

= L(xl’ X, ) %(2;_(/1/4 +:uH))
Bayesovsky motivovany test:
(x— w?*
)= [ £ pw, (u)du = I 2y, (i

def 1
Budeme déle pracovat sklasicky formulovanou hypotézou H = > i, a alternativou

A=< sy < My -
Jako ,vahovych hustot uzijeme” nevlastnich hustot wA(,u)z leu< ,uA;wALu)z 0 jinak a
wy (W) =1 u> m,w, (1)=0 jinak  Proto:
(=)’
IfxﬂwA(ﬂdﬂ I —¢ 20° dﬂ:l—cp(x_—”/*ja

def 1

= (x—,uz)z B
x): Jf(x;ﬂ)wA(/l)dﬂ: Jame 20 dﬂ:q)(mj. Za uvedenych predpokladt

def u My °c

* 1— q)( IUAJ
H fa(x) = H—O- a jeho logaritmovand

i=1 f;(xl) i=1 cp(xi _ﬂﬁj

o

bude testové kritérium: V(xl,...,xn)z

s e - (S R



H
|

Nazor na ,klasifikacni“ schopnost obou verzi logaritmovanych testovych kritérii si lze udélat

z nasledujiciho obrazku, ve kterém ,pozorovana“ (generovand) data maji nasledujici parametry:

—
c
‘©
>
o
£
<]
N
o
a
Minimum -8,411
Prdmér -0,162
Median -0,605
Maximum 10,653
StD 4,269
Pocet 48
180
175
170
165
160
155
150
145
140
135
130 ,‘/
A
125 /
A
120
115
110
105 /
g
100 %

95

90 e

85 A 7

80

7

75 5

70 7 i

65 <

60 7

/ A

55 7 7

50 ~

45 A

A A

40 - ,

35 L~

30 -

25 ‘\\ —

20 N 1 A

I~ e

;Z T A1 I~

L — L

5 4 eled ———

0 Vv Hodnoty mi-H
Q0000000000000 00O0000O D000 0O00000000000000000000000000000O0O000O0O00O00O0
SREINOREINOROINOREINSROEINONTIORONTORONIORONTORONIENONTIORONTORONIORS
\lliﬁl?ﬁl?ﬁlNlhﬂliNlhﬂliNI!hllhllhllhllhll‘-l<FIC.TO.OI:FICOIOIOIOIOOOOOHHHHHNNNNNMMMmmﬂ‘ﬁﬂ‘#ﬂ‘mmm\nmm@m@ol\l\l\l\l\w

Squ,ekl’dsické Skore bayesianské LR XN mi-A=0,0

Priibéh ob'Qu-'§k'c')re v zdvislosti na formulaci hypotézy, pfi pevné alternativé. Hodnoty klasické skérovaci funkce pod
hodnotou pevné alternativy jsou nekorektni, maji zde demonstrovat moinost bayesovského pfistupu testovat i
,nedisjunktni“ hypotézu a alternativu.

Poznamka: Bayesovsky modifikovany pfistup k testovani ,,umoziiuje nahradit” ,,porovnavani“ slozené
hypotézy a alternativy pomoci jednoduchych, formulovanych vsak ne v oblastech predpokladaného
vyskytu parametru ale v hustotach vyskytu parametru. Ve vétsiné realnych uloh se takova pojeti lisi
jen v matematickém pfistupu pti formulaci ulohy.
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