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»,Nékteré deterministické konvergence*

Definice: Ciselnd posloupnost x, konverguje k ¢islu X, znaCeno x, — x, pokud plati:

te >0;hy; Un > n, je xn—x|<£ .

Definice A: Ciselna posloupnost x, konverguje k posloupnosti y,, znaCeno x, — y,,pokud

<¢&.

x,—y, - 0.Tedy Ue>0;0h,;Un>n, je|xn -y,

Definice B: Ciselna posloupnost x, konverguje k posloupnosti Y, #0, znaceno X, =Y, ,

Y 1. Tedy Ue>0;lh,;Un>n, jeﬂ—l <Eg.

pokud

n n

Trivialni vlastnosti:
1. x, -y, =y, - x,.Dikaz je evidentni.

2. Nemusi platit ((xn - yn)D(yn >0)):>(xn . ynj. Dukaz: zvolime x, =1 a
n

2

! <l a aby platilo
n n| n

1 . y ) .
Y, =—, evidentné¢ x, — y,, nebot pro n>0 je
n

I 1

o1 1 » . 1 c s s
<¢& stalf —<& = —<n. A proto staci zvolit n, = {——‘ (horni celd Cast). Ale
n & £

a

3. Nemusi platit (xn R ynj:(xn - ynj. Diikaz: zvolime x, =n’+3n+1 a

3.1
2+3n+ I+

v, =n®+n+1,pak lim 2= gim T s gy nont oy pje x -y =2n
”_'+°oyn neren +n+1 ’l—'+°°1+l+i
n I’l2

a odtud je ztejmé x, 4y, .
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Priklad aplikace:

Vyvoj primérnych (pfes zaméstnance a pres mésice) mésicnich mezd v letech 1994-2007 lze
pomérné spolehlivé ,,aproximovat* linearni regresni ¢arou

Primérnd mzda=1 079%letopocet-2 145 081
a to s pomérné vysokym koeficientem determinace R*=0,998.
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Zdroj  dat:  https://www.czso.cz/csu/czso/ceska-republika-od-roku-1989-v-cislech-2017-
24bfnixod8#05

Zajimava a dulezita tloha je popis rastu (zmén) takovych mezd. To povede na studium dvou
posloupnosti: y =1079n-2145081 a x, =y, = 1079(n + 1) —2145081=1079n -2144022,

n=199%4.

Zkoumame-li absolutni rist mezd je pak zajimavy rozdil: x, —y, =1079=x, 4 y,.
x, _1079n-2144022

n

y, 1079n-2145081

Zkoumame-li relativni (procentni) rist mezd je pak zajimavy podil:

2144022
_ 1079n-2144022 _ VP
Potom: lim = lim = lim

netoy o n-te 10790 - 2145081 n~+w1079__21§§9§1

'xn

=l atedy x, - y,.

n
Shrnuto: primérnd mzda, pfi linearnim modelu, nésledujiciho obdobi relativné (pomérove)
konverguje ke mzd¢ soucasného obdobi. Priimérna mzda, pfi linedrnim modelu, nasledujiciho
obdobi absolutné (rozdilov€) ne-konverguje ke mzde souasného obdobi.
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To je demonstrovano nasledujicim grafem:
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Namét: Studujte uvedené jevy, pokud pro dand data pouZijete ,procentni regresi® tj.
=Y (1)

Interpretacné: ,,BliZeni* se jedné ¢asové fady (napt. modelové) k fad€ jiné mlize mit mnoho
vyjadieni, zalezi na tom jak takové ,pfiblizovani méfime*. Volba ,zptisobu méfeni
piiblizovani = pfiijatelnosti modelu* zédleZzi na tom, jak dil budeme s takovymi fadami
pracovat (k ¢emu bude pouzit model).

Konvergence s pravdépodobnosti

Aby bylo moZno zavést pojem konvergence v piipad€ vyskytu nahodilosti a aby takovy pojem
m¢l analogické vlastnosti jako u deterministickych konvergenci, je zapotifebi takovy pojem
pfenést na néktery (deterministicky) popis ndhodné proménné nebo na jeho neprdzdnou ¢ast.
Proto:

Konvergence v distribuci

Necht X, je posloupnost ndhodnych proménnych aX je nidhodnd proménni
s distribuénimi funkeemi F, (x) = F,(x) = P{X, <x}, Fy (x) = F(x) = P{X <x}. Pokud plati
nlirgo F (x)=F(x)Ux ve kterych je F(x) spojitd, fekneme, Ze nahodné proménné X,

d
konverguji k X v distribuci. To bude znaceno X, - X .



VSM, piedndska 1, strana 4

Poznamka: Dilezity je fakt, Ze X je ndhodna proménna, tedy, Ze F(x) je distribucni
funkce.

Priklad 1: Necht X, je ndhodnd proménnd rovnomérné rozloZend na intervalu
0< x<n
<n,n+l>;n2 0;n jecelé, Potom F, (x)=x—n < n<x<n+l
lex>n+l

Je zfejmé, Ze lim F,(x) =0;LxUR,. Tedy posloupnost F,(x) konverguje ke spojité funkci

F(x) =0;xUR,, ktera ale neni distribu¢ni funkeci!

0=x<l1-

Priklad 2: Necht' X, =1- ! je konstantni ndhodna proménna, potom: F, (x) =

n lex>1-

Sl—3 | =

0 x<l
A F(x)=limF, (x) =1 * 1.Protoie (v tomto piipad¢) lim X, = lim (1—lj =1=X.

= X 2 n— +o0o n -+ n
] . ) : 0 x<l y
Tato ndhodna (opét konstantni) proménna md distribu¢ni funkci F|(x) = 1 1 a ob¢
o X

funkce se shoduji na celém definicnim oboru, kromé bodu nespojitosti x =1, tedy jedna se o
konvergenci podle distribuce.

Konvergence v pravdépodobnosti (slaba konvergence)
Necht X, je posloupnost ndhodnych proménnych aX je ndhodnd promeénna,

fekneme, Ze ndhodné proménné X, konvergujii k X v pravdépodobnosti, pokud:
P

Ue>0; lim PQXn —X|<£):1. To bude znaCeno X, - X .

n— +oo

Konvergence v pravdépodobnosti implikuje konvergenci v distribuci. Dtlikaz Ize nalézt v:
Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 318.

Naopak to nemusi platit. Tedy zkonvergence v distribuci neplyne konvergence

d
v pravdépodobnosti. Ale pokud X, - ¢, kde cje né&jakd konstanta, pak se konvergence
v distribuci a v pravdépodobnosti shoduyji.

Priklad 3: M¢&jme posloupnost X, nezdvislych nahodnych proménnych s distribuénimi
0ex<0

funkcemi Fy (x)=F, (x)= P{Xn < x} = x = 0<x<l1 +l, jedna se tedy o posloupnost
! n

n+l

l = )c21+l
n

rovnomérné rozdélenych ndhodnych proménnych na intervalu (0,1+lj. Evidentné plati
n
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0 x<0
d
ImF (x)=F(x)=F,(x)=x « 0<x<1. Tedy X, - X. Ale ndhodnd proménna
1= x21

0 (xs—l)D(xanj

n

1) o s1<x<0

X, — X ma , lichobéZnikové* rozdé€leni s hustotou f, _, (x) = n

= 0<xsl
n+l n
n 1 n+l
1- X o —<x<
n+l n n

Nédhodna proménna |X =X | ma dale rozdéleni s hustotou 4, _ (x) :%"_X(xl-gfx"_X(_x) =20
" =X

Takové hustoty a jim odpovidajici distribu¢ni funkce jsou na nasledujicich obrazcich:
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f(x) = ——F(x) ——h(x) ——H(x) n=1000

Potom PQXn - X| < E) =H,(&) - 26‘(1 —gj #1 pro 0<é&<1. Posloupnost X, konverguje

v distribuci, ale nekonverguje v pravdépodobnosti.

Namét: Podrobn¢ odvod’te uvedené vztahy a vztahy pro uvedené pribéhy. Navod: Jedna se o
hustoty a distribu¢ni funkce rozdilu a absolutni hodnoty rozdilu dvou nezavislych
rovnomérnych ndhodnych proménnych (Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972, str. 180-182).

Konvergence skoro jisté
Necht X  je posloupnost ndhodnych proménnych a X je ndhodnid promeénna,

n

fekneme, Ze ndhodné proménné X, konverguji k X skoro jisté, pokud: P|\lim X =X )= 1.

— +00
s
To bude znaCeno X, - X .

Poznamka: Zde je vhodné podrobnéji vysvétlit, co znamena vyraz Pllim X, 6 =X )=1.

— +00

Musime proto rozebrat jev lim X, =X . Jeho vyjadfeni lze pfevést na vyjadieni

n — +oo

lim (Xn - X) =0. Toto vyjadfeni znamena U& >0;h,;Un > n, je |Xn - X| < &. Doplnéno do

n— +oo

pivodniho  zapisu P(Dé‘ >0;Lhy;0n>n, je |Xn - X| < 6‘) =1. Ten lze pifepsat na

P[Dé‘ > 0; L, ;sup |X . ¢ | < Ej =1. Volng¢ji: Pravdépodobnost toho, Ze ke kazdému danému

n>n0
nezapornému £ nenalezneme takové n,je tedy nulova (miry nula).

Konvergence v k-tem momentu (stredu)
Necht' X, je posloupnost nidhodnych proménnych a X je nidhodnad proménnd, fekneme, Ze

ndhodné proménné X, 6 konverguji k X vk-ttm momentu (stfedu), pokud:

n
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k—=m

lim EQX X|) 0;k=1. To bude znafeno X, — X. Specielné¢ pro k=2 se takovi

n— +oo

konvergence nazyva konvergence podle kvadratického stiedu.

Plati nasledujici vztahy:

P d
a) Xn—>X:>Xn—>X
d P
b) X, - c= X, - c;c jekonstanta

O X, ~X=>X, X

d X, —>X:>X —>X

e) (X _’CJD(ZE <+00)CJekonstanta:>X ic
f)

Dukazy Ize nalézt: Alfréd Rényi:  Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972,
str. 318, C. Radhakrishna Rao: Lineadrni metody statistické indukce a jejich aplikace,
ACADEMIA, Praha 1978, str. 139-140. A i jinde.

Opacné implikace nemusi platit. Néco jiZ bylo uvedeno vySe.

Piiklad 4: Mg¢&me posloupnost X, ;n=12,.. nezdvislych nahodnych proménnych

s nasledujicim modelem: X , D{O,n};P(Xn = 0): 1- l;P(Xn = n): L
n n

Potom:
E{xﬂ}:o*(l_lj.*.n*l: s
n n
E{XZ}ZO2 *(1—1j+n2 *l:n a
n n

o (x, )= i} (Ex, ] =n-1.

n

On>e>0.P(X, -0|<&)=P(x, =0)=1-1 =
n

D1>€>OhmPOX ()|<€)—11mP( = )= 1m(1—lj =1, takové ziZeni je moZné,

n—+oo n—+oo N — +00 n
nebot’, pokud by bylo zvoleno £ >1,lze knémunalézt e<e:e<1.
Ale: E{\X . 0\2}: E{x2}=n
Posloupnost X, -0 ale nekonverguje v kvadratickém sttedu, protoze
lim E{\X —o\z}z lim n = +o .

Dalsi text a piiklady Ize nalézt na:
https://inst.eecs.berkeley.edu/~eel26/fal8/modes-of-convergence-short.pdf

https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-4361-
fundamentals-of-probability-fall-2018/lecture-notes/MIT6 _436JF18 lecl6.pdf
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