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Intervaloveé odhady. Metody konstrukce intervalovych odhadt

Zakladni metoda konstrukce intervalu spolehlivosti

1. Urcime néjakou statistiku T(xl,xz,...,xn) odhadujici parametr g .

2. Na mnoZziné T(X” )x G, kde T(X” ) Jje mnoZina moZnych hodnot zvolené statistiky nad
danym vybérovym prostorem a G je mnoZina moZnych hodnot parametru g, zvolime
funkci h(T,g). Funkce je zvolena tak, Ze rozd¢€leni jejich hodnot h(T,g) nezavisi na
(nezndmém) hledaném parametru g . Na volbu takové funkce je pak ddno i nasledujici

omezeni: Vte T(X”) existuje jeji inverze vici g .

3. Kdané funkci A(T,g) existuji &isla h,,h, takovd, ze P(h, <h(T,g)<h,)=1-a.
Podotykdme, Ze ¢isla h,,h, nejsou ddna jednoznacné.

4. Zexistence inverze vici g pak plyne P(h"l(T,hd )< g < h"l(T,hh )): -«
(to za predpokladu, 7e funkce A(T,g) je pii daném T rostouci; namét: zformulujte
totéZ pro piipad, Ze je klesajici).

5. V takovém pifpadé g,(x,,x,,...x,)=h"(T(x,x,,....x, )k, ) a

g, (x,x,,.., x,)= ' (T (x,,x,,..., x, )k, ), jsou hledané konfidenéni meze.
Tato metodika je uvedena podle Machek J.: Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripta MFFUK, str. 114-115.

Namét: Oveite, za jakych podminek neptijde splnit pozadovany ptredpoklad: Vze T(X”)
existuje inverze A(T,g) vigi g. {Jedna zmoZnosti: uvaZzujte vybér {xl,xz,...,x”}
z alternativniho rozdéleni}

Nékteré dalsSi konstrukce jsou zalozeny na nasledujicim tvrzeni:

Mgjme ndhodny vybér zrozdéleni f(x;g);8€ (§mins8&m) © rozsahu n. Déle mé&jme
statistiku T(xl,xz,...,xn). Pro ni zavedeme F(t,g)=P(TSt;g);G(t,g)=P(TZt;g). Pro
funkci F(r, g) predpokladejme splnéni nasledujicich podminek:

1. VteT (X” ) je F(1,g) spojitd klesajici funkce g .

2. gﬁT F(t,g)=1a gl_l;;l’l F(t,g)=0.

Pro dand ¢isla O<¢a,,@, <1 ozna¢me funkce g ,(t)g,(t) definované vztahy F(t,g,(t))=¢,
aG(tg,t))=qa,.

Pak plati P(g > 8,(T); g) <a a Plg<g JT); g)s @, . Pokud je takové rozdéleni statistiky
T(xl,xz,...,xn) spojité, pak v obou nerovnostech plati rovnost. Z uvedenych formulaci je
ztejmé, Ze g,(T) je 100(1-¢, )% horni hranice spolehlivosti a obdobné g,(7T) je
100(1-a, )% dolni hranice spolehlivosti pro ,nezndmy*“ parametr g. Dvojice
8,(T), g,(T) jetedy 100(1-¢, —, )% intervalem spolehlivosti.

Tvrzeni je prevzato z: Machek J., Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripta MFFUK,
str. 122-123, kde je i uveden diikaz, zaloZeny na ndsledujici skutecnosti:
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Protoze dle uvedeného predpokladu je F(t,g) spojitou klesajici funkci v g je nerovnost
g2g,(T) ekvivalentni nerovnosti F(t,g)s F(t,gh(T)). Ale pro F(tg,(t)) plati
F(t,g,(T))=«,, proto je nerovnost g >g,(T ) ekvivalentni i nerovnosti F (t.g)< ¢, . Odtud
P(g>g,(T)g)=P((F(.g)<a, g)Potoze F (t,g)=P T <1t;:3)
jei P(g>g WT); g)=P(P(T<t;g)< a,; g)= @, , nebot’ ,,pravdépodobnost pravdépodobnosti
je pravdépodobnost*. Shrnuto: P(g > g (T ) g)= o, (toto plati pro situaci kdy je rozdé¢leni
statistiky 7' spojité). Pro piipad, kdy rozd¢€leni statistiky 7 neni spojité, dostaneme:
P(g2g,(T)g)=PF(.g)<ag)=P(T<supl:F(rg)<akg)<a

Namét: dokoncete diikaz i pro druhou nerovnost.

Namét: modifikujte uvedené tvrzeni pro situaci, kdy bude platit Vze T(X") je F(r, g) spojita
rostouci funkce g, v€etné ditkazu (modifikujte pro tento ptipad i druhy piedpoklad).

Namét: k ¢emu je tieba v ptivodnim tvrzeni ptedpoklad /i
g8—

zzzzzzzzzzz

jak bude vypadat tento predpoklad pro modifikaci z ptedchazejictho namétu?
Piiklad: M¢éme nahodny vybér z alternativniho rozdéleni x,,x,,.., x, , kde

P(x,=1)=p=P(A);P(x;=0)=1-p= P(;X), kde A je sledovany jev a pozorovand alternativn{
ndhodnd proménnd je indikdtorem jeho realizace. Potom statistika T(xl,xz,...,xn): in =
i=1

pocet realizaci pozorovaného jevu béhem n nezdvislych experimentl, ma binomické
n

rozd€leni: P(T =t ):[ Jp’( 1-p )", kde hleddme pro p jeho interval spolehlivosti.
t

z _ . _ : n k n—k ~
Funkce F(t,p) m4 pak tvar F(t,p)—P(TSt,p)—z ¢ p (1-p) a funkce G(t, p) ma
k=0

Pak tvar G(l,p): P(T > t’p): ,Z[Zka(l_p)n—k ]

k=t
Dolni a horni mez pro zvolena ¢isla 0< ¢, @,, @, + @, <1 nalezneme feSenim rovnic:

T

Z(?in(l—pi)"i =a, a ZT (IZJPZ;(I— pi)  =a,

i=0

Tyto dva vztahy je moZné, v sou€asnosti, feSit velmi jednoduse numericky (ndmét: navrhnéte
konkrétni metodu). Ve starsi a klasické statistické literatute jsou jejich feSeni nalézana pomoci

nékterych transformaci na kvantily Fischer-Snedecorova F-rozdé€leni napf.:
Jaroslav Hatle, Jiif Likes: Zdklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha 1974. Str. 236.
Machek J.: Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripta MFFUK, str. 124-126.
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Piiklad: M¢jme ndhodny vybér =z Poissonova rozdéleni x,,x,,., x,, kde
k
— — 4 A L :
P (x i~ k)— € ! Potom statistika T(xl,xz,...,xn)zzxi = pocet realizaci

pozorovanych Poissonovskych udélosti v n nezdvislych experimentech, ma rozdéleni
k
P(T=k)=e" % . Hleddme interval spolehlivosti pro nezndmy parametr A .

Dolni a horni mez pro zvolend Cisla 0<¢,,, <1 nalezneme feSenim rovnic:

ie-nz Y (”/1;, =, z -ni ”/7« ) =a,

i=0
Opét prvni z rovnic lze bez problemu pomoci soucasnych prostredkﬁ fesit numericky, druhd
zdanlive ne. OvSem jen zdanlive, pokud si uvédomime, ze:

+oo

Senctdi Sl g

i=T i=0
Znova, ve star$i a klasické statistické literature jsou jejich feSeni nalézdna pomoci nékterych
transformaci (zde pomoci tvrzeni o vyjddfeni binomickych a Poissonovskych

pravdépodobnosti) na kvantily > rozdéleni napt.:

Jaroslav Hatle, Jiff LikeS: Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha 1974. Str. 241.
Machek J.: Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripta MFFUK, str. 126-128.

Statisticke toleran¢ni meze - intervaly, zavedeni a nahled metod.

Definice
M¢jme ndhodny vybér {xl,xz,...,x”} (iid) z ndhodné proménné ¢ s distribuéni funkci F, :(x) a
dv¢ statistiky L(xl,xz,...,xn )a U (xl,xz,...,xn )pod toleranénim (statistickym) intervalem
(B,7) budeme rozumét ob¢ statistiky, pokud plati:

o L(xl,xz,...,x”)<U(xl,xz,...,xn)

o lexz (P{L(xpxz’ X n)SfSU(xl,xz,...,xn)}Zﬂ)Z7/

Volngji: pravdépodobnost toho, Ze interval (L,U > »pokryje”“ vice nez 100/ %
pravdépodobnosti vyskytu ndhodné proménné & je alespon 100 ¥ %.

Poznamka: V uvedené definici se objevuji dvé ndhodnosti a tim i dva pravdépodobnostni
popisy. Prvni je pravdépodobnost toho, Ze zkoumand ndhodnd proménna bude leZet mezi
odhadnutymi mezemi. Ale tyto meze jsou spocteny na zdkladé pozorovanych dat, tedy jsou
ndhodné! Tedy i vyrok Pf{L(xl,xz,...,xn)S E<U (xl,xz,...,xn )}> B je nahodnym jevem, proto
je dulezitd i pravdépodobnost toho, 7Ze se takovy jev uskutecni (vné&jsi definicni
pravdépodobnost).

Nékdy se zavddi statisticky interval za modifikovanych podminek

®  P7i znalosti rozdélent a jeho parametril.
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®  Bez znalosti konkrétniho pravdépodobnostniho popisu.
e S nekterymi predpoklady na typ rozdéleni (nejcastéji spojitd distribucni funkce).

e Ve vice-rozmérnych pripadech se pak pracuje s pojmem , statistickd tolerancni
oblast*.

Statisticky toleran¢ni interval pomoci distribué¢ni funkce
P (Fg(U(xl,xz,...,xn ))—Ff(L(xl,xz,...,xn )= ﬂ)z y

Je evidentni, Ze jak F; (U(xl,xz,...,xn ), tak i ng(L(xl,xz,...,xn )) jsou ndhodné proménné.
Pouzity ndhodny vybér (pozorovani) (xl,xz,...,xn) je ndhodny a tim i statistiky U (xl,xz,...,xn)
a L(xl,xz,...,xn) jsou ndhodné proménné (obecné zdvislé). Tyto jsou ndsledné transformovany

distribu¢ni funkei  F; (*), tedy opét ndhodné proménné.

Vyuzivani intervalovych parametrickych odhadiu pro odhady
toleran¢nich mezi

Priklad — s obecnéjsimi postupy:
Prvni krok:
M¢jme (iid) ndhodny vybér {xl,xz,...,xn} rozsahu n ndhodné proménné & s distribuéni funkci

F(x)=1- e 7 a hustotou f(x)=— e °. Pro odhad parametru 7, uZijeme statistiku
T

t:lei. Je evidentni, Ze: E{t}:lZE{xi}:r, jedné se tedy o nestranny odhad. Déle

n i n -
n 1 _5
nt:le. mé rozdéleni Gama G(n,7)s hustotou f,(x)= x:(e D! a distribu¢ni funkci
i=1 7T (n—1)!
x Zn—le_;
F,(x)=|———dz=
(%) -([ T "(n—-1)!
1 ;’C F(l’l,x) 2 z
_ n-1_—y 3. _ T = ey =
= y' e Vdy = , kde T'(k)=|e"t"dt prok>0 a TI'(k,z)=|e't" " dt,
(n—l)!-([ I'(n) { !
X n-1 _5
k>0,z>0.Proto Efnt}=nt; o*{nt}=nr*. Oznaéime G(n,7;x) :I Zn( ¢ o
0T "(n

Druhy krok:
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Dal$im tkolem je ziskat intervalovy odhad parametru 7. Ktomu zvolime statistiku
nt 1 $ . ‘e o -

g=—= —le. . Jeji rozdéleni je nezdvislé (funkéné) na 7 .
nt nts

g nt

F (x)z P(g < x) = P(n—t < xj = P(n—t < xj = P(nt < mx): F (nz:x): G(n,7;ntx) = G(n,l;nx).
nt nt

Hodnoty takové distribuéni funkci miZeme stanovit bez znalosti 7. Potom pro hodnoty

statistiky g moZeme nalézt &isla d,h takovd e P(d<g<h)>1—a. Pokud polozime

a=o,+a,0<a,0,0,<1. Potom je mozno volit ¢isla d,h tak, Ze G(n,l, nd) =, a

G(nl,nh)=1-a,. Odtud nd =G'(nl,e,) a nh=G"'(n,1,l-,).

Odtud dostaneme:
P(G“(n,l,al) o< G'l(n,l,l—az)j _ P(G“(n,l,al) ey G‘l(n,l,l—az)J — 4
n

n n n T

-1 —1 _
Nerovnosti G ’LOOSE SM vyfesime vici 7 a proto
n T n
nt nt , . . . .
(A)=P — <T<— =l-«a. Tim jsme ziskali 100(1—05)% interval
G'(nll-a,) G '(nla,)
spolehlivosti parametru 7 . Pro ptehlednost poloZzime 7, = n T, = n

G'(nll-a,) " G'(nla)

Tieti krok:
Evidentné je 7, <7,. Shrnuto: P(z, <7<7,)=1-a.

Tento vztah pouzijeme pro odhad toleran¢nich mezi.

X X X X X X
x>0=1-a=Pz,<7<7,)=P —<=< = |=P -~ <-"<—" |=
T, T 7T,

:P{e Ucet<e T”J:P[l—e ic]l—e T <l—e T”J:P(Fé(fh;x)<F§(T,x)<F§(Td;x))

Poznamka: Pro zobecnéni je podstatné, Ze distribu¢ni funkce je (zde stejnomérné pres x>0)
monoténni funkei svého parametruz (zde klesajici).

Shrnuto: 1-a = P(F.(7,;x) < F;(7;x) < F,(7,3x) Vx> 0.

PoZadujeme (hleddme) dvé cisla X,; < X, tak, Ze p (xd <&<x, )2 yi0<y<1-T F, (T;xh )- F, (T;xd )2 y » toho
miiZeme dosdhnout volbou dvou Cisel l—y =y +7; 0<l-y,7,7,<1 tak, Ze

Fg (z‘;xh)z 1 -5 Fg (z';xd ): 7, - Ale T nezndme, zndme pouze jeho odhady T,T)-

7 vyse uvedené rovnosti 1—a = P(F5 (7,3%) < Fe(7;x) < F; (rd;x)},‘v’x >( dostaneme:

1-a=P(F.(t,;x,) < F,(t:x,) < F:(t,5x,))=
= P(F,(t,;x,) ~ F.(T;x,) < Fo(73x,) — Fo(T3x,) < Fo(T,3x,) ~ Fo(T3x,))



VSM, predndska 3, strana 6

Ale z toho, Ze (z'd < T) a z toho, Ze Ff(T;x)je klesajici funkci 7 plyne Fg(rd;xd) > Fé(z';xd)
a dale —F.(7,5x,)<-F.(7;x,). Proto F.(7,5x,)—F(7,;x,) < F:(7,;x,)— F:(7;x,) .
Dosazenim této nerovnosti do rovnosti (2) dostaneme:

1-a< P(F.(7,:x,)~ F:(7,;x,) < F(7;x,) ~ F:(7:x,)), ale
Fe(t3x,) = Fe(75x,) = P(x, <x<x,), proto: l—asP(Fg(z'h;xh)—Fé(z'd;xd)<P(xd <x<xh)).

Zvolime F; (z,;x,)-F f(fd;xd): B, toho miZeme dosdhnout volbou dvou ¢isel
BB l-B=p+By: O<I-BB.J<l wk e Filz,;x)=1-p,Fl(t,;:x,)=5,.
Tj. x, =F§_1(Th;l—,31) a x, =F§‘1(z'd;,32).

Shrnuto: P(P(x ,<x< xh) > B)>1-a. Nyni staéi poloZit ¥y =1—a. A dostaneme
P lPé{L(xl,xz,...,xn)SfSU(xl,xz,...,xn)}ZﬁJZ 7, kde  L(x.x,,...x,)=x, a

U(xl,xz,...,xn): X, .

Pro konkrétni, dany, typ rozdéleni bude:

L(xl,xz,...,xn)=xd=—7:dlg(l—ﬂz):_#I)lg(l_ﬁz)z_(znlxij lg(l_'B_Z) .

nll-a,

n

U(xl,xz,...,xn): X, =-T, ]g(ﬂl)z _#tla)lg(ﬁl): _(inj 1g(ﬁl)

Ptiklad testovani metody P, [R;{L(xl, xz,...,xn) <é< U(xl, XyeesX, =1 —ﬁJ -«

Exponencidlni simulovana data.

T= 1,2
1-B=| 5,0%

Pravdé-

O(= | Dolni mez | Horni mez | podobnost,
B skute¢nd

0,001 0,015 9,617|0,988

0,005| 0,016] 8,373]0,986
0,010| 0,017 7,852]0,985
0,015| 0,017 7,549]0,984
0,020| 0,018| 7,335|0,983

0,060 0,019| 6,518]0,980
0,065 0,019| 6,458]0,980
0,070| 0,019] 6,403|0,979
0,075| 0,019 6,351|0,979
0,080 0,020| 6,302]0,979
0,085| 0,020f 6,256|0,978
0,090 0,020| 6,213]0,978
0,095| 0,020f 6,172]0,978
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12,0
11,5
11,0
10,5
10,0
95 %
as |-
: ..
o
AT I P
7,0 i R X S S
g:g A o e e ..01...10.. LXK XXX
5,5
5,0
a5
4,0
3,5
3,0
2,5
2,0
1,5
1,0
0,5 Alfa
0,0
o n o N o [Te] o wn o wn o n o n o n o n o N (=]
(=] (=3 - - o o o on < < wn wn (=) (X3 ~ ~ (=) (=] [=2) [=2] o
Q Q Q Q Q Q Q9 Q Q9 Q Q9 Q Q9 Q Q9 Q9 Q9 Q9 < <9 g
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
Dolnimez
------- Horni mez
Exponencidlni data, tau=1,2, 1-Beta=0,05, Pocet vzorkl=20, Hodnota nt=22,04
,
Obecny postup

M¢jme (iid) ndhodny vybér {xl,xz,...,xn} rozsahu n ndhodné proménné & s distribuéni funkci
F(x;g)s parametrem g . Dile m&me n&ktery jeho intervalovy odhad P(g .<8< gh)> l-«.
Necht F(x;g) je rostouci a spojitou funkci svého parametru g na celém defini¢énim oboru
ndhodné proménné ¢. Pak pro 0<f,5,5,<1; =+ f,. Potom ¢&isla x,,x,, kterd jsou
feSenim rovnic F (xh; gh) =1-4,; F (xd; g d) =/, tvoii toleranéni meze pro nahodnou
proménnou &, pro které plati: P(P(xd <x<x, )>1- ,3) >l-c.

Namét: Dokazte pro variantu, kdy F(x;g) je klesajici a spojitou funkci svého parametru
g na celém defini¢nim oboru ndhodné proménné.

Namét: Pokuste se o zobecnéni pro dvou-parametrické rozdéleni N(4, o).

Namét: Pokuste se formulovat feseni tlohy s jednostrannou toleran¢ni mezi.

Namét: Pokuste se formulovat a fesit tlohu o toleran¢nich mezich pro Poissonovo rozdéleni
s parametrem A.

Namét: Pokuste se formulovat tlohu o toleran¢nich mezich pro binomické rozdéleni Bi(n,p),
n je dané.

Namét: Pokuste se nalézt intervalovy odhad pro oba parametry rozdéleni Bi(n,p).

Podrobné je tato problematika v Milos Jilek: Statistické tolerancni meze. SNTL Praha 1988.
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