Rankové statistiky jako apardt pro dalsi pouZiti. Spearmaniiv korelac¢ni
koeficient, Kendalovo tau, elementy copul.

Poradové statistiky

Méjme (iid) ndhodny vybér {Xl,XZ,...,Xn} rozsahu n nahodné proménné & s distribucni funkci
F(x)a hustotou f(x), pak vzestupné sefazena pozorovani
{x(l),x(z),...,x(n)}, kde Xy <Xy <...<X,, budeme nazyvat pofddkovymi statistikami nad
vybérem {Xl,x2 ,...,Xn} a X i-tou poradkovou statistikou. Budeme ddle predpokladat, ze
jednotliva pozorovani jsou po dvou rlizna, proto Xy <Xy <o <Xy - Pak je

X1y = MIN{X,, Xy eeny Xy 8 Xy = MAX{XG, Xy 1o X, |

Distribucni funkce i-té poradkové statistiky: F(i)(X) = P{X(i) < X} to je pravdépodobnost toho, Ze

se v nahodném vybéru nalezne alespon i pozorovani mensich nez x. Pravdépodobnost toho, Ze se
v ndhodném vybéru nalezne pravé i pozorovani mensich nez x a pravé n-i pozorovani vétsich nebo

n . )
rovno x je F’i(x):[iJ(F(x))' @-F(x)™. Fi)(x)= P{X(i) < X} je pak soucet predchozich

pravdépodobnosti od i az do n (jedna se o disjunktni jevy). (,)( X)= Z[ j F( X) 1 F( X))

Tim je realizované zobrazeni, které konkrétnimu prvku pfifazuje jeho poradi (rank).

redy: X =X(j) =% —> j jinak rank(x)=r=j.

Ptiklad: ndhodny vybér {Xl =3.1x, =1.2,X;, =43,X, =1.8, X, = 3.2}, tomu odpovida uspofadany
néhodny vyber: X, =1.2,X,) =1.8,X =3.1 X, =3.2, X = 4.3] a piifazeni pofad:

Pozorovani | Jeho rank — poradi
31 3
1.2 1
4.3 5
1.8 2
3.2 4

Aby zobrazeni: pozorovani — poradi (pofadek)=rank bylo jednoznacné, je nezbytné, aby
v defini¢nim vztahu {x(l),x(z),...,x(n)}, kde X,y <X,y <...< X, nenastdvaly rovnosti (tj. aby

byla vylouc¢ena shodna pozorovadni). K tomu staci, aby byla distribuc¢ni funkce pozorovani spojita a
rostouci. Dale je nutné méfit (pozorovat) ndhodnou proménnou (jeji realizace) na plnou presnost.

Namét: Je zapotrebi predpoklad toho, aby byla distribu¢ni rostouci, nestaci jen jeji spojitost?



Tim dostavame tfi , typy” statistik:

S = (X, Xpy Xg X410 X, )

P =Xe) X X Xy e X X ) Xy < Xy < X < Xegyons Xy < X
r=(rr,..n,.r).

r3 f
potom: T (Xays-ss X(n)) = Z f (XX ) a P{r/x(l),...,x(n)}:(x(‘l)’—’x“”))). Dikaz viz

<o F (X Xio)
Jureckova J.: Pofadové testy. Skripta MFF UK, Praha 1981.str. 28,29.

Nameét: (i pro dalsi) rozdéleni ndhodného vybéru je symetrické vici jakémukoliv usporadani

n
argumentti f(X;, X,, X3, X, Xy 1, %, )= [ ] F(%).
i=1

Véta 1.: Méjme nahodny vybér X :()(l,XZ,XB,X4,...,Xn_l,Xn) jemu pfifazeny vektor pofadovych
statistik Xy = (X(l), X(2)r X3)s X(a)++ X(n-1): X(n)) a vektor rankovych statistik

1 - . o
r=(r,r,0,r,..f_,T ).Potom: P(r):a a f (X X)) =N F (X X)) - Ditkaz je ziejmy,
pro pomoc viz Jureckova J.: Pofadové testy. Skripta MFF UK, Praha 1981., str. 29-31. Navic vektory
S a I jsou nezdvislé.

M0 Xg)) | T X)) 1 piy

B T(x(l),...,x(n)) B N (X X)) N

Dlkaz: P{F/X(l),..., X(n)}

Véta 2.: Za predpokladl véty 1. plati:

Pl = ,}:% i)jefL2,.n
Plr =k,r, =m}= 1 i, jk,mefl,2,..,nki#jik=m
n(n-1)
E{ri}=”7+1 icf12,.n)
2
GZ{E}:”; icf2,.n)
00v(r,,rj)—-”1—;1 i, jefl2,.,nkizj
Dikaz
Pli=it= Y P(= ks = Jih = bhe = s h = J)= Y $=(n;,1)!=%
(320 Jn) (T2 Jn) 1T :

Stejnym zplsobem se odvodi: P{i]:k,rj:m}:—).Ostatm’ jsou jiz trividlni duasledky

n(n-1
predchoziho. Viz téZ souctové vzorce konecnych fad v pfiloze.



Parova pozorovani

Méjme k dispozici nahodny vybér (iid):

(X ’Y) = {(Xl1 yl)’ (X21 y2 )1 (XS’ y3)1 (X4’ y4 )""(Xn—l1 yn—l)’ (Xn’ yn )}
a jemu odpovidajici rankové statistiky r(x )=r;s(y,)=s;.

Potom Spearmantiv koeficient korelace r, = Corr(r,s) - presnéji jeho statisticky
ekvivalent:

1 Z” ——

n =

— n _ n _ . Protoze:
\/iizll(ri _r)ziiz_ll(Si —8)2 rotoze

rszlz—erisi 3n+1)
n(n® -1) = n-1

6 n 2

Nebo také ekvivalentné: r( =1-———>»(r.—s, ).
S n(nz _1) ;( i i )
Pokud jsou (X,Y) nezavislé, jsoui (r,s), pak E Z S(nn +1l) =
— _
n 2
_ 122 Z[n +1) _3(n+1) _ 122n [n +1j _3(n +1) _ 0. Tedy Efr, }= 0 (oviem 22
n(n® -1 = n-1 n(n° -1 n-1

uvedené hypotézy nezdvislosti), proto o? {I’S }: E{rs2 }

Efr, }=0 implikuje E{Zn:risi} M {Z }=n2(n+13;(n_1) . Déle plati

i-1
(za hypotézy nezavislosti):

o?{r )= 12 Zaz{irs}— 12 2n2(n+1)2(n—1)_ 144 2+ (-1 1
* n(n®-1) = n(n? -1) 144 “n’(n+1)?*(n-1)° 144 -1

1
2 _
Shrnuti za hypotézy nezadvislosti: E{rs } — O o {I’S } — n—1

Za hypotézy nezavislosti je navic rozdéleni asymptoticky normalni.
Nameét: pouzijte této skutecnosti pro test nezavislosti obou ,parovanych” ndhodnych velicin.

Diskuse: spearmantv koeficient korelace je , jistym ziZenim“ maximdini korelace (viz Alfréd Rényi:
Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 243-249) y(X,Y )=sup[Corr(u(X),v(Y))],
u,v

kde se supremum bere pFes véechny moZné borelovsky méritelné funkce U(X),V(Y ), pro které existuji



stfedni hodnoty a rozptyly. Spearmanlv koeficient korelace je vlastné klasickou (Pearsonovou)
korelaci poradi parovanych nahodnych vybér(.

Pokud pouZijeme t¥idu transformacnich funkci u(X),v(Y), které jsou obé rostouci, jinak libovolné
(s odpovidajici podminkou existence stfednich hodnot a rozptyld), evidentné se pro celou takovou
tfidu nezméni poradi pfi srovndni podle velikosti. Obdobné, le¢ modifikované, tvrzeni plati, pokud se
zabyvame tfidou dvojic transformacnich funkci, které jsou obé klesajici.

Nameét: Zmeéni se, pokud ano, situace pokud jedna z funkci bude rostouci a druha klesajici?

Shrnuti: Spearman(v koeficient korelace (jeho statistické vyjadreni) ,,méfi silu korelacni” zavislosti a
je invariantni v(ci ryze monoténnim transformacim.

Kendaliiv koeficient korelace poradi - Kendalovo t

o= gy sonts - ion(s s,

i#]
Evidentné —1<7, <1. Kendalovo t vlastné +1 ¢(itd shody (Xi < xj)/\(yi < yj) a
(Xi > xj)/\(yi > yj) (zachovéni monotonie = izotonie) a (itda -1 (Xi < Xj)/\(yi > yj) a
(Xi > Xj)/\(yi < yj) (zachovani proti-monotonie = antiizotonie). VSech moZnych porovnatelnych

pard je N’ stejné pary se (pro trivialitu) nesrovnavaji proto viech srovnavanych dvojic je
nz—n:n(n—l). Opét testuje ,monotdnni zavislost” = testuje cetnost jevl ,kdyZz jedna
z proménnych v paru se zméni, zméni se i druha a to stejnym smérem”. VysSe uvedeny tvar je vhodny
pro nazorné pochopeni smyslu testového kritéria, vypocetné jsou vhodnéjsi jind vyjadreni, napf.:

o T, :ﬁ;sign(n - rj)sign(si —sj).

e Sefadime-li pozorovani pdrid podle pofadi I, (nebo ekvivalentné podle X;) vzestupné

0

budeme mit nové pofadi ’a s, kde =i, pak ale Sign(l‘i0 —rj°)=1pro j<i. Odtud

2 H 0 0
7, =——Ysign(s - s°).
n(n —1); )
e PouZivd se také statistiky K = ZSign(Sio — S(j)) s lepsi vypocetni strukturou nebo
j<i
n(n-1
Ki= ZZ‘sgn(si0 - s?)—%, kdesgn(x)=1< x>0,5gn(Xx) =0 = x<0.
j<i
Namét: navrhnéte efektivni algoritmus vypoctu ngn(sio — S?)
j<i
[ ]
_2(2n+5)

Pokud jsou X,Y nezdvislé, pak plati: E{Tn}IO a O'Z(Tn)— 9n(n 1)

a rozdéleni je asymptoticky

normalni.

Nameét: pouzijte této skutecnosti pro test nezavislosti obou ,parovanych” ndhodnych velicin.

Shrnuti: Kendalovo 1 (jeho statistické vyjadreni) ,,méfi silu izotonni“ zavislosti a je invariantni v{ci
ryze monotdénnim transformacim.



Vyznam rankové statistiky:

(X, R)= 1061 0y 7 ) 05 1) (R o o (1. 7L 6y 1)

r
I je poCet pozorovani mensich nebo rovno X;. Potom pomér — je odhadem pravdépodobnosti
n

n|_E{n}_nP{<x}
n n n
nahodnou proménnou (= se spojitou hustotou).

= P{f <X }: Fg(xi) pro absolutné spoijitou

jevu: & <X,. Proto: E{

Copula - aneb vydéleni zavislostnich vztahii

Theorem 1. [Sklar, 1959]

Mé&me dvé ndhodné proménné &,7;7 s margindlnimi distribu¢nimi funkcemi F.(x),F, (y) a
sdruZenou distribuéni funkci F., (X%Y). Necht existuji inverzni funkce
Féfl(x), F,;l(y); X e {Z :0<F,(2) <1}; ye {Z :0<F, (2) <1} k marginalnim distribu¢nim funkcim
F§(X), F (y). Pak  existuje  jedind  funkce C: <0,1>X<O,1> - <O,1> takova, Ze
F., (% y) =C(F.(x), F, (x))-

Dtikaz (naznaceni):

Necht u=F.(x),v=F,(y), pak F.*(u)=xF,*(v)=y adile F., (F;*(u),F,*(v)) =C(u,v). To

je vlastné predpis pro hledanou funkci C(U,V).
Vyznam:

Zavedeme novou ndhodnou proménnou v=F.(5). F (x)= F’{F‘§ (&)< X}. Vzhledem
k pfedpokladu  existence inverzi a kneklesajicimu charakteru F§ (x) pak plati:
F, () =P{F. (&) <x}=P{ < FA (0 |=F. (F () =x = xe(01). Tedy v=F.(&) Je
rovnomérné rozdélena nahodna proménna na intervalu <0,1>. ProtoZe totéZ miZeme udélat pro

je C(U,V) sdruzenou distribu¢ni funkci dvou rovnomérné rozdélenych nahodnych proménnych na

Ctverci: <0,1>X<0,1> )

F., (x,y) =C(F.(x), F,(x))



x Y X v
Pfiklad 1: an(x,y)min[l—e l-e " J;x,y>0 F.(x)=1-e ";x=20, F(y)=1-e vy20.

Potom: F, (X, y) =min (Fé(x); F (y)):> C(u,v)=min(u;v).

X A
Pfiklad2:  Dvourozmérné  exponencidlni  rozdéleni  F, (X,Y) :(1—e o ][1—e K }X, y>0.

X y

F§(X)=1—e_;;x20, F”(y)zl—ez;yZO.Potom: F., (X, y)=F.(XF,(y) = C(u,v)=uv.

Vlastnosti copul (spon):
1. Prou,ve(01) je C(u0)=C(0,v)=0
2. Prou,ve(01) je C(ul)=u;C(Lv)=v
3. Pro U,U,,Vv,V, (01U, <u,;v, <v, je C(U,,V,)—C(u,,v;) —C(u,V,) +C(u,,V;) 2 0.
(C(u,.v,)-C(u,,v,)]-[C,,v,) - C(u,,v,)]> 0)

1.1
0.1

A (,,v,)  (uy.v,)

g (ul ? Vl ) (HZ ? V] )

0.0 > 1.0
u

Velice volné fe¢eno funkce C(U,V) je neklesajici ve ,,ve viech smérech od bodu (0,0) k bodu (1,1)“,

a na ,modrych” hranicich je distribu¢ni funkci rovhomérného rozdéleni a na oranzovych hranicich
oblasti ma hodnotu 0.



Dalsi vlastnosti

Frechetovy meze max(0,u +v—1)< C(u,v) < min (u,v)
Soucinova copula C(u,v)=uv pro pfipad nezavislosti.
C(u,v)

Frechetova dolni mez Soucinova

c(u,v)

Frechetova dolni mez Soucinova Frechetova horni mez

Namét: Dokazte Frechetovu horni mez. Poznamka: meze plati nejen pro ,copuly” ale pro jakékoliv
distribucni funkce (margindly a sdruzené). Pokuste se dokazat i dolni mez.

Odpovidajici hustoty
82
F.,(xy)= C(Fé (x), Fn(y)) standardni vyjddfend hustota: f, (X,y)= M F., (X, y) . Oznatime-li
2

- Cuv), pak: T, (xy) = c(F. (), F,(9))F. () T, (%)

c(u,v) =

Test spravnosti:

fé(x):ng,](x, z)dz =

+0 +1

[clF.(x).F, (@)f.(x) f,(2)dz =[ c(F. (%), y)F. (X)dy = Q po substituci

—o0 0



y=F (z)=dy=f, (z)dz. AleQ—f(x)j F(x)y)dy—f(x)j——c

ou ov v=y
0
—f()aF()j CIF.(0.y)y = f.(

S CF00)-cF (x),O)]=f¢<x>g§

Namét: dokazte i druhou rovnost.
Konvexni kombinace dvou copul je také copula.

0<a<1,C(uv)=aC(uVv)+(l-a)C,(uyv), to bezprosttedné vyplyvd  zvlastnosti

distribuc¢nich funkci.

Podminéna distribuce.

F (X/y)—llm {98<X’77€(y—5,y4'5)}="m ng(x’y+5)_F§,7(X,y—§) _
50 P{ne(y—é‘,y+5)} 550 F (y+8)-F,(y-9)

0 0 0
— Fa, (x,y)(25) Y For (X.Y) oy Fe (6 Y)

:!Sim0 3 = P = f () . Formulovano v terminech copul:
& F0E) RO N

0

9 5
o ) ayc(Fg(x), F,,(y))_jvc:(Fé(x),v)vw L) —CFMY),, e 1,()>0

v

£, (y) f. (y) - f.(y)
le f,l(y):o

shruto: f, (y)>0=> F, (x/y) = %c(a (X),v)

v=F, (y)

Podminéna hustota.

P o 8 1=Fy (x
fo, (41 Y) = = F, (X1 y) = a_uEC(“’V)v::ff) '£,(x) = c(F. (%), F, (). (%)

Dalsi vztahy
E{x" = ffx f,, (X, y)dxdy= TTX”C(Q (), F, ())f. (0 f, (x)dxdy = po  substitucich

—00—00 —00—00

u=F.(x)=du=f(x)dx, v=F(y)=>dv=1(y)dy a X= F(u),x" =(Fgl(u))n

dostaneme E{X” }: jj(Fgfl(u ))nC(u,V )dudv . Obdobné:
00

E{xy} :ﬁ F l(u)XF,]’l(v))c(u,v)dudv.



P¥iklady copul

Table 1: One and Two Parameter Bivariate Copulas

Model Name

C(u,v) where (u,v) € [0,1]?

parameters

Ali-Mikhail-Haq

uv[l — a(l —u)(1 —v)]?

-l<a<l

Carriére Q1=pluv +p(u+v* - l)—:/“ 0<p<l1l, a>0

 Cook-Johnson | [u=* 4 v=@ = 1] Va (;V >707
Cuadras-Augé-1 ‘ [min(u, v)]*[uv]'~ 1 |
Cuadras-Augé-2 u' ' min(u®, v?) 0<a,p<I1
Franrk a ' In[l+ (e erli)(ie:" —1)(e*—1)7Y] ‘ a#0

| Fréchet-1 pmax(0,u+v— 1)+ (1 — p) min(u, v) 0<p<i
Fréchet-2 | pmax(0,u+v—1)+(1—-p— q);t ;: +q min(‘z;, v) 0<pqg<l1
Gauss | G(‘I’%‘(u).iﬁ"(u)mp) 7 -1< p'<' lr
Gumbel ‘ exp {=[(=Inu)® + (- Inv)*]"/} a>0
Morgenstern | uv[l+3p(1—u)(l—v)] | ~:/3 <p ; ;/3

| t—copula Cq(u,vip,r)

-l1<p<lLir>0

Yashin-lachine

(wv)'P(u=*+ v~ —1)"Plo

0<p<1l a>0

Priklady copul. Zdroj: J. F. CARRI'ERE: COPULAS. Mathematical and Statistical Sciences
University of Alberta, Edmonton, Canada, j.carriere@ualberta.ca

C?auss(u,v) —

X2 —2rxy+y?

R

o) o (v)

1

_‘[O _'[o 2%\/?

)dxdy;—l <r<+1



Kendalovo 1 a Spearmaniiv koeficient poradové korelace
pravdépodobnostné, vyjadirené pomoci aparatu copul

Spearmanova korelace

Pravdépodobnostni ekvivalent k/ke statistickému Spearmanovu korelaénimu koeficientu pro
dvojici ndhodnych proménnych (X,Y) je r; = Corr(F, (X),F,(Yy)) nebot
Corr(ax+ B,y +8)=Corr(x, y).

Méjme nahodnou proménnou & popsanou hustotou a distribu¢ni funkci f (X), F(X) -k F(x)

existuje jeji inverzni funkce X = Ffl(y) vy e (O,l), dale méjme transformovanou ndhodnou

proménnou 7 = F(§). Pak:
F,(x) = P(n < x)= P(F(£) < x) = P(¢ < F*(x))= F(F *(x))= x = x € (0,1), tedy nahodn3

proménna 77 = F(£) ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Proto E{n}=% a 02{77}=%.
Proto:
_ _ Cov(Fx (x),F(y)) _ Cov(F, (X).F(y)) _
rs = Corr(F, (xX),F (X)) = o 1F, 0Ol (F, (D)) 11 =12Cov(F, (x),F(y))
V12 V12

Cov(F, (x),F () = E{F} 0OF ()} — E{Fx (QJE{F, (")} = E{F (x)FY(y)}_%E -

= B[R OF (D}

E{Fx OOF (1)} = [ [Fx IR (y)S(Fy (9, F () fx () (y)dxdly, po substituci

—00—00

u=F,(x);v=F,(y) dostaneme:

+o0+0 11

[ [Fx OOF ()C(Fe (00, F (1) T () F(y)dxdy = [ [ uvc(u,v)dudv. Tedy:

—0—00 0

ry = Corr(F, (x),F, (X)) :12@@ uv c(u,v)dudv—%j:ﬂ:[l' uv c(u,v)dudv —3.

11

ProtozZe ale: JI uv dudv=% a j;

00

O Ly

11
uv c(u,v)dudv:” C(u,v)dudv, dostdvame:
00

uv c(u,v)dudv —3 nebo

mﬂ
I
=
N
O e
O ey

=

1
I :12_[ uv (c(u,v)—1)dudv nebo
00
11
rs :12_” C(u,v)dudv -3 nebo
o0
11
ry = 12‘” (C(u,v) —uv)dudv.
oo
Kde: C(u,V) je copulaa c(u,V) je jeji copulova hustota.



C(u,v)

min(u,v)

re :12.1“1‘ C(u,v)dudv—3=12ﬁmin (u,v)dudv—S:lZJl‘j‘ ududv+12j‘.|1‘ vdudv—3=12%—3:+1
00 00 00 0v

max(0,u+v-1)

11 11 11
r :12” C(u,v)dudv73:12”max(0,u+v-1)dudv73:12‘[ I(u+v71)dudv73=12%73=71
00 00

01-v

uv

11

1
r. :12j uvdudv—3=12==-3=0
s 22

o]

Ot

uv(1+of1-u)(1-v))

9—20:_3:—20:
3

11 11
re =12” C(u,v)dudv—3=12”uv(1+a(1—u)(l—v))dudv—3:12=12
00 00

-1/3<rs<1/3

Odtud se nékdy pro Frechetovu dolni mez max(O,u +V—1) pouzivd ndzvu maximalni ,negativni

zavislost” a pro horni mez min (u,v) nazvu maximalni ,, pozitivni zavislost”. A poloha konkrétni copuly

mezi témito mezemi ,stupném zavislosti“.

Kendalovo t©

Obdobnymi uvahami jako v pfipadé Spearmanova koeficientu poradové korelace lze odvodit pro

Kendalovo t:
11

1:4_”C(u,v)dC(u,v)—1

00

, kde dC(u,v) =c(u,v)dudv, pokud copulovd hustota

existuje a C(u,V) je copulaa c(u,V) je jeji copulovd hustota.
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Priloha - souctové vzorce konecnych rad

n

Zi = 1 + 2 + 3 + +(n-1) +n
i1
Zn:i = n + (n-1) + (n-2) + +2 +1
i1
ZZn:i = (n+1) + (n+1) + (n+1) + .. +(n+1) +(n+1)
i1
=
Zan:i:n(n+1):> an:| n(n+1)
Odtud:
n 2 1) n n n i n n i— n n i(i_l)
(zi) (”('” j (z.} DY SNV IS D WEDVFEINLIE
i=1 i=1 i=1 i=2 j=1 i=1 i=2 j=1 i=1 i=2
= Zn:iz +Zn:i2(i —1):Z:i2 +Z:i3 —Zn:iz :Zn:i3 , a odtud:
i=1 i=2 i=1 i=1 i=1 i=1

4 s _ n (n+1)

i=1

n(n+1)

n
Ze vztahu Zi =
i1

Zn:(Zi—l)z22i—n=2@—n=n2+n—n=n2 = i’ =Zi:(2j—1)

i=1

bezprostfedné plyne:

a pak

ZI —ZZ 2)— 1 A . Zdménou sumacniho poradi:

i=1 j=1

J i

|

H

4 k%—é

7
-
¥ &
1 1
> G {":‘ ' <I\



A= ZZZJ -1) Z(n—1+1)(21 1)= ZHZJ—I‘] —22] +ZJ+ZZJ—n_

j=1 i=j

_onn(n+1) ZZ n(nJrl)—n.Shrnuto:
2
ZiZ:Znn(n+1) ZZI n(n+1) :3zi2=2nn(n+1)_n2+3n(n+1)_
= 2 i 2 2
n 3 2
SZiZ=n2(n+1)—n2+3n(n+1)—n=n3+n2—n2+§n2+§n—n=w=
n 2 2 2 2
2
_n(2n ;3n+1),a|e(2n2+3n+1):2(n+%j(n+l):(2n+l)(n+l).
2 n
Proto: n(2n ;3n+1) = n(2n+12)(n+1).0pét shrnuto: 32:i2 = n(2n+]é)(n+1) a proto:
i=1

Zn:iz _ n(2n+1)(n+1)

= 6
Vysledky:

Zn:i _n(n+1)
i1 2

H.,  N(2n+1)(n+1)
27T

anig _ n*(n+1)°
i 4

Namét: Na zakladé uvedeného odvodte soucty vyssich mocnin.



