Testovani hypotéz, obecnéjsi pohled, testy zaloZené na
rakovych statistikach a testy pomérem vérohodnosti.

Testovdni hypotéz - opakovdni zdakladnich pojmii

Méjme nahodny vybér {xl,xz,...,xn} testujeme hypotézu H proti alternativé A, ktestu
hypotézy pouzijeme statistiku T(xl,xz,...,xn), ktera bude nazyvdna testovym kritériem. Obor
hodnot, kterych muize statistika T(xl,xz,...,xn) nabyvat, rozdélime na dvé disjunktni ¢asti W a jeji

doplnék. Pokud hodnota testového kritéria padne do W zamitadme hypotézu H ve prospéch
alternativy A. Obor W bude nazyvan kritickym oborem. Pokud hodnota T, testového kritéria
padne mimo kriticky obor W, testovanou hypotézu nezamitame.

Chyby takového rozhodovani
e Chyba prvniho druhu: Hypotéza H plati, ale je na zakladé testového kritéria zamitnuta
T(xl,xz,...,xn)e W.
o Chyba druhého druhu: Hypotéza H neplati, ale neni na zakladé testového kritéria zamitnuta
T(xl,xz,...,xn Je W .

Pravdépodobnosti chyb
Pravdépodobnost chyby prvniho druhu: & = P(T € W/H). & je pravdépodobnosti chyby prvniho

druhu = hladinou vyznamnosti testu = velikosti kritického oboru. Béiné byva dana tato
pravdépodobnost a kni se urcuje odpovidajici kriticky obor. Takova skutecnost byvd znacena

o= P(Te Wa/H). Kriticky obor je pak feSenim této rovnice kdanému o vici W, . Pro slozené
hypotézy Ize zavést kriticky obor nasledujici nerovnosti & 2 P,y (T eW, /H). Danému « je pak
pfitazen ,maximalni“ kriticky obor vyhowvujici aZPpeH(Ter/H);VPeH. Pravdépodobnost chyby
prvniho druhu je téZ nazyvdna hladinou vyznamnosti testu.

p-hodnota testu: je nejmensi hodnotou hladiny vyznamnosti, pfi konkrétnim testu, pfi které by bylo
mozno jesté H zamitnout. Detaily viz: http://www.istor.org/pss/2684655

Pravdépodobnost chyby druhého druhu: 1— 8 = P(T ¢ w,/ A)=1-P(T e w,/ A).
Pravdépodobnost S je pak nazyvana silou testu zaloZeného na kritickém oboru W, nebo pfimo

silou kritického oboru W, . Sila kritického oboru (testu) je pravdépodobnosti zamitnuti hypotézy za

platnosti alternativy.

Pravdépodobnostni a statistické srovndvdni.

Stochastické srovnavani
Definice: (Hajek J., Vorlickova D.:Neparametrické metody. Skripta MFFUK, Praha 1974, str. 17)
Nahodna veli¢ina & je stochasticky vétsi nez m, pokud plati: P(§>x)2P(77>x) pro vechna



redlnd x a alesponl pro jedno Xx, plati P(§>x0)>P(77 >x0). Déle budeme uvaZovat nahodné
proménné se spojitymi a rostoucimi distribu¢nimi funkcemi.

Potom nerovnost P(df > x) 2 P(n > x), znamend 1-— Fg(x) <1- F”(x) = Ff(x) < Fﬂ(x).

st
Tedy: £ je stochasticky vétsi nez 1 (znaceno {7 ) & Fg(x) < F”(x) pro viechna redlna x, pficemz

pro alespori jedno x je takova nerovnost ostra.
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Zde distribu¢ni funkce Ff(x) je distribuéni funkci ndhodné proménné &, £>77. Tedy distribuéni
funkce Fé(x) je ,pod” F,l(x).

st

Poznamka: Distribuéni funkce ndhodnych proménnych fbn se nikde na ose R; neprotnou, mohou

se pouze ,jednosmérné dotknout”. Proto libovolné dvé normaini ndhodné proménné sriznymi
smérodatnymi jsou stochasticky neporovnatelné — dokazte.

Poznamka (zobecnéna inverze kdistribuéni funkci): Fgl(u): inf{x: Fe(x)2 u}. Pokud je
F(x) ostfe rostouci a spojita, pak takova ,zobecnénd inverze” souhlasi s klasickou inverzni funkci.

Pozndmka: F,(x)< F,(x);—eo<x+oc0o=F;'(u)2 F,"'(u):0<u<1. Namét: Dokaite (Inspirace,

vyse uvedeny obrazek).



Wilcoxonuv test

Mé&jme pozorovani x,X,,...,X,,, X

m?® " m+1°

X Xy, kde Xx,,x,,...,x, jsou pozorovaniz prvniho vybéru

m+2%°"°°

a X, 15X,,0-»Xy jSOU pozorovani z druhého vybéru. Témto pozorovanim pfifadime jejich ranky
Kolysees Iy U5 Foinseo by (pOFadi se stanovi z celé posloupnosti pozorovéni zobou vybéri).

Wilcoxonova statistika je pak zavedena: S, zzri, tj. jednd se o soucet poradi pfipadajici na
i=1

pozorovani z prvniho vybéru. Pokud testujeme hypotézu H = jednd se o vybéry zjedné a téie

nahodné proménné a za jeji platnosti dostaneme:

E{Sw}z ZE{;;}: ZN 1 =m N2+1 , obdobné pro jeji rozptyl:

oSy }=E (gn—mNgljz =E (i(C—NHD Zaz{r}+2i > Cov(r,r,) =

i=1 i=1 j=i+l

m m 2_ —
Z +222( N+l) _, N =1 mlm 1)N+1=mN+1(N_l_m+l)=

12 2 12 12

i=1 i=1 j=i+l

=m(N+1)(N—m)
12

rankl 7,r,,...,r, jiz neplati.

. Pozndmka: Zatimco u x,,x,,...,x, je dan predpoklad jejich nezavislosti, u

m

n

m
Hodnota statistiky S, Zr je zdola a shora omezena Ccisly z
i=1 i=1 i=1

omezeni je dosazeno, jestlie vSechna pozorovani x,,Xx,,...,X,, jsou mensi neZ jakékoliv pozorovani

m
ZI-I-N m . Dolni
i=1

X 15X Xy . Horni mez je dosaZena, jestlize vSechna pozorovani x,,x,,...,x,, jsou vétSi neZ

m+1°2"m+2%°°*

kterékoliv pozorovani x .., x X

m+1* " m+23 2N *

Proto: @SZ@ <M+m(N—m).
i=1

Za platnosti hypotézy H ma statistika asymptoticky (min{m,(N - m)}—) +oo) normalni rozdéleni.

Kriticky obor testu H proti alternativé vybér x,,x,,...,x, je zrozdéleni stochasticky vétsiho nez

m
rozdéleni x,,,,,X,,.,,...,Xy pak vypada Z;; >k, .

i=1 >

Obdobné kriticky obor testu H proti alternativé vybér x__ ., x Xy je zrozdéleni stochasticky

m+1° " m+2%°°

vétSiho neZ rozdéleni x,,x,,...,x, pak vypada Zr <k,,. Konstanty k, a k, se uréi na zikladé
i=1 > <

predepsané pravdépodobnosti chyby prvniho druhu.

Namét: Stanovte k, a k, pro pfipad kdy je min{m,(N —m)} dostatedné velké.
<

>

Podobnym zplsobem je konstruovan tzv. medianovy test, ve kterém se pouzivd statistika

- N +1 N +1
S ed = Zai , kde a,=0,pokudr < a a;,=1,pokudr, > 7 (nékdy se pouZivd
i=1
+1 1 N +1
,presnéjsi” modifikace a; =0, pokud r, < , a;, = E, pokud r, =
+1

a; =1, pokud r, > N ).



Pro medidnovou (zakladni verze, tj. pro N sudé) statistiku, pokud testujeme hypotézu H = jedna se
o vybéry z jedné a téZe nahodné proménné a za jeji platnosti dostaneme:

m m 1
E{Smed}: ZE{CI[}: ZE = ﬂ
i=l1 i=l1

2

GZ{SW}ZM nebo Gz{SW}:M. Namét: Odvodte. Odvodte téZ dolni a horni mez
4(N -1) AN

této statistiky.

Medidnova statistika ma v pripadé platnosti H = jednad se o vybéry zjedné a téie nahodné

proménné hypergeometrické rozdéleni (pfi N sudém):

Ny N

2 2

S m_s v ’ . 7’ v .
P(Smd:s): a rozdéleni je za uvedeného predpokladu asymptoticky

N

m
normalni. Dlikaz: viz Hajek J., Vorlickova D.:Neparametrické metody. Skripta MFFUK, Praha (1967)
1973, str. 34-39.

Nameét: navrhnéte testy medidnovou statistikou:

1. H proti alternativé vybér x,x,,...,x,, je zrozdéleni stochasticky vétSiho neZ rozdéleni

m

X X X

m+1* T m+22 0N

2. H proti alternativé vybér x__.,x ., Xy Je zrozdéleni stochasticky vétSiho nez rozdéleni

m+1° " m+2°°*

X5 Xyseees X

>m*

A to za situace kdy se uplatni asymptotika.

Testy pomérem vérohodnosti

V pripadech testll, u kterych je hypotéza ,jednoduchou” a alternativa jednoduchou nebo
sloZzenou lze (s uréitou modifikaci u sloZené alternativy) uzit Neyman-Pearsonovo lemma.Pokud je
hypotéza sloZenou jiz nejde, bez dalSiho pouzit Neyman-Pearsonovo lemma, proto byl navrZen test
(pro parametrické hypotézy) pomérem vérohodnosti. Méjme néjaky prostor moznych parametrd G,

a rozdéleni f(x;g). Budeme testovat hypotézu ge G, c G obecné proti alternativé

geG,cG;G,NG,=D. Jako testové kritérium bude uZit pomér vérohodnosti:

sup [T/ (x:)

V7 (o250, ) = £50 11 . Pokud existuje maximalné vérohodny odhad g parametru g,
sup[ ] f(x:8)
8€G i=1

sup ﬁf(xi;g)

) _ 8€Gy i=|

[1rc:o

pak evidentné plati: V*(xl,xz,...,xn . Kriticky obor je pak zaveden standardnim
zpUsobem P(V*(xl,xz,...,x")ﬁ V;)z &, z podminky na pravdépodobnost chyby prvniho druhu. Pro

V*(xl,xz,...,xn) plati 0 < V*(xl,xz,...,xn)ﬁ 1. Takovy test sdm o sobé je svou konstrukci intuitivni

(pokud se pomér blizi jedné, je predpoklad, Ze hypotéza plati, ¢im je mensi Ize oCekdvat, Ze neplati;



Neyman, J., Pearson, E.S.: On the use and interpretation of certain test kriteria for purposes of statistical
inference. Biometrika 20A, str.175-240, 263-294, rok 1928).

Priklad: Testy hypotéz o stfedni hodnoté u normalniho rozdéleni (v pfipadé velkého vybéru), ,pfi
zndmém o “.

V takovém pfipadé pfi nahodném vybéru {xl,xz,...,xn} je nestrannym odhadem stfedni

n
hodnoty 4 primér z pozorovani xz—in, ten je soucasné maximalné vérohodnym odhadem.
i=1

Vérohodnostni funkce pro parametr ¢ bude:

R - .
n 1 _(x,-—/;) 1 —722 (x;=4)”
20 _ 20° / .
=€ a bude nabyvat maxima pro

V(x,xy,0X s 1) =
(xl X5 X, ,U) I,-:lIO'\/Ee (\/EO')I

1 —
_ 1 ?z@i—x)z
pramér V(xl,xz,...,xn;x)z(—e = .

27:0')"
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Odtud vérohodnostni pomér: = = =e =

V(x,Xy50000X,3X)

n -

o ol = =)= S o =7 (5 0)= G- )3 = e 3 - ) -
= (v = el - )=l uf

nle—p)
V(x, X5 X, 1) _o 2

Proto =

V(X X500 %,5X)

sup V(x;,X,,...,x,; 1) nle-pf
Kritickym oborem je: #<%x ——— <V, <ltedy supe 2 <V_.
V(X X500 X,5X) UGy,
nle-p) nle-p,
Necht supe 29 =e 20 pak lze kriticky ~ obor  pfepsat do  tvaru
ueGy
— 2
) — X—U, -21gV,

> n\x =4, _ > —= ¢

e W <KV & < - . Za platnosti

T e o n

— 2
x_

hypotézy a znalosti o bude mit ( ’UOJ ){2(1) rozdéleni, proto pravdépodobnost chyby prvniho
o

— 2
druhu bude P (x—,qu Z_ZIgV”‘ =1-F, (ﬂj:a a odtud —_2lgva=7(12- (1) a
o n X (1) n n a

g (1) ~
_Ala X — _ 21 V
V,=e * .Pokud by bylo 0 neznamé, Ize kriticky obor ,.aproximovat” ( ’il())z > Ela

- ’

s n
leva strana je podil dvou ,”(2 ndhodnych proménnych, v Citateli s jednim stupném volnosti a ve



jmenovateli sn-1 stupni volnosti, proto se vtakovém pfipadé uzije misto ;{f_a(l) kvantilu

F._,(1,n —1) kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni.

Stanoveni L,

Budeme predpoklddat G, E{,u:,u>,uD}, vztah vérohodnostniho poméru a ,oblasti“ G, mize
nabyvat nasledujicich dvou ,relaci“:
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pokud data ,vygeneruji“ tuto situaci je sup e 2600 —p 200 =], hypotézu nezamitame.
HueGy




Tento priklad vSak naznacuje, Ze kriticky obor neni takovy, jaky byl vy3e naznacen, ale je prinikem

- 2
dvou oblasti [x—,uD] >=218Ve a5 <y,
o

n

Namét: Zjednoduste popis takového kritického oboru a stanovte V,, pro tento kriticky obor.
Namét: Obdobné rozeberte pfipad, kdy G, = {/1 U< ﬂH}.
Namét: Pro ¢&isla 4 <, <, <p4, rozeberte pfipad kdy G, = {,u: (,u1 Su< ,112)\/ (,u3 Su< ,u4)}.

Shrnuti: Pokud padne x dovnit¥ nebo na kraj oblasti G, hypotézu nezamitame. Pokud padne x

mimo oblast G, hypotézu zamitame, pokud je x , dostate¢né daleko”

Némét: Rozeberte situaci kdy: H formulovana i = /1, a alternativa A je formulovana u = u,, pro
pfipady, kdy t, <, a f,> ;. (Klasicka uloha fesitelna pomoci Neyman Pearsonova lemmatu)

Namét: Jak by dopadla situace =, a pro¢ nema smysl? Mélo by smysl testovat hypotézu:
pozorovana data se Fidi normdlnim rozdélenim se stfedni hodnotou (¢, a smérodatnou odchylkou

M, a

smérodatnou odchylkou o, kde 0, je mnohem vétsinez o ,? Jak by takovy test mohl vypadat?

O, proti alternativé pozorovana data se Fidi normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou

Vyse uvedeny pfiklad je demonstraci toho, jak se za pomérné silnych predpokladd muze v klasickém
pojeti komplikovat test sloZzené hypotézy proti jednoduché i sloZzené alternativé.

Namét: Lze za uvedenych predpokladl pouzit v néjaké modifikaci test jednoduché hypotézy proti
slozené alternativé jako test sloZzené hypotézy proti jednoduché alternativé.
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