Statisticka kontrola jakosti a statisticka prejimka
Tato oblast obsahuje rlizné statistické techniky, které je mozno rozdélit:

e Pfejimky méfenim.

e  Pfejimky vybérem (srovndvanim).

e Statistické ,sledovani” jakosti, procesni.
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Pomocna partie - vybérovda smérodatnd odchylka a vybérové variacni
rozpéti - opakovani a doplnéni

Vybérova smérodatna odchylka

Statistika S*(n) —n—Z(x —x)Z kde x :EZXI
Pro tyto statlstlky plati:

{ (n)} o?, pokud o existuje, kde o = E{(X —,u)z};‘v’i =1..,N.
E{7 } , pokud 4 existuje, kde u= E{X }VI 1..,n.

2 [ o’ a2 , NnN-3 4 4_ 2| N
o {X(n)}=T, o {S (n)}:?—ma , kde o —(E{(Xi—,u)} Vi=1..,n a

m* = E{(xi —y)"}Vi =1..,n.
Pro dikazy a odvozeni viz prednasky SA1l nebo Jaroslav Hatle, Jifi Likes: Zaklady poctu
pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 151-157.

Dale budeme predpokladat, Ze existuji: u = E{X}, m = E{(X —,u)i }Vi =1..4
Pomocné tvrzeni 1: E{(Xi - i)}: 0. DUkaz je ziejmy.

Pomocné tvrzeni 2: E{(Xi - )_()2 }: n—_laz . Dlkaz: E {(Xi - ;)2 }: E {(Xi -+ = ;)2 }:
n
2

= E{(xi —y)z +(,u—>_()Z +2 Xi —,u)(,u—;()}z o’ +07—2E{(Xi —u)()_(—,u)}
ale E{(Xi —,u)(;—,u)}: E{X X — ,uX HX + } E{Xli}—,u2 — )+t = E{Xi;}— 1= (B),

ale E{xii}z%an:E{xixj}:ﬁ(E{xfﬁ (n —1);12):%(/12 +0?+(n=1)pd)= g2+

I
=

Pak (B)= E{(Xi —,u)()_(—,u)}:%Z aproto (A)= E{(Xi ~X }: cl——=0"—=.

shrnuto: E{x, ~ xf |= 0% — x)}= 02 2.

n



Mdame k dispozici nahodny vybér {Xl,x vy X } znormalniho rozdéleni s parametry u = E{X} a

21 Mn
2

% = E{(x— u)}. Pak s°(n) = 1 (O_zn—lji =% | _

n-1 n

2

s X — X
:—Z '—1 . Ndhodna proménna '—1 ma N(0,1) rozdéleni a proto nahodna
i n

2

) _
X: —X

proménna E T ———

i=1 n-1
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V dalsim budeme feSit problém nalezeni stfedni hodnoty a rozptylu nahodné proménné
2

ma Zz(n —1) rozdéleni.

” X, — X
s(n) = \/ ( X)z — 1, k tomu je tfeba stanovit
_1 i=1 \/_ i= n-1

1

E Z% —E ;(Z(n—l)}.
-1 o

n

. K7 e 2g
Dukaz: f;gz(n—l)(x) = E—H_ a odtud f\/i(X) 2Xf (X ) = i—n_l . Potom
27 r(j 27 r(
2 2
+o0 n-2," o x?
E ;(Z(n—l)}:jx X ° . dx = —— L Ix 'e 2dx=(D)
0 221“(”_ j 22 r(” j
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Pro vypocet mtegralu_[x 'e 2quzueme substituci  —
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_9 (nj V (nj
Odtud dostaneme E{s(n)}_ \/ﬁ 2% = cz(n)gl kde cz(n)— _2n—2
( j

2

odvodit nasledujicim zplsobem rekurentni vztah:
n+1
=
V2 (2)
n+1 Jn+1 n n+1)(n-1
I — Il — I I —
U e ) s 1S
Jn+1 (n c,(n) "
2 V2 (2
Jn

c,(n+1)

2
Protoze  plati F(X + 1) = XF(X), dostaneme F( n+ 1) =0 ;11“( n _1) a  odtud

2

Jn n-1 F(ngl) _ Jn n-12 Jﬁr{ngljz__ Jn n-1 1

(E%:Jn+1 2 r{nj “Jn+1 2 0n U?.I(”j “Jn+1 n ()’

2

2

c,n+1) Jn n-1 1 n-1 1
Shrnuto: 2 = c,(n+1)= ) kd
e M) Jn+l ncmﬂ32(+).wm+n%m) ®
2
c(2)—£ F(zj 11
,(2)= = =—.
T
2 2
Shrnuto: c,(n+1)= \/nnn_i]_) czj(-n) s potatetni podminkou C,(2) = %

Poznamka: Konvence E{s(n)}: Cz(n)O'je pouZita z Doc. Ing. Jan KoZidek, CSc. : Statistickd analyza.
Statistické tabulky a jejich pouziti. Skripta CVUT, fakulta strojni, Praha 1990. Né&kde se pouZiva
1
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Dal$im problémem bude stanoveni rozptylu statistiky s(n) = \/—12()(. — X)Z , ktomu bude uzit
n

konvence oto¢ena E{s(n)}=

i=1

bézng postup o {s(n)} = E{s*(n) |- (E{s(n) . Ale E{s*(n)}=E %Z Xir:x -7 (n-1).

Proto {s(n)}: O'Z(nT_l - ng(n)] =o%c;’(n) a O'{S(n)}: o nT_l - sz(n) = Ocz(n)



Pribéh uvedenych ,korekénich” konstant cz(n),

CZ(I‘I)' c’f(n), c;(n) je v nasledujici tabulce a

grafu:
o -~
n C, (n) %2 (n) C, (n) C, (n)
2 00,5642 11,7725 00,1817 00,4263
3 0,7236 1,3820 0,1431 0,3782
a 0,7979 11,2533 0,1134a 00,3367
s 0,8407 1,1894 00,0931 0,3052
& o,8686 1,1512 0,0788 o,2808
7 0,8882 1,1259 00,0682 0,2612
s 0,9027 1,1078 0,0601 0,2452
=) 0,9139 1,0942 00,0537 0,2318
10 0,9227 1,0837 0,0485 0,2203
11 0,9300 1,0753 00,0443 0,2104
12 0,9359 1,0684 00,0407 0,2017
13 0,9410 1,0627 00,0376 0,1940
14 | o,0as3 1,0579 0,0350 0,1871
1s 0,9490 1,0537 00,0327 0,1809
1e 0,9523 1,0501 00,0307 0,1753
17 0,9551 1,0470 0,0289 0,1701
1s 0,9576 1,0442 0,0274a o,1654
19 0,9599 1,0418 00,0259 0,1611
20 0,9619 1,0396 00,0247 0,1570
21 0,9638 1,0376 0,0235 0,1533
22 0,9655 1,0358 00,0225 0,1498
23 0,9670 1,0342 00,0215 0,1466
24 00,9684 1,0327 00,0206 00,1435
25 0,9696 1,0313 00,0198 0,1407
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Vybérové variaéni rozpéti

Mame k dispozici ndhodny vybér {Xl,XZ,...,X } z normalniho rozdéleni s parametry = E{X} a

o? = E{(x - uf}.
Pod varia¢nim  rozpétim takového vybéru bude rozuména  statistika R = X — Xq),

n

R = max{X,, X, ,..., X, }—MiN{X,, X,,..., X, }. Jeji stiedni hodnota pak bude E{R}= E{X(n)}— E{X(l)}.

Rozdéleni maxima, obecné f(n)(x):nF"‘l(x)f(x) a minima (taktéz  obecné)
foy(X) =n@—F(x))"™" f(x).

R:(X(“)_'u)_(x(l)_fu):U[(X(n)_ﬂ)—(X(l)_'u)J, a protoZe evidentné& plati X = # :(X_luJ
(i)

o o o o
Ize psat R = O'(U(n) - u(l)): oW, kde U je N(0,1) rozdélend ndhodnd proménnd a pro rozdéleni jejiho

maxima a minima plati: f,)(x) = n®"*(x)p(x) a fy(x) = n(1—®(x))" *(x) a tomu odpovidajici
stfedni hodnoty: E{u(n)}z n de)”‘l(x)(p(x)dx a E{u(l)}z n .[x(l—(D(x))”’lgo(x)dx. Protoze

1-0()=0(x) 2 p(=e(x), e  Elgl=—El,) odtud
E{R}= G(E{U(n)}— E{u(l)})= oE{w}= ZOE{U(n)}. Obvykle se uziva znateni E{R}=od,(n).
Odtud dz(n): ZE{u(n)}. Tuto hodnotu Ize pomérné snadno spocitat pomoci numerické integrace.

Podobnym zpUsobem (ale technicky radové obtiznéjsim) se stanovi

o*{R}= 02 (E{u) — Uy — d, (M) F )= 6°d2(n) nebo o{R}= od (n).

Oba koeficienty v zavislosti na rozsahu ndhodného vybéru jsou v ndsledujici tabulce a grafu:

n|d,(n)|1/d,(n) | d;(n)|1/d,(n)
1 0,0000 0,0000

2 1,1284 0,8862 0,8525 1,1730
3 1,6926 0,5908 0,8884 1,1256
4 2,0588 0,4857 0,8798 1,1366
5 2,3259 0,4299 0,8641 1,1573
6 2,5344 0,3946 0,8480 1,1792
7 2,7044 0,3698 0,8332 1,2002
8 2,8472 0,3512 0,8198 1,2198
9 2,9700 0,3367 0,8078 1,2379
10 3,0775 0,3249 0,7971 1,2545
11 3,1729 0,3152 0,7873 1,2702
12 | 3,2585 0,3069 0,7785 1,2845
13 3,3360 0,2998 0,7704 1,2980
14 3,4068 0,2935 0,7630 1,3106
15 | 3,4718 0,2880 0,7562 1,3224
16 3,5320 0,2831 0,7499 1,3335
17 3,5879 0,2787 0,7441 1,3439
18 3,6401 0,2747 0,7386 1,3539
19 3,6890 0,2711 0,7335 1,3633
20 3,7349 0,2677 0,7287 1,3723
21 3,7783 0,2647 0,7240 1,3812
22 3,8194 0,2618 0,7200 1,3889
23 3,8583 0,2592 0,7160 1,3966
24 | 3,8953 0,2567 0,7120 1,4045
25 3,9306 0,2544 0,7090 1,4104
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Namét: Stanovte ,korekéni konstanty” dz(n), d3(n) pro N> 25 stim, Ze pouZijete predpokladu
normality.

Kvantily maxima a minima
Opét mame k dispozici ndhodny vybér {Xl, X5 ey Xn} z normalniho rozdéleni s parametry 1 = E{X} a

o? = E{x - uf}. F(x)=P(x, <x)= P(%J?Tﬂj ZCD(X?Tﬂj

Pro distribuc¢ni funkce maxima a minima pak plati:

Foy(x)= cp(x‘_”j

o

n

X —

F(l)(x) =1- (1— d)( ’UD , odtud pro odpovidajici kvantily:
o

xpn —H xpn s —-1(n —1(n
P(n)=@”( - )=> =07 (Vrm) = Xpy = B+ 0@ (YPw)

n
P = 1—(1—03(@)) ﬁyz O (1-Y1-p) =
Xpoyy =M+ cd1(1-1/1-py))



Pribéh obou kvantill pfi vybéru z N(0,1) je v nasledujici tabulce a grafu:

p=0,05 p=0,95

n Xp(n) Xp(l) n XP(n) XP(i)
1 -1,6449 1,6449 1 1,6449 -1,6449
2 -0,7601 1,9545 2 1,9545 -0,7601
3 -0,3361 2,1212 3 2,1212 -0,3361
4 -0,0681 2,2340 4 2,2340 -0,0681
5 0,1238 2,3187 5 2,3187 0,1238
6 0,2714 2,3862 6 2,3862 0,2714
7 0,3903 2,4421 7 2,4421 0,3903
8 0,4892 2,4898 8 2,4898 0,4892
9 0,5736 2,5312 9 2,5312 0,5736
10 0,6468 2,5679 10 2,5679 0,6468
11 0,7114 2,6007 11 2,6007 0,7114
12 0,7691 2,6303 12 2,6303 0,7691
13 0,8210 2,6574 13 2,6574 0,8210
14 0,8682 2,6822 14 2,6822 0,8682
15 0,9114 2,7051 15 2,7051 0,9114
16 0,9512 2,7265 16 2,7265 0,9512
17 0,9880 2,7464 17 2,7464 0,9880
18 1,0223 2,7651 18 2,7651 1,0223
19 1,0543 2,7826 19 2,7826 1,0543
20 1,0843 2,7992 20 2,7992 1,0843
21 1,1126 2,8149 21 2,8149 1,1126
22 1,1392 2,8298 22 2,8298 1,1392
23 1,1644 2,8440 23 2,8440 1,1644
24 1,1884 2,8575 24 2,8575 1,1884
25 1,2111 2,8704 25 2,8704 1,2111
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= Xxp maximum = = xpminimum p=0,05 = Xp maximum = = xpminimum p=0,95

Kvantilové pojeti se v novéjsi dobé uzivd pro data zekonomické a finan¢ni oblasti, kde je
problematicky predpoklad normalniho rozdéleni pravdépodobnosti (plvodni metodiky byly prevainé
vyvinuty pro technicka data).



Shrnuti vysledkii

° E{)_((n)}zlu, pokud u existuje,
. E{Sz(n)}= o, pokud & existuje,

. k)=

. oPn))= % - —n?n_—sl) o',
1

o Efs(n)j=c,(n)o, c,(n+1)= \/nnl‘:—il) c ]('n) s potatecni podminkou C,(2) = Ts
2

o olsmi=oy "2 i) =oci(n),

« E{Rj=0d,(n)

o 0'2{ } o’d? ( )nebo O'{R}:od3(n),
Xppy = B+ 0P (VPw)

Xpyy =K T a¢_1(1 - M)

Statisticka kontrola jakosti a statisticka pfejimka je statistikou malych vybéru.

Prejimky mérenim - priklad
Bude predpokladano, Ze jeden z jakostnich znakl dodavky ma normalni rozdéleni N( ,62)5
neznamymi parametry L, o’. Pro dali praci s prevzatymi predméty doddvky potfebujeme, aby dany

znak X neprekrodil hodnotu horni (tolerancni) meze T, . Potom

T _
p=(x>T,)=1- @(H—uj predstavuje ptijatelny podil nevyhovujicich predmétii v doddvce.
o

Vlastni testovani pak vypada tak, Ze se vybere N predmétd dodavky a zjisti se hodnoty
daného (Ciselného) znaku, tim se ziskd nahodny vybér {Xl,Xz,...,Xn}. K tomuto se urci statistiky
X,$=+/s?. Pokud, pro dané K je X +ks > T, doddvku nepfijmeme (to je ale deterministické tvrzeni

[ale v podmince jsou ndhodné proménné], z ného pak usuzujeme na hodnotu p=(x>T,)). Cisla

n, k tvofi ,,prejimaci plan®“. Statistickou ulohou je stanoveni takovych cisel. K tomu jsou (navic)
zadand dvé &isla 0< p, < p, <1. Cislo p,znamend pFijatelny podil zmetkd v dodévce (Acceptable

Quality Level = AQL), ¢islo P, nepfijatelny podil (Reject Quality Level = RQL).
Potom:

P(i +ks>T,/p< pl): a  reprezentuje riziko dodavatele (je to pravdépodobnost
zamitnuti dodavky, pokud je v potradku = pfijatelny podil
,Zmetk(” je rovny nebo pod AQL).



P(;JrkSZTH/pZ p2)=1—,8(“:|'slo f reprezentuje riziko odbératele ([ je pravdépodobnost
prijeti dodavky, pokud neni v poradku = pfrijatelny podil zmetkd
je rovny nebo nad RQL).

Casto je pouzivand ,slabsi“ formulace obou rizik:
Px+ks>T,/p,)=c, P(x+ks>T,/p,)=1-2
Nameét: Diskutujte rozdil obou formulaci.
Statistickou dlohou je pro zadané 0< p, < p, <1, &, B, T, “spotitat” pfejimaci plan: n,K .
Budeme predpoklddat, Zze za zadanych podminek lze rozdéleni statistiky X +ks aproximovat

2 2,2 2
~ — k 1 k
normalnim rozdélenim. Pak: E{X+ks}:,u+ka, UZ(X-}-kS):G—-I-O-——GZ[—-}-—] a
n

2(n-1)  (n 2(n-1)
- s
O'(X-I-kS):G H-I-Z(n—l)'

Nameét: Odvodte predchozi vztahy.

- —u— u,_, —kK
Potom:1—a=P(X+kS<TH/p1):d) Ty —p—ko =@ —=2_____ |,
o —+L 1, K
n 2(n-1) n 2(n-1)
¥ Uyp, —K y
p= P(X+ ks<T,/ p2)= D : = , protoze:
1 k
e e
n 2(n-1)
Ty . : , k?
1-F(T,)=p = Haﬂ =U_, =0 '1-p, )i =12. Aodtud dale: U, —K=U . [=+ 20-1) a
? U, —K —U, U, +U, U
U, —k=u, [=+ K . Pak —" SN K=—th"F “lhila
: n 2(n-1) U, —k U, U, —U,

2

u,  — 1 k2 -U,_ U, +U, U,

Dale: (1’)1—} =—+ 5 vyfeenim této rovnice vi&i N pFidaném k=—"2F Th T
U, n

—Q

dostaneme kompletni pfejimaci plan: n,Kk .



Némét: Odvodte prejimaci plan pfi dané dolni toleran¢ni mezi Ty, tj. dodavku zamitdme, pokud:

Xx+ks<T, .

Namét: Odvodte prejimaci plan pfi dané dolni i horni toleranéni mezi T, <T,, tj. dodavku

zamitdme, pokud: ()_( +ks < TD)V (;( +ks>T, ) . Oba ndméty za predpokladu normality.

Navod lze nalézt v Jaroslav Hatle, Jifi Likes:

Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické

statistiky. SNTL Praha 1974, str. 294-297.

Poznamka: Uvédomte si, Ze prejimajici strategie je formulovana tak, Ze prejimaci plan nezavisi na

hodnoté T, . Samoziejmé, prejimaci test je touto hodnotou vazan.
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Dalsi tip na nékteré ceské normy z dané oblasti.

1 Uvod
- pozadavky na statistické piejimky v prvcich norem ISO fady 9000;
- zpusoby provérovani davek, miry jakosti vyrobku, davky a procesu;
- typy zaruk pii prejimani davek vyrobki, zakladni systémy a typy statistickych prejimek;
- hlediska uplatiiovana pii volbé systému piejimacich plant a jejich typu (ISO/TR 8550).
2 Systémy statistickych pfejimacich postupt, pii kontrole srovndvanim:

- prejimaci plany AQL pro kontrolu kazdé davky ze série od téhoz dodavatele (CSN ISO
2859 - 1);

- ob&asna piejimka davek tvoficich sérii od téhoz dodavatele (CSN ISO 2859-3);

- piejimaci plany LQ pro kontrolu izolovanych davek (CSN ISO 2859-2):

- piejimky izolovanych davek postupnym vybérem (CSN ISO 8422);

- postupy pro posouzeni stanovenych Girovni jakosti pii auditech (CSN ISO 2859-4);

- ptejimaci plany pro plynulou kontrolu pfi vyrobé na pase (CSN 01 0254);

- Dodgeovy - Romingovy opravné piejimaci plany pro meziopera¢ni kontrolu (CSN 01
254).

3 Systémy statistickych ptejimacich postupt pii kontrole métenim:

- piejimaci plany AQL pro kontrolu kazdé davky ze série od téhoz dodavatele (SN ISO
3951);

- piejimaci plany postupnym vybérem (CSN ISO 8423);

- prejimaci plany postupnym vybérem prihlizejici k pfitomnosti chyby ve vysledcich méfeni
(CSN 01 0256);

- vzorkovani nekusovych vyrobkia (CSN 01 5110 az CSN 01 5113);

Zdroj: Ceska spole¢nost pro jakost http://www.csq.cz/
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