Vicerozmérna rozdéleni, odhady a testy mér a modelt
»zavislosti

Dvourozmérné normalni rozdéleni
Hustota:
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Proto: E(x2 /Xl) - +p%(x1 _/'ll) a Oz(xz/xl):(;zz(l_pz)
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Normované a centrované dvourozmérné normdlni rozdéleni: y, = 4, =00, =0, =1

B 1 1 2 2
(x5 x,) —WGXP {— 2= 5 (x7 + —2,0x1x2)}

Namét: Odvod’te margindly a podminéna rozdéleni pro normované a centrované normalni
rozdéleni.

»Linearni“ miry ,zavislosti“ (korelace):

E{(xl —H )2}: 0-12 ’ E{(xz —H, )2}: 0-22 a E{('xl _:ul)(xz - /‘2)}: Cov (xl"x2)

Cov(xl,xz)

p(xl,xz)z :>OS|p(x1,x2)|Sl.

O-l 62
Namét: dokazte tento vztah. Navod wuzijte Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

‘Z x,z;| < > x} >z} nebo jeji integrdlni tvar.




Pokud p(x,,x,)=0 a x,,x, jsou normalné rozdélené (sdruzené), jsou x,,x, nezavislé.
Diikaz: Po dosazeni p =0 do

1 _ 1 (xl —H )2
2716, 0, \1- p* expl: 2(1—,02)[
dostaneme: f(x,,x,)=f(x,)f(x,).

fx,x,) = + (xz—,uz)z -2p (xl _’ul)(x2 _ﬂz)J}

o o, 0,0,

Poznamka: v tomto tvrzeni je podstatny predpoklad mormalniho rozdéleni. Priklad, kdy
neplati takova implikace 1ze nalézt v Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA,
Praha 1972, str. 111.

Dalsi vlastnosti korela¢niho koeficientu lze nalézt v: Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972, str. 109-113.

Bodovy odhad korela¢niho koeficientu

M¢éjme nahodny vybér z dvourozmérného (normélniho = gaussovského) rozdéleni
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pak pod vybérovym koeficientem korelace bude rozuméno cislo:

N
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Rozdéleni vybérového koeficientu korelace je pomérné komplikované (viz Jaroslav
Hatle, Jifi LikeS: Zéklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha
1974. Str. 183-184).

=

Proto navrhl R. A. Fisher transformaci: z= %lg i rr

, kdy pro transformovanou nahodnou

proménnou plati, pro dostate¢né velké n (n>10) a |p| < Inormalita (asymptotickd) se stfedni

hodnotou a rozptylem:
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Specielnd v piipadé p=0= E{z}=0; o’{z}= 3
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Odtud plyne pro:

Intervalovy odhad koeficientu korelace
pro o¢=q, +a,
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Uvedené nerovnosti se vyfesi inverzi funkce f,(p)=—1 P + P

prubéh jeji inverze nasleduje:
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——Inverze stfedni hodnoty Fisherovy transformace n=12
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spolehlivosti pro koeficient korelace p . Pro dostate¢né velkd n Ize Clen o P )
n —

pro stiedni hodnotu zanedbat, pak neni nutné dané nerovnosti feSit numericky a lze nalézt
analyticky vyraz pro f,”' (z)= £ (z). Namét: naleznéte takové vyjadient.

ve vyrazu

Test hypotézy o koeficientu korelace H : p =0 = test o nekorelovanosti
V Jaroslav Hatle, Jifi Likes: Zdklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL

rn—2

Praha 1974. Str. 183 je pro rozebirany piipad p =0 dokézdno, 7e statistika [ = ., md

Studentovo t-rozdéleni s n-2 stupni volnosti. To dav4 kritické obory:

-2
Pravostrann4 alternativa p>0 W, = {t = rln—z i1, (n— 2)}
—-r
Vn—2
Levostranna alternativa p<0 W, = {t = rln—2 s —t_,(n— 2)}
—r
\Vn—2
Oboustrann4 alternativa p#0 W, = {t = rlnﬁ; NSt 4n(n=2)
-r

Namét: Lze efektivné odhadnout chybu druhého druhu a provéfovat vyse uvedené testy na
jejich silu?

Namét: Odvod'te srovnatelné testy vyuZivajici Fisherovy transformace (fakticky se bude
jednat o testy o stfedni hodnot¢) a feSte problém uvedeny v predchozim ndmétu.



Klasicky ,,Pearsontiv‘ koeficient korelace ,,méfi silu‘ ptipadné ,linedrni zavislosti* viz Alfréd
Rényi : Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 109-113. Pokud
potfebujeme ,,méfit silu monoténni zdvislosti™ pouzivd se vice typi mér. Jednou z nich je
»dpearmantv koeficient potfadové korelace®.

Spearmanuv koeficient poradové korelace

Jedna se o ,,méfeni zdvislosti*“ zalozené na rankovych (pofadovych) statistikach.
Rankové statistiky:

X, 15X 25Xy 35005X; b AP R AP
. . ol IRERCRIDURERTEATH . » PR 11> X122 M13)7 A
M¢gjme ndhodny vybér: " | a jejich potddkové statistiky L
X219%220 %2350+ Ko X243 Kom

pak ke kazdému pozorovani existuje ptrifazené jeho potradi (rank) v uspofddaném vybéru:
R(x))=R =jox,=xaS8(x,;)=5 =] x, =x, . Nejprve se budeme zabyvat
jednou ndhodnou proménnou.

Predpoklddame, Ze ndhodny vybér x, ,,x, ,, X, 5,...,x,, se fidi distribuci F{(x) a ndhodny vybér

Xy 15Xy 55X, 35000 X, S€ Tidi distribuci F,(x)a dvojice obou nahodnych proménnych se fidi

dvou rozmérnou distribuci F(x,,x,). O vSech tfech F,(x),F,(x),F(x,,x,) distribucich

budeme ptedpoklddat, Ze jsou spojité a rostouci v celych jejich defini¢nich oborech. Ze
spojitosti distribuc¢nich funkci plyne to, Ze Zadnéa dvé pozorovani nemohou byt rovna.

Pro rankovou statistiku pak plati P(R,.= j)=l a P(R = j,Rk:l)z;. Odtud
n

n(n—1)
1 1nln+l) n+l A Ll IS, 1a@an+Dm+D) Qu+Dn+1)
ERj=) i—=———F=——, ENR =) i —=— )i =— = a
w} ;n n 2 2 { } ; n n; n 6 6
2 2
GZ(R):E{RZ}_(E{R})Q:(2n+1)(n+1)_(n+l) :(n+1)2(2n+1) An+l) _(m+Dn=1) _(@ 1)_
6 4 12 12 12
Samoziejmé, totéZ plati i pro druhou rankovou statistiku S . Tedy:

Rankova statistika zobrazuje pozorovani libovolné nahodné proménné na nova
pozorovani transformované nahodné promeénné, jejiz pravdépodobnostni popis nezavisi
na pravdépodobnostnim popisu piivodni ndhodné proménné. A rozdéleni vSech
rankovych statistik na nahodnych vybérech stejného rozsahu je stejné.

To vSak uZ neplati pro sdruzend rozdé¢leni. Proto sdruZend rozdé€leni rankovych statistik
popisuji ,,to, co ob€ ndhodné proménné spojuje* nezavisle na tom, jak se individualné chovaji.
A odtud l1ze odvodit ,,méfeni sily jejich propojeni*, napf.

= corr(R,8)=— SRS _ 12 0o g gy=12 E{(R—rH_lj(S—n_Hj}.
Jo2(R)o(r) -1 n* -1 2 2
Tj. klasicky korela¢ni koeficient poradi (rankl) obou ndhodnych proménnych. Ten je nazyvan
podle svého autora Charlese Edwarda Spearmana (1863-1945), povolanim psychologa
(General Intelligence, objectively determined and measured. American Journal of
Psychology, 1904; Proof and measurement of association between two things. American
Journal of Psychology, 1904).




Vyse uvedenému vzorci pro Spearmaniiv koeficient korelace odpovidd vzorec pro jeho
bodovy odhad:

6 (R, —S,)
—_ 12 13 (R _n+lj(S _n+1j_1_ ;( =51
s n—ln< i 2 ! 2 ninz—lj

Takova uprava plyne z rovnosti: ZR[ = ZS[ = @;Z:R[2 = Z:Si2 = n(2n +é)(n ) .
i=1 i=1 i=1 i=1

Pokud plati hypotéza o nezavislosti = ndhodné vybéry x ,x,,X5...X, a

Xy 15Xy 55X 3500, X, JSOU pozorovanim hodnot dvou nezavislych nahodnych proménnych pak
. . — |n-2 . o, . . .
m4d statistika 7 =r f—_z asymptoticky (n>20) ¢-rozdéleni s n-2 stupni volnosti (srovnejte

I-rg
se stejnou statistikou pro testy o klasickém Pearsonové koeficientu korelace — Spearmanova
korelace je klasickou korelaci ale potfadi). Toho Ize napf. uZzit k testovdni hypotézy o

nulovosti 7, =nezavislosti.

To déava kritické obory:

. ren—2
Pravostranna alternativa re >0 W,=qt==> — ! 2t ,(n=2)
I-rg
. . E n—2
Levostranna alternativa r, <0 W,=<t= — st<—t,_,(n=2)
I—-rg
. . L Z n-2 <
Oboustrannd alternativa rg 20 W,=<t= — St 4 (n=2)
1-rg

(Vybérovy) Spearmantv koeficient korelace md pifi hypotéze nezdvislosti Er }:0,

o’ (E)z % Namét: odvod'te. A je asymptoticky normalni.

Existuji i jiné statistiky a testy pro meéfeni ,,monoténni zavislosti® a testovani nezdvislosti,
jako jsou:

Kvadrantova statistika.

Kendallova statistika.

Wilcoxonova statistika.

O jejich vyjadieni a uZiti se 1ze napt. doCist v:

Neparametrické metody. Testy zaloZené na poradkovych a

Dagmar Blatnd pofadovych statistikdch. Skripta VSE, Praha 1996

Jejich teoretické vlastnosti jsou studovany napf. v:

| Jana Juredkovd | Potadové testy. Skripta MFFUK, SPN Praha 1981




Klasicky linearni ,,regresni“ model:

Motivace:

o o o
E(xl/xz)z,u1+po_—1(x2—,u2)= p—|x, + ltll_po__lll'lZ

2 0-2 2

o o o
E(xz/xl):ﬂ2+p;2(x1_ﬂ1): p—= |x + ﬂz_p;z/ul
1

1 Gl

Predpokladdme vztah mezi vysvétlovanou a vysvétlujicimi proménnymi ve tvaru:

y= Zaixl. +a,+ ¢ definujeme-lix, =1,pak y = Zaixi +¢&
i=1 i=0

y je vysvétlovand proménna,

x, i=0l..,n x,=1 jsouvysvétlujici proménné a

£ je nahodna slozka modelu.

y

xo=1
X
X2
X’ Regresni funkce
: ap+arFxr+ ...+ an*xn >
o

Dale predpoklddame, Ze méame k dispozici T pozorovani:
Yis X1 Xppseees Xy
Yo Xogs Xopseens Xop
VroXrgs Xppreen X, Xjo =L Vj=1..T

O téchto pozorovénich piedpokldddme, Ze jsou pozorovdny, méfeny bez chyby a jsou tedy
nendhodné. Jedind ndhodnost je soustfedéna do ndhodné — nepozorovatelné — slozky
E,E50 €y

Pozorovani vysvétlované, vysvétlujicich a ndhodné slozky jsou propojeny vztahy:

y,=>ax,;+€ j=1..T
i=0



Zapsano pomoci apardtu vektorti a matic:
y=Xa+g (1)
Ptredpokladame, dalsi vlastnosti:

Efe}=0 var{e})=E{ee’ }=01, kde o je dalsi parametr modelu mimo a,,a,,....a, a
hodnost(X )=n+1<T . Pozor, ptedpoklad existence obou momenti Efg} var{e} je
podstatny. Zuvedenych predpokladi vyplyvd, Ze veSkerd ndhodnost vysvétlujici a
vysvétlované proménné je soustfedéna do modelové proménné £ - ndhodné — nepozorované
(nebo nepozorovatelné) slozky.

Dile je nutné upozornit na fakt, Ze klasicky model pfedpoklada ve vztahu Efee’ }= 0’1

jistou neproméennost variability ndhodné slozky (stacionarita, ...) a to, Ze ndhodné slozky
ruznych pozorovani jsou nekorelované.

Za uvedenych ptedpokladu (pro jeji vyuZiti nejsou podstatné, podstatné jsou pro vlastnosti
vysledki) 1ze vyuzit metodu nejmensich ¢tverca*

y=Xa+sg = Xy=XXa+X's = (X'X)'X'y=a+(X'X)"'X's =
E(X'X)"'X"y}=Efa}+E{(X'X)"'X"e) = (X'X)"'X'y=Efa}+(X'X)"'X"Ef¢)
a protoze E{g}=0 dostdviame: Efa})=(X"X)"'X"y a pouZijeme-li oznateni Efa}=a je
optimdlnim odhadem ve smyslu nejmensich ¢tverct

a=(X"X)"X"y (2)
Ze vztahu (X' X )" X"y =a+(X"X )" X"¢ dostdvame: (X'X)"'X'y—(X'X)"'X'e¢=a
odeéteme-li od této rovnice rovnici (2), ziskdme: — (X' X)"'X’e¢ =a—a a odtud:
(X'X)"'X"ee" X((X'X)"' ) =(a—a)(a—a) =
E{(X'X )" X"ee" X((X'X )" ) J=E{(a—a)(a—-a)" } =
(X'X)"'X"Efee" ) X(X'X)" ) =2, = o X'X)'"X'X)(X'X)"')' =2, =

o’ ((X'X)™" )" =X, . Pfi vyuziti predpokladu symetrie matice X, dostaneme:
X =0 (X'X)" (3)

To je vztah pro kovarian¢ni matici optimdlniho odhadu vektoru parametrti (2). Z kovarianéni
matice ziskdme standardnim postupem korelace mezi jednotlivymi komponentami odhadu
parametrického vektoru a. Ty jsou pak ,,mirou zavislosti* mezi jednotlivymi komponentami
tohoto vektoru. Na tomto misté je nezbytné upozornit, Ze pro znalost kovarian¢ni matice
potfebujeme zndt nezndmy parametr &~ .

Néamét pro premysleni: potfebujeme tento parametr zndt pro stanoveni korelaci?

N 5 A A 1 T A 1 T ~
Pouzijeme oznaceni: y = Xa, y :FZyj a y=?2yj .

j=1 j=1



Vztahy pro vypocétena residua:

A

e=y-y=y—Xa. Oznacime: j vektor ze  samych  jednotek,  potom:

T ~ A A
dYej=je=j(y-Xa)=0. Tj. soufet vypoStenych residui je nulovy. Plyne to

j=1
z ptredpokladu: E{fe}=0. Dokazte! Je mozno takovy fakt dokdzat bez piedpokladu
x;0=1Vj=1L...,T = regrese obsahuje absolutni ¢len? Pfimym disledkem je fakt

A

j'y=j"Xa=j"y. Tj. soudet pozorovanych hodnot vysvétlované proménné je rovem souétu

hodnot odhadtl y ;. Jinak - primér pozorovanych hodnot vysvétlované proménné je rovem

praméru hodnot odhadi y ;.
Definujeme:

T _ T A
TSS=>(y,—y)* a SSE=)(y;,—y,)* a SSR=TSS-SSE

J=1 J=1

TSS Total Sum of Squares
SSE Sum of Squares Error
SSR Sum of Squares Regression

A

Dale budeme pouzivat vySe uvedenych vysledki: ; =y,

SSR=TSS—SSE=Z[(yj—;f—(yj—yjj }Zﬁy‘i—yj —(y,ﬂ—yjj }z

Evidentné je 7SS 2 SSE, tak byla y, vypocitana. (neopomerite predp. x;, =1Vj=1...,T =

regrese obsahuje absolutn{ ¢len). Odtud je SSR > 0. Pak nestrannym odhadem parametru o

. SSE NIV 4 .

je s7 = F—. Jedna se o béZny vybérovy rozptyl odchylek pozorované hodnoty y od y.
— n J—

Pak také miZeme stanovit odhad kovarianéni matice odhadd a: S, =s°(X"X)™'. Obdobné

SSR TSS —SSE SSE v .
= =1- . Vnasi tdloze plati
1SS 1SS 1SS

0< R?><1. Ndmét pro pfemysleni: Je i vtomto tvrzeni predpoklad: x o =1Vj=1..T =

lze urcit i koeficient determinace R? =

: y . v I—1 g i s
regrese obsahuje absolutni clen, podstatny? V tomto pripadé ﬁRz je pfiblizné

nestrannym odhadem kvadrétu koeficientu mnohonasobné korelace.



Kvalita odhadnutych koeficientt (,.large sample®)

Ve skriptech [Cipra, str. 42-43] je dokdzéno, Ze plati:
\/? (ai —ai)

qii

=~ N(0,1) pro dostate¢né velké T, (T >30), kde g, je i-ty diag. prvek matice

X'X . - . .
sz( T J . Tato asymptotika pak umoZnuje konstruovat testy hypotéz a vyroky o

A

jednotlivych koeficientech a, a jejich odhadech a;. Pomoci takovych postupl lze pak,

A

odkazem na [Cipra, str. 46-47] dokazat tvrzeni odhada m4 rozdéleni N(a,o*(X'X)™") -
samoziejmée, zde, za predpokladu normality rozdéleni vektoru nahodnych odchylek €.

Z tohoto lze konstruovat dalSi typy vyrokd a testi o kvalit¢ modelu. Odkaz na [Cipra,
str. 46-55]. Samozfejmé l1ze odkézat i na dalsi ucebnice.

f(

Vzt = N(0,1) vlastn¢ tvrdi:

qii

AT T —a) AT q{hiﬁj_q{MJKd
o \/_ o | W S

e ? dx je normovand distribucni funkce normélniho (Gaussova) rozdéleni

Prob{dl. <a,—-a, < h,}

P(x) = J_ j

pravdépodobnosti.

Nékteré heuristiky a pseudoheuristiky o vlivu jednotlivych vysvétlujicich
proménnych.

Oznacime-li x; :—Z)c.i prumér z i-t€ho sloupce matice pozorovani vysvétlujicich
TS’
=

A

e ) _ n oA __ _— o n ai -x[ .
proménnych X, mizeme psat: y = Zai x, . Pokud je y #0, dostdvdme: 1= ZT Cleny
i=0 i=0 Y
ai; ;, . vy . sz V1t . N -
= pak mohou byt méfitkem vlivu i-t€ vysvétlujici promeénné na vysvétlovanou
y
proménnou. Jejich znaménko pak signalizuje positivitu nebo negativitu tohoto vlivu.

Pro testy vyznamnosti 1ze pak 1ze pouzit vztahu

d\/ \/ (a —a) hNT hi\/T d~NT
—9

V4 V4 V4 N4 V4

pro h,=¢ a d[ =—¢, , kde &, je feSenim rovnice

Prob{di <a,—a; < h,}



eENT —&ANT
q{ \’/\/__ ]—¢{ ’\/_J:I—a, pro zvolenou hladinu vyznamnosti . Pokud dostaneme
q;; 4qii

A A

ai—€<0<a;+& miZzeme vyslovit soud o nevyznamnosti koeficientu a, a tim i o
nevyznamnosti i-té vysvétlujici proménné pro vysvétleni proménné vysvétlované. Jinak
feCeno: pokud nula lezi v symetrickém intervalu spolehlivosti pro piislusny koeficient,
soudime na jeho nulovost pfi hladin€ vyznamnosti & . Pfesnéji: tuto hypotézu nevylucujeme.

eNT —&ENT ..
Vztah ¢ i -0 ’—\/_ =1- & ma trividlni feSeni:
Vi qii

T T u
¢i =1-ﬂ@i=¢*(1-ﬂj@q= ﬂw(l-ﬁj, kde ¢7'je inverzni
Vi 2 4q;i 2 r 2

(kvantilovy) operdtor k operatoru ¢. Pozndmka: ¢im nizsi je & tim SirSi je pfisluSny interval
spolehlivosti a tim je ,,snaz§i dostat nulu do takového intervalu® - tento fakt je nezbytné brét
v tvahu pfi rozhodovéni o vyznamnosti ¢i nevyznamnosti.

Proto se pouZivaji také metody zaloZené na ndsledujici dvaze: Pokud by i-ta
vysvétlujici proménnd neméla ovliviiovat vysvétlovanou proménnou, znamenalo by to a; =0

T(a,—ai i & i
M ~N(0,]), meéla ndhodna veliina a
g, 4q;i

a pak by, podle vztahu
rozdéleni N(O,1).

Nékteré heuristiky a pseudoheuristiky o kvalité celého modelu.

Bé&Znym kritériem celého modelu je koeficient determinace: R* =1 —;i—?. Cim blize

je jedné tim lze povazovat model za kvalitn€j$i (opét neopomenout, mluvi se o linearnim
modelu s absolutnim c¢lenem). Dadle je dobré vzit do Uvahy, Ze koeficient determinace je
vlastné produktem rozkladu rozptylu vysvétlované proménné na ¢ast regresni a zbytkovou.
Tedy koeficient determinace jen méfi ,,vysvétleni variability* vysvétlované proménné.

,JIntervalovy* odhad celé regresni nadroviny:

y=Yax,+&= y=x"a prokonkrétni x, proto y = xT(XTX)_lXTy =x' (XTX)_IXT(Xa+ £)
i=0
A odtud: E{y/x}=x"(X"X)"'X"E{y/x)=x"(X"X) (X" X)a=x"a Proto:

;—E{ ;/x}sz((Al—a) = 02{;/X}ZE{[XT(21—Q)j }zE{xT(&—a)(cAl—a)Tx}szZAx-

a

Protoze: odhad{c*{y/x}}=S*{y}=s>x" (X" X)" x, 1ze konstatovat pro dostate¢nd velky

pocet pozorovani y—E{ y/x} = N(0,s*x" (X" X)™x) tj. odchylka odhadu regresni &¢iry od
skutecné ma asymptoticky normdlni rozdé€leni, s nulovou stfedni hodnotu a rozptylem
s°x" (X" X)' x. Tedy je heteroskedastick4!



Doporucena a zdrojova literatura:

Jifi Reif

Metody matematické statistiky, ZCU v Plzni 2004

Jaroslav Hatle, Jifi Like$

Zéklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL
Praha 1974.

C. Radhakrishna Rao

Linearni metody statistické indukce a jejich aplikace,
ACADEMIA, Praha 1978

Alfréd Rényi

Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972

Cipra, T.

Ekonometrie, skripta MFF UK, Praha, 1984.

Mendenhall. W.

Introduction to Probability and Statistics. PWS-KENT, Publishing
Company, Boston 1987.

Groebner, D.F.,
Shannon P. W.

Business Statistics. A Decision-Making Approach. Merrill
Publishing Company, Columbus Ohio, 1989.

Jana Jureckova

Poradové testy. Skripta MFFUK, SPN Praha 1981

Dagmar Blatna

Neparametrické metody. Testy zaloZené na poradkovych a
poradovych statistikach. Skripta VSE, Praha 1996

Dagmar Blatna

Neparametrické metody II. Neparametrické odhady. Skripta VSE,
Praha 1999




