Bodové odhady — néktera uziti poradkovych statistik

M¢jme (iid) ndhodny vybér {xl,xz,...,xn} rozsahu n ndhodné proménné ¢ s distribuéni funkci
F(x)ahustotou f(x), pak vzestupné sefazena pozorovani

<x, <..<
(1) =2y ==X

vybérem {xl,xz,...,xn} a x,, i-tou porddkovou statistikou. Budeme déle piedpokladat, Ze

{x(l 10X ),...,x(n)},kde x budeme nazyvat pofddkovymi statistikami nad

jednotliva pozorovani jsou po dvou riiznd, proto x,, < x.,, <...<x, . Pak je

Xy = min{xl,xz,...,xn}a Xin) = max{xl,xz,...,xn}

Distribuni funkce i-té porddkové statistiky: F,, (x)=Plx, <x} to je pravdépodobnost

toho, Ze se vndhodném vybcéru nalezne alespoii i pozorovini menSich nez x.
Pravdépodobnost toho, Ze se v ndhodném vybéru nalezne pravé i pozorovani mensich nez x a

pravé n-i  pozorovdni vétSich nebo rovno x je  P(x )z(éJ(F( x) (1=F(x))""
i

F,(x)= P{x(l. , < x} je pak soucet predchozich pravdépodobnosti od i aZ do n (jedna se o

disjunktni jevy). F,, (x)= Z( JF(x) 1— F(x))"” . Specilng je
F,(x)= (,J(F( OV (1=F(x))™ =(F(x)) a

F(x)= ZUF(x) 1-F(x))"’ (ZJ(F(X))O(I—F(x))”‘O=1—(1—F(x))”

Coz je, po fadg, distribu¢ni funkce maxima a minima ndhodného vybéru.
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Odtud mﬁieme dostat i vyraz pro hustotu i-té potfadkové statistiky:

n

fio %)== F(x) = XZU(F(’”) (1- F(x))"’=i{”}j(nx»’”(l—F(x))”"’f(x)—

J=t Jj=i

Z( j(” JNE(x)) (=F(x))™" f(x)=A

Protoze:

(n} ! (n—1)! (n - 1J
i=J= —=n— —=n a
J Jn=j)  (j=-1)(n-j)! Jj-1

n! (n=1)! _ (n-1
(J(n _]) (n -]) /(I’l ])/ nj,/(n_j_l)',_n( '] j

je

A= Zn( _jF( ) U=F(x))™ f(x) Zn( jljF(x)) (= F(x))7 f(x)=

J=t

1 } i
=n('f_J(F(x))’ (=F(x))™ f(x) atedy:

fm(x)=n('7 1J(F(x))"‘l(l—F(x))”"’f(x)

Opét specidlné pro minimum a maximum:

Fafx)=nf(xI=F(x))™ a  f, (x)=nf(x)F""(x)
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Symetricka rozdéleni
Nahodnd veli¢ina ma symetrické rozdéleni podle stfedni hodnoty (obecné jakéhokoliv
¢isla) u, jestliZze pro jeji hustotu pravdépodobnosti plati f(x)= f(2u—x). Pro distribu¢ni

funkci takového rozdéleni plati:
2u—-x

F(x)= jf(s)dszl— ff(s)dszl— ff(Z,u—s)ds =l- If(s)ds =1-F(2u—x)

—oo

Median a kvantil podruhé

p-kvantil je &islo x, pro které plati P{x <X p}: F(x,)=p. Median je 0,5-kvantil.
Pro symetrické rozd€leni pak p=F(x,)=1-F(2u—-x,) a pro medidn je
05=F(x,5)=1-F(2u—xy5)=>05=F(x,5)a05=F(2u—x,5)

proto F(2u—x,5 )= F(x,s)
Pokud uvazujeme navic spojitou a rostouci distribu¢ni funkci, pak plati
2~ X5 = Xgs S U= X5

Stfedni hodnota symetrického rozd¢leni:

+oo

El}= [f (x)dv=[of (2p0=x)dx = [ (2~ 2)f (2 )z =21~ Efu}= Efa}= p

—oo

Centrédlni momenty symetrického rozdéleni:

m A= [(x—p) fx)dx=[(x=pu) f(2pu-x)dx=[(p=2) f(2)de, proto pro r lichd

je j(ﬂ—z ) f(z)dz=- j(z—ﬂ ) f(z)dz a plati m fx}=0 (pro r lichd). Symetrickd

rozdé€leni maji vSechny liché centralni momenty nulové.
Vybérovy median

n+l

Pro n liché je me = x[
2

j a pro n sudé me = %[x[;j + x[ n;rsz . Ten pak md distribu¢ni funkci

a hustotu pfi vybéru z rozdéleni F(x), f(x):

Fo ()= Y (7](F(x))"(1—F(x))”"' a

JEAN
n—1 n-1 n—1 n-1 n—1
fun @ =n n=L (F(0))2 (1=F ()2 f0=n n=1 (FR)A=F())2 f ),
2 2

2

pro n-liché.



Srovnani hustoty praméru a vybérového medianu
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Z tohoto obrazku je vidét, Ze prumér ma mensi variabilitu. To je ovSem za predpokladu, Ze se
jedné o vybér stejné rozdélenych pozorovani. Pokud se do vybéru ,,namixuji“ i pozorovani
s jinym rozdélenim pravdépodobnosti, situace se meéni, zvl. pro odlehlé (extrémni) hodnoty.
V ptipad¢ pisobeni odlehlych pozorovani z jiného rozdé€leni pravdépodobnosti byva median

v s

Sdruzené rozdéleni vybérového maxima a minima

F(y,y,)= P{x(l) < VX < yn}: [F(yn)]” _[F(yn)_F()’1)]”
Poznamka: Prvni ¢len je distribuce maxima a druhy ¢len je pravdépodobnost toho, Ze vSechna
pozorovani budou mezi x, ax,. (Rao C.R.: Linedrni metody statistické indukce a jejich
aplikace, ACADEMIA, Praha 1978, str.249).
Odvozent:
[nektera jsou mensi nez yl]/\}

I. y<y, = F(yl,yn):P{min<yl;max<yn}:P . .
[vsechna jsou mensi nez y”]

[Vsechna jsou mensi nez y”] [vsechna jsou mensi nez yn]

_ P{[Vsechna jsou vetsinez yl]/\} _p {[vsechna jsoumeziy, a yn]/\}

2. y2y, =>F(,.y,)= P{min < y,;max < y"}: Pﬂvsechna jsoumensinez y, ]}

3. Je ziejmé, Ze  jev [vsechna jsou mensi nez yn] je obsaZzen Vjevu
{[nektera jsou mensi nez yl]/\

. . a proto plati :
[vsechna jsou mensi nez yn]

F(y,,y,)=Plmin <y ;max <y, }=[Fy )" -[F(y,)-FO)"



Vsechna jsou
mensi nez y,

Vsechna jsou
vétSinez y; =
vSechna jsou
meziy;ay,

Tomu odpovidd hustota: f(y,,y, )=n(n—=1)F(y, )=F(y )l f(y,)f(y,). Odwud lze
odvodit rozd€leni ndhodné veliciny R =y, — y; - vyberového rozpéti:

Hustota vybérového rozpéti je pak:

f(R)= n(n—l)I[F(x+R)—F(x)]"_Zf(x)f(x+R)dx(:) R>0;=0= R<0
Blize, viz: Doc. Ing. Dagmar Blatnd, CSc.: Neparametrické metody. Testy zaloZené na
potddkovych a pofadovych statistikdch. Skripta VSE, Praha 1996.
Bodové odhady vyuzivajici poradkovych statistik
Vybéry (usporadané) z rovhomérného rozdéleni na intervalu (a,b ).

f(x)z%(:)a<x<b;f(x)zO v ostatnich piipadech.
-a
F(x)=0s x<a,

X—da

F(x):b

S a<x<b,
—-a
F(x)=1x2b.
Protoze:
n—1
Jfi(x)=n ;

Jm ) U=F(x))™ f(x) je

n—1\x—a)"(b-x\" 1 .
f(“(x)zn[i—lj[b—aj (b—aj b_a(:)a<x<b]1nak fi(x)=0.
n

fm(x):n(b—a)‘"(l::)(x—a)"‘l(b—x)""’ & a<x<b jinak f, (x)=0.
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Potom:
n—1
Joy(x) (b—x)"",
(b-
E {x }: b (b—a)
1 )
() +1
-1
S (X) (x—a)" a
(n) ( b —a )n
E{xw —(b—a)+a
Potom

n—1
E{X(n) —x(u}:m(b—a) a odtud E{(xm -x1,)

n+l1

n—1

}:(b—a).Tedy:

n+l . , oy " -y s
(X=X, )—1 je nestrannym odhadem varianiho rozpéti z rovnhomérného rozdéleni na

n—

intervalu (a,b ).



Konstrukce odhadul parametrii « a b.

n n n+1 n
E{x(l)}:b—n+1(b—a):b——n+1E{(x(n)—xm)—n_l}:b——n_lE{(x(”)—xm)}:>
_ n ) T Xy | Xon) =X .
b—E{xm+H(xrn)_xrl))}—E{T}—E{xm+T}’ted}’~
Xon) “ Xy . .
X,, +———— je nestrannym odhadem parametru b .

n n n+l1
Ewx [=——(b—a)+ra=——E{(x, ,—x, )—r+a=
{(")} n+1( ) n+1 {( () (U)n—l}

n nXiy) =X Xen)™Xa1)
a=E{x —(x, , —x =F———— 2 =Flx, ——2 7))} tedy:
{ (n) n—l( (n) (1))} { 1 } { (1) 1 )} y

X))

X = T ) je nestrannym odhadem parametru a.
Protoze:
A X X X X " " X —X X —X
( 1 ( (1) . (1 ( !
b=x.,,+ 2 ”ia:xm_ w - je b_a:x(n)"'L_x(U-'_M:
n—1 n-1 n-1 n-1
X, —X 2 n+l
(1 i
=X, =X, +2 ):(x(n)_x(l) I+— z(x(n)—xm 1) . odhady
n—1 n-1 n—1

A A A A A

b;a;b—a;b—ajsou konzistentni (zde slovo konzistence znamend, Ze s nimi lze provadét
uvedené operace, tj. plati: odhad rozdilu se v tomto piipade rovna rozdilu odhad).

Namét: Zkuste pro tento pifpad spocitat hustotu variaéniho rozpéti x,,, — x, .
Vybéry (uspoiradané) z posunutého exponencialniho rozdéleni

—l(x—A)

E(A,é')Ef(x)zée‘S Sx>Af(x)=0x<A

Pro posunuté exponencidlni rozdéleni

—%( x=A)

E(A,é')zf(x):%e S x>A f(x)=0 x<A je nestrannym odhadem

. T h .
parametrické funkce A+ 0 statistika x =— z X, , zatimco statistika:
n iz

1 L 1 N .

Yp) T q_p(zn_iﬂj{ 2 (X=X ) (=g )(x,, = x,,)| pro 1S p<q<nje
i=1 i=p+l

nestrannym odhadem parametru A .




(i—1)/(n—i) &

. 1 a=A 17 (nmivi)(x-A)
Dikaz: f, (x)=—"————|1-¢ ¢ e d pro uvedené exponencidlni
rozdéleni.

Zdroj: Hatle, J., Likes, J.: Ziklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky,
SNTL/ALFA, Praha 1974, str. 165 — 188.

Piiklad: Nestrannym odhadem pro parametr & z posunutého exponencidlniho rozdéleni
1

q
i Z(x(,.)—x(p))+(n—q)(x(q)—x(p)) pro 1<p<g<n.
q— D) i=p+

Nameét: Specifikujte uvedené statistiky pro vybér z posunutého exponencidlniho rozdéleni pro
1=p;g=n.

Priklad: Spoctéte E{x( . )},E{x(” )} a E{x(” )= X )} u vybéru s posunutého exponencidlniho

rozdéleni. Na zdklad¢ téchto vypocti se pokuste odvodit statistiku pro nestranny odhad &.
Jsou veli¢iny x,, ), x,, nezavisl€?
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