
Opakování pravděpodobnostních pojmů II. 

Distribuční funkce diskrétní „jednorozměrné“ náhodné proměnné 

Mějme náhodnou proměnnouξ , která je definována na některé části celočíselné osy 1ZD ⊂ , 

potom pod její distribuční funkcí budeme rozumět ( ) 1   ;)( RxxPxF ∈<= ξξ . Obvykle se 

distribuční funkce dodefinovává pro celou 1R a to tak, že pro definiční obor 1ZD ⊂  náhodné 

proměnné ξ  a mimo něj:  

1. Pro Dx ∈ , platí ( )xPxF <= ξξ )(  

2. Pro x  takové, že yxDy <⇒∈∀ , 0)( =xFξ  

3. Pro x  takové, že yxDy >⇒∈∀ , 1)( =xFξ  

4. Protože D  není souvislý (ve smyslu a v 1R ) pak pro bod 

)sup()inf(;: DxDDxx <<∉ je „dodefinováno“ { }xzDzzFxF <∈= ;:)(sup)( ξξ . 

Poznámka, striktně řečeno nejedná se o dodefinování. 

Vlastnosti (shodné se spojitým případem) 

1. )(xFξ  je neklesající. 

2. )(xFξ  je zleva spojitá. 

3. 0)(lim =
−∞→

xF
x

ξ . 

4. 1)(lim =
+∞→

xF
x

ξ . 

5. )(xFξ  je shora i zdola omezená. Tato vlastnost je nadbytečná, lze ji dokázat 

z předchozích čtyř. 

Každá distribuční funkce má uvedené vlastnosti 1-4. Každá funkce mající uvedené vlastnosti 

1-4 je distribuční nějaké náhodné proměnné. 

 

Příklady: 
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Poissonovské rozdělení – distribuční funkce ∑
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Poissonovské rozdělení – hustota = pravděpodobnost { }
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 Pokud je, v některých případech, potřebné lze pro popis diskrétních pravděpodobností 

použít aparátu „ −δ funkce“ =  „ −δ impulsu“  { } )()( ixiPxf −== δξ . Potom: 

{ } { }∑∫
<∞−

==−==
xi

x

iPdyiyiPxF ξδξ )()( . 

Diskrétní rozdělení nad souborem elementárních jevů bez struktury R1 

 V takovém případě je nosičem „diskrétních“ pravděpodobností nějaká „abeceda 

elementárních jevů“ D  bez další struktury 1R  (tj. vzdálenosti, vztahy býti větší, ….). Taková 

„abeceda“ obvykle bývá konečná, obecně může být i nekonečná (=spočetná = s mohutností 

množiny přirozených čísel).  0)(    ;)()(;     ;1)(     ;0)(; =∅=⊂∀=≥∈∀ ∑∑
∈∈

PdPAPDAdPdPDd
AdDd

. 

Momenty – modifikace vyjádření pro diskrétní náhodné proměnné 

Střední hodnota: { } ( ) { }∑∫∫
∈

+∞

∞−

+∞

∞−

====
Di

iiP)s(dFsdsssfE ξξ ξξ , pokud existuje.  

Námět: Nalezněte  diskrétní rozdělení ke kterému neexistuje střední hodnota (návod, využijte 

vlastností harmonické řady). 

Obecné momenty: { } { }∑
∈

==
Di

kk iPiE ξξ . 

Centrální momenty: { }( ){ } { }( ) { }∑
∈

=−=−
Di

kk
iPEiEE ξξξξ . Speciální postavení má druhý 

centrální moment = rozptyl = variance: 

 { }( ){ } { }( ) { }∑
∈

=−=−==
Di

iPEiEE)()(Var ξξξξξσξ 222 . 



Kvantily: p-kvantilem je řešení px rovnice: p)x(F p =ξ . Jak je zřejmé z průběhu distribuční 

funkce diskrétní náhodné proměnné p-kvantily nebudou až na zřídké výjimky existovat. 

Diskutujte možnosti alternativní definice ( ) ( ) pxP;pxP pp −≥≥≥≤ 1ξξ . 

 

Vytvořující funkce pravděpodobností 

Dále budeme používat označení { } ( ) ( )00 ≥∧∉⇔=∈== iDip;Di;piP iiξ  a to pro takové 

diskrétní náhodné proměnné, pro které  { } ( ) ( )ZiiiP ∈∧≥⇒>= 00ξ . 

Pod vytvořující funkcí pravděpodobností budeme rozumět funkci ( ) ∑
+∞

=

=
0i

i

i zpzGξ , jinak 

napsáno ( ) { }ξ
ξ zEzG =  . Pak platí: ( )00 ξGp =  a 

( )
0

!
== zk

k

k
k

zG

dz

d
p

ξ
. Dokažte! 

Příklady 

Rozdělení Pravděpodobnost Vytvořující funkce pravděpodobností 
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Geometrické 
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Další užití vytvořující funkce pravděpodobností 
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Námět: Odvoďte výraz pro { }( ){ } { } { }( )2222 ξξξξξσξ EEEE)()(Var −=−==  pomocí 

vytvořující funkce pravděpodobností. 

 

Tvrzení: Mějme náhodnou proměnnou η , která je tvořena součtem nezávislých náhodných 

proměnných ∑
=

=
n

i

i

1

ξη , potom ∏
=

=
n

i

)z(G)z(G
i

1

ξη . 
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Tvrzení: Mějme směs rozdělení diskrétních náhodných proměnných ,......, jξξξ 21  

( ) ∑∑
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iji ;;piPP
j

αααη ξ ,  

kde ij
pξ  je pravděpodobnost toho, že náhodná proměnná jξ  nabývá hodnoty i . Potom 

náhodná proměnná η  jež je „výstupem“ takové směsi má vytvořující funkci: 

( ) )z(GzG
j

j

j ξη α∑
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=

=
1

. 

 

Důkaz: Směs rozdělení si lze představit jako přepínač, který na výstup přepíná náhodně jednu 

ze vstupních náhodných proměnných a pravděpodobnosti toho, že na výstup bude přepnuta 

j-tá vstupní náhodná proměnná jsou rovny „vahám“ směsi jα . Jev přepnutí je nezávislý na 

jevech vstupních hodnot jednotlivých náhodných proměnných. 
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Tvrzení: Nechť nezávislé náhodné veličiny ,......,, jξξξ 21  mají stejné rozdělení 

pravděpodobnosti s vytvořující funkcí )z(G  a nechť náhodná veličina N  má rozdělení 

pravděpodobnosti na množině přirozených čísel { },...i,...,,D 21=  s pravděpodobnostmi iq . 

N,jξ  jsou nezávislé ,...j 1=∀  . Potom náhodná veličina ∑
=

=
N

j

j

1

ξη  (součet náhodného počtu 

náhodných proměnných) má vytvořující funkci ))z(G(G)z(G N=η .  

Důkaz:  

Pro každé pevné n  má náhodná proměnná ∑
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n
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jedná se o součet n stejně rozdělených a nezávislých náhodných proměnných. Náhodná 

proměnná η  je vlastně směsí náhodných proměnných ∑
=

=
n

j

jn

1

ξη  s vahami 

(pravděpodobnostmi) nq , proto ( ) ))z(G(G)z(Gq)z(Gq)z(G N

n

n

n

n

n

n === ∑∑
+∞

=

+∞

= 11

η . 

1ξ  

2ξ  

jξ  

η  

1ξ  

2ξ  

jξ  

1ξ  



Námět: Odvoďte podobné tvrzení pro „spojité“ náhodné proměnné ,......,, jξξξ 21  s využitím 

aparátu charakteristických funkcí. Inspirace:  Alfréd Rényi; Teorie pravděpodobnosti, 

ACADEMIA, Praha 1972, str. 262-314. 

 

Některá diskrétní rozdělení pravděpodobností: 
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vypadat jinak – odvoďte. 
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