Intervalové odhady

Intervaly spolehlivosti

M¢éjme (iid) nahodny vyér {xl,xz,...,xn} rozsahun nahodné prodnné ¢ s hustotou
f(x;9), kde g je hledany (odhadovany) parametr. Datedpokladame, Ze je darslo
1-a nazyvané koeficient spolehlivosti. PoleC(l—a)% intervalem spolehlivosti prg

(Neymanovym, konfidetnim) budeme rozudh dvojici statistik gd(>g,><2,..>,§])<g](>g,><2,..>,§])

takovou, ze:P(g, (X, %, ,-.. X, )< g < g, (X X, X, )) 21-0 .

Je Zejmé, Ze timto vztahem nejsou solmeze g (X .%,..x).q(%.%,...x) ureny
jednoznang a to ani za fipadu rovnostiP(g, (X, X, ,...x,) < g < g, (X Xp....%,)) =1-a .
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alfa=0,05

Déle je vhodné si wdomit, Ze pi tomto pojeti jsou ndhodné prémmé okt meze,
nikoliv hledany parametr. Ten je v této Uloze pawah za nezndmou konstantu.

Prvni metoda konstrukce intervalu spolehlivosti

1. Uréime rgjakou statistikuT (x, ,X,,....x,) odhadujici paramety .

2. Na mnozir T( n)xG , kde T( ”) je mnozina moznych hodnot zvolené statistiky nad
danym vybrovym prostorem & je mnozina moznych hodnot paramegruzvolime
funkci h(T,g). Funkce je zvolena tak, Ze r@ehi jejich hodnolh(T,g) nezavisi na



(neznamém) hledaném parameguNa volbu takové funkce je pak dano i nasledujici
omezeni:[t DT(X”) existuje jeji inverzewi g.

3. Kdané funkci h(T,g) existuji¢isla h, h, takova, zeP(h, <h(T,g)<h)=1-a.
Podotykame, zé&isla h, ,h, nejsou dana jednoz&i® (viz vyse).

4. Z existence inverzeiti g pak plyne P(h*(T ,h,)<g<h*(T h,))=1-a
(to za gedpokladu, Ze funkcdﬂ(T,g) je pri danémT rostouci;namét: zformulujte
totéz pro pipad, ze je klesajici).

5. V takovém pipads g, (%X, ,...x,)=h™*(T(x x,,...x,).h,) a

g, (X, . %, s X, ) = W (T (X, ,X, ..., X, ),h, ), jsou hledané konfideni meze.
Tato metodika je uvedena podle Machek J.: Teorfedd, SPN Praha 1974, skripta MFFUK, str. 114-115.

Namét: Owite, za jakych podminek n&de splnit poZzadovanyipdpoklad: DtDT(X”)
existuje inverze h(T,g) viaci g. {Jedna zmoZnosti: uvazujte &b {x x,,...x }
z alternativniho roztleni}

Priklad: Mame vylgr z rovnongrného rozdleni na intervalu(O,g>. Moznou statistikou pro
odhad neznamého parametau je: T(x, X,,...x,) = maxx, X,,...x,). Takova statistika ma

) 0 t<0
pak rozdleni f(n)(t):nf(t)F“‘l(t):né(éJ  Fa(D)=(FO) =(é) - O<ts<g.
let> g
Funkei h(T,g) mizeme zvolit nap h(t,g)= . Potom
g
0~ x<0
F,(x)=P(h<x)= P(l< xj= Plt<gx)=F (gx)=x" = 0<x<1.
J 1o x>1

Pokud je dand.—a = koeficient spolehlivostinaizeme a rozclit do dvou shodnyclasti

a=%+% (to pro jednoznénost volby intervalu spolehlivosti, viz dale). Imze funkce

h(t,g)zé bude gzlh. Rovnost P(h, <h(T,g)<h,)=1-a bude vtomto konkrétnim

piipack vypadat P(hd<é<hhj:(1—%j—%. Toho Ize dosahnoutnapf. volbou
0- x<0
t a t a . n
P(—<hdj=5 a P(hh<aj:1—5. Po dosazeni do vztahi, (x)=X" « 0<x<1,

g le x>1



dostaneme:(h, )" =

a (h,)" :1—%. ReSeni &chto vztali bude h, :rg a h, :wnfl—g.

Dz;uejep(hd <é<hn]:p&<g<hij:p ma>(xvxz’"-xn)<g<m""’(xl'xz'---?‘n) —1-q.

d n/]__g o
2 2

Poznamka: odhaii(x, X, ,...X,) = maxx, X, ...x,) neni nestrannym, je vychyleny.

N

Nap. pro a =0,05a n=10 bude
P(1,002535maxx, X, ,....X,) < g <14461256naxx, X, ,....x,)) = 095
aproa =0,05a n=100bude
P(1,000253maxx, ,X, ,....x,) < g <10375776naxx, ,X,,....x,)) = 095.

Xm "X

Namét: Pokuste se aplikovat dany postup pro nestrannycdheg =X, + 1
n —_—

Priklad: Mame vylkEr z normalniho roz&leni se gedni hodnotouu a snérodatnou
odchylkou o (znamou). MoZnou statistikou pro odhad neznanparametruy je prameér:

- 1 . - . fre . .
x:—in . Takovéa statistika ma pak &@pnormalni rozdleni se stdni hodnotouy a
i=1

_=(x=p)
o’ 1 2 - . .
rozptylem o a tedy s hustotouf,(x)= =€ n . Funkci h(x,,u) mizeme zvolit
Zna—
n
-
nag. h(?(,,u):i—,u. Funkce x— 4 ma hustotu ff(h):%e “n je tedy nezavisla
ZHJ—
n

(funkéng) na neznamém parametiu. Pro koeficient spolehlivost'n=%+% pouzijeme

obdobny rozklad jako vipdchozim fipack. Proto
1-g= P(hd < h(?(,,u)< m): P[\/ﬁahd < \/ﬁ(z—,u) < \/ﬁaﬂ = q)[\/ﬁah“]—cb[\/ﬁah“), kde CD(X) je

distribwni  funkce centrovaného a normovaného ¢&md N(O1l). Rovnost

l—a:{@j—{@j Ize splnit vice zfisoby, &Zny je 1———@(\/_”]‘] > —GJ(\/_h“]

Jejim teSenim je m—T¢‘1(1—j a m:T ‘1[52’) Nag. pro a=0,05 je
n

d)‘{l—%} =1,95996 a CD‘l(Ej =-1,9599(. Redenim rovnicel-a = P(hd < h(?(,/,l)< hn) je




ak, wetrg inverze funkcen(x,u), 1—a:P;<+CD‘1(£j£< <;<+q3‘1(1—gj£j,

Konkrétre pro a = 0,05je 0.95= P(§—1,959965 < ,u<;<+1,95996£j.

T T

Namét: stanovte takové intervalové odhady za podminekottohpikladu pro
a =0.1,0.05,0.025,0.01,0.005,0.001.

Priklad: Mame ogt vybér z normalniho roztleni se dedni hodnotouy a snmérodatnou
odchylkou o (tentokrat neznamou). Moznou statistikou &pppro odhad neznameého

. - 1 . . L
parametruyu je primer: X:_Z X . Moznou statistikou pro odhad neznamého parametru
)

je vykérova smérodatna odchylka: s= /EZ(Xi —?()2. Tentokrat se zvoli funkce
ni=
S

k)= 2

h(?(,,u) ma Studentova-rozdéleni sn-1 stupni volnosti (dokazte) s hustotofi(t,n—1)
(nanet: pokuste se odvodit jeji explicitni tvar {podibmalre rozctlené nahodné protnné a

VN | Jeji hodnoty nezavisi na nezndmych parametracho a

X?(n-1) nahodné progmné}). Déle naleznemieseni rovnicej f(t,n-1)dt=1-a (nantt:
_ta
jak vypada souvislost takovéteSeni s kvantily Studentova t-r@kehi s n-1 stupni volnosti).

X— U )
Potom: 1-a=P -t, < \/ﬁ<ta = ( t,— < U< X+t, j a tim dostaneme
P( j f Jn

S
intervalovy odhad s¢dni hodnoty.

Srovnani obou griklad:

Dolni mez pro $edni hodnotu Horni mez pro $edni hodnotu
- _4(a)o - a\o
o zname X+® 1[—)— X+ ® 1(1__j_
2 )Jn 2 )Jn
0 neznamé X—t,— X+, —=
T =

def def
Protoze plati u, ‘V_cb_l(l_ij - (2) —uly (oweite!), mizeme vySe uvedenou
2

tabulku gepsat:

Dolni mez pro $edni hodnotu Horni mez pro $edni hodnotu
o

_ — g
AMé X—u — X+Uu —
g Znhame 1_%\/5 1_% \/—

- s
0 neznamé X—taﬁ X+t, —— \/_




Oba odhady se pak liSi jen vtom, Zz8 pnamém g pouZijeme totoo s ,koreknim*

faktorem ul_(y a @i neznamémo pouzijeme jeho odhad= /%Z()g —?()2 s ,korekénim*
2 i=1

faktoremt, (namet: vyjadiete t, pomoci kvantih Studentova t-rozdleni s n-1 stupni
volnosti).

Nameét: srovnejte tabulkwl_ly at, pro fiznan a rizna a. Od jakéhon se oba koraki
2

faktory nebudou prakticky lisit (tj. od jakéhwolze pedpokladat znalost jeho ndhradou
zas. Pozor, takova aproximace je danou Uvahfjatelna jen a jen pro intervalovy odhad
stredni hodnoty normalniho rogdeni).

Priklad: Mame ot vybér z normalniho rozéleni se stdni hodnotouy (neznamou) a
smerodatnou odchylkouo (také neznamou). MoZnou statistikou §Qppro odhad

. A . - .
neznamého parametru je primer: x=—§ X . Moznou statistikou pro odhad neznamého
n=

parametru ® je vybsrovy rozptyl: SZZ%Z(Xi —?()2 (ten je nejlepSim nestrannym
n— i=1

odhademoa?). Ukolem je sestroijit intervalovy odhad pro parame’.
2

Velic¢ina (n—1)% :%Z(x —?()2 ma y*(n-1) rozckleni (dokazte: jde vlastno nasobek
i=1
soutu kvadrab stejré a normalg rozclenych nezavislych ndhodnych prémmych). Proto
_1\e2 _1\e2

gn 1)s o< (? 1)s |
/Yl_%(n_l) X%(n_l)
kde )(f_o/(n—l) je 1-a/2 kvantil Y*(n-1) rozcleni (sn-1 stupni volnosti) a)(j/(n—l) je

2 2

plati: 1-a= P(hd <h(a2 ,sz)< hﬂ): P{hd <(n—1)j_22 <hﬂj:

a/2 kvantil téhoz rozéeni.
Z toho, co bylo vtomto fjikladu odvozeno, #imo plyne pro odhad parametra

_ 2 _ 2
l-a= Sn—l)s<a< (?—1)3 a to protoZze odmocnina z nezapornétisia je
Xl_%(n_l) X%(n_l)

rostouci funkci a tedy zachovava nerovnosti.

Namét: Odvad'te interval spolehlivosti pro neznamy paramett u vybéru z normalniho
rozckleni se znamou igtdni hodnotoyu .

Namét: Odvalte vSechny vySe uvedené vztahy pro obecnou dekdmipoz=a, +a, a
zvlase pro volby (crl :O)Q(cr2 :O) jednostranné (v pravgbodobnosti) intervaly
spolehlivosti). Zde se bude pracovat s kvangly, , p,, -

Namét: Odvad'te vSechny vySe uvedené vztahy pro obecnou dekdnipwz a, +a, a pro
volbul-a= P(h—s < h(?(,,u)< h+ 5).



Namét: Odvad'te vSechny vySe uvedené vztahy pro obecnou dekdoipwz a, +a, a pro
volbu P(h*(Th)<g<h™(Th))=1-a, kde h*(Th)=k-¢ a h*(Th)=k+e
(polohow symetrické intervaly spolehlivosti).

Namét: Odvad'te vSechny vySe uvedené vztahy pro obecnou dekdnipwz a, +a, a pro
volbu P(h*(T h,)<g<h™(T h))=1-a, kde h,, h, jsou vybrany tak, aby
|h‘1(T,h,) - h‘l(T,m)| — min (nejkratsf intervaly spolehlivosti).

DalSi (obecn éjsi) metoda konstrukce intervalu spolehlivosti

Takova konstrukce je zaloZzenamésledujicim tvrzent
Mgme nahodny vyer zrozatleni f(X;9);90(0mn.Ome) O rozsahun. Dale ngme
statistiku T(x,,X,,...x,). Pro ni zavedemeF(t,g)=P(T <t;g);G(t,g)=P(T 2t;g). Pro
funkci F(t,g) predpokladejme sptmi nasledujicich podminek:

1. 0taT(X") je F(t,g) spojita klesajici funkceg .

2. Ilim F(tg)=1 agljgrlaxF(t,g):O.

9 - Gmin
Pro dan&isla 0<a,,a, <1 ozn&me funkceg,(t),g,(t) definovaneé vztahy- (t,g,(t))=a;

aG(t,gq(t))=a,.

Pak plati P(g =2 9,(T); g)s a, a P(g <gy(T); g)saz. Pokud je takové rozteni statistiky
T(x1 ,xz,...,xn) spojité, pak v obou nerovnostech plati rovnostuv&denych formulaci je
ztejme, ze g,(T) je 10Q1-a,)% horni hranice spolehlivosti a obdabng,(T) je

10Q1-a,)% dolni hranice spolehlivosti pro ,neznamy* paramety. Dvojice

94(T), 9,(T) je tedylOQ1-a, —a, )% intervalem spolehlivosti.

Tvrzeni je pevzato z:Machek J., Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripaFWK,
str. 122-123, kde je i uvederikhz, zaloZeny na nasledujici skimesti:

ProtoZze dle uvedenéhagupokladu jeF(t,g) spojitou klesajici funkci vg je nerovnost
g=g,(T) ekvivalentni nerovnostiF(t,g)< F(t,g,(T)). Ale pro F(tg,(t)) plati
F(t,9,(t))=a,, proto je nerovnosy = g,(T) ekvivalentni i nerovnostF(t,g)sal. Odtud
P(g29g,(T)g)=P(F(t,g)<a,;g).Protoze F (t,g)=P (T <t;g)
jei P(g=g,(T);9)=P(P(T<t;g)<a,;g9)=a,, neba ,pravéépodobnost prawghodobnosti
je pravaspodobnost“. ShrmutoP(g= g, (T );g)=a, (toto plati pro situaci kdy je rozkni
statistiky T spojité). Pro fipad, kdy rozdleni statistikyT neni spojité, dostaneme:

P(g 2 9,(T); g): P(F (t,g)s a,; g): P(T < sup{t F(t,g)< al}; g)<a,

Namét: dokortete dikaz i pro druhou nerovnost.

Namét: modifikujte uvedené tvrzeni pro situaci, kdy byodatit It DT(X”) je F(t,g) spojita
rostouci funkceg, véetrg dikazu (modifikujte pro tentoifpad i druhy pedpoklad).



Namét: k cemu je teba v fivodnim tvrzeni pedpoklad lim F(t,g)=1a lim F(t,g)=0,
g

~ Ymin 9 - Omax

jak bude vypadat tentaedpoklad pro modifikaci zipdchazejiciho naetu?

kde
P(x =1)=p=P(A);P(x =0)=1-p= P() kde A je sledovany jev a pozorovana alternativni

Priklad: M¢jme nahodny vyér z alternativniho rozdeni x, ,Xx, ,..., X

n !

nahodna prornna je indikatorem jeho realizace. Potom statisll‘l(al,xz,...,xn):Zxi =
pocet realizaci pozorovaného jevwehem n nezavislych experimeiit ma binomickeé

rozckleni: P(T:t):(?jpt(l— p)"", kde hleddame prop jeho interval spolehlivosti.

k=0

t
Funkce F(t,p) ma pak tvarF(t, IO)= P(T <t; p)=2(2j p“(Ll- p)"™ a funkceG(t,p) ma

pak tvarG(t, p) = P(T = t;p) = i(:} p“(L-p)" .

k=t

Dolni a horni mez pro zvolensla 0< a,,a,,a; +a, <1 naleznemé&eSenim rovnic:
T n i i n-—i H n—i
Z(ijph(l_ph) =a, aZ( jpd(l_ pd) =a,
i=0
Tyto dva vztahy je mozné, v stasnostifeSit velmi jednoduSe numericky (néimnavrhréte
konkrétni metodu). Ve starSi a klasické statistidie¢ature jsou jejichfeSeni nalézana pomoci

nekterych transformaci na kvantily Fischer-Snedecarwozdaleni na.:
Jaroslav Hatle, diLikeS: Zaklady pétu pravépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Prahad1Sir. 236.
Machek J.: Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skriptBWK, str. 124-126.

Piiklad: Mégjme nahodny vyer z Poissonova rozteni X, ,X, ,., X, , kde
/1k
— — A/ n
P(x, =k)=e 1 - Potom statistika T(X %X, )= D% = paset realizaci

pozorovanych Poissonovskych udalosti rv nezavislych experimentech, ma rotehi
k

P(T = k) =e™ % . Hledame interval spolehlivosti pro neznamy parame

Dolni a horni mez pro zvolerigsla 0<a, ,a, <1 nalezneméeSenim rovnic:

Ze"”h( ) =a, aZe‘Mdu:a2

Opét prvni z rovnic Ize bez probla‘trpomom souasnych prosedka reSit numericky, druh&a
zdanliw ne. OvsSem jen zdanby pokud Si ugdomime, Ze:

Ze—md ( : )I zl_ge—n/}d (n/].d)' —a,

Znova ve starS| a klasické statlstlcke litefatjsou jejichieSeni nalézana pomoaikerych
transformaci (zde pomoci tvrzeni o wvyj@di binomickych a Poissonovskych
pravcépodobnosti) na kvantily® rozdsleni nay.:

Jaroslav Hatle, fiLikeS: Zaklady pétu pravé&podobnosti a matematické statistiky. SNTL PrahadlStr. 241.
Machek J.: Teorie odhadu, SPN Praha 1974, skripteWK, str. 126-128.
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