Opakovani pravdépodobnostnich pojmui Il.

Distribu¢ni funkce diskrétni ,jednorozmérné“ nahodné proménné
Mgjme ndhodnou proménnou &, kterd je definovdna na nékteré &dsti celoéiselné osy D c Z,,

potom pod jeji distribu¢ni funkci budeme rozumeét Fg(x)zP(§<x); xe€ R,. Obvykle se

distribu¢ni funkce dodefinovava pro celou R, a to tak, Ze pro defini¢ni obor D c Z, ndhodné

proménné & a mimo néj:

1.

2.
3.
4

Pro xe D, plati F,(x)= P(&<x)

Pro x takové, ze Vye D= x<y, F:(x)=0

Pro x takové, ze Vye D= x>y, Fg(x) =1

Protoze D neni souvisly (ve smyslu a v R/) pak pro bod
x:x¢ D;inf(D) < x <sup(D)je ,dodefinovino* F,(x)= sup{Fg(z) ize D;z< x}.

Poznamka, striktn¢ feceno nejednd se o dodefinovani.

Vlastnosti (shodné se spojitym pripadem)

1.

A

F.(x) je neklesajici.

F.(x) je zleva spojita.

lir_n F.(x)=0.
lim F,(x)=1.

X—>+oo

F.(x) je shora i zdola omezend. Tato vlastnost je nadbytecnd, lze ji dokézat

z predchozich Ctyf.

Kazda distribu¢ni funkce ma uvedené vlastnosti 1-4. Kazda funkce majici uvedené vlastnosti
1-4 je distribu¢ni n¢jaké ndhodné proménné.

Priklady:
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Poissonovské rozdéleni — distribu¢ni funkce F(x)= Ze ‘
i

i<x
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Poissonovské rozdé&leni — hustota = pravdépodobnost P{& =i }= f(x)=¢ g e x=t
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Pokud je, v n€kterych piipadech, pottebné 1ze pro popis diskrétnich pravdépodobnosti
pouzit aparitu , & —funkce“ = , d—impulsu“ f(x) = P{& =i}d(x — i) . Potom:

F(x)= IP{f =i}0(y—idy = Pi=i}.

i<x

Diskrétni rozdéleni nad souborem elementarnich jevi bez struktury Ry

V takovém piipad¢ je nosicem ,diskrétnich® pravdépodobnosti n¢jakd ,,abeceda
elementdrnich jevii“ D bez dal$i struktury R, (tj. vzdalenosti, vztahy byti vétsi, ....). Takova
»abeceda® obvykle byva konecnd, obecné muze byt i nekone¢nd (=spocetnd = s mohutnosti
mnoZiny piirozenych &isel). Vde D,P(d)20; Y P(d)=l; VAcD;P(A)=) P(d); P)=0.

deD deA

Momenty — modifikace vyjadreni pro diskrétni nahodné proménné
Stiedni hodnota: E{¢}= jsf§ (s)ds = deFf( §)= ZiP{f =i}, pokud existuje.
—oo —oo ieD
Namét: Naleznéte diskrétni rozdéleni ke kterému neexistuje stiedni hodnota (ndvod, vyuZijte
vlastnosti harmonické tady).
Obecné momenty: E{:*}= > itPiE =i}
ieD

Centralni momenty: E {(dj' —E{£}) }: z (i — E{&})" P{¢ =i}. Specidlni postaveni ma druhy

ieD
centrdlni moment = rozptyl = variance:

Var(€)=c"( &)= E{&- E{E) )= (i- Bl Pl =i}

ieD



Kvantily: p-kvantilem je feSeni x,rovnice: Fy(x,)= p.Jak je zfejmé z pribchu distribu¢ni
funkce diskrétni ndhodné proménné p-kvantily nebudou az na ziidké vyjimky existovat.
Diskutujte moZnosti alternativni definice P(£ < xp)z p;PE> x, )>1-p.

Vytvorujici funkce pravdépodobnosti
Dile budeme pouZivat oznaéeni P{&=i}= p;sieD;p,=0& (i¢ D)A(i>0) a to pro takové
diskrétni ndhodné proménné, pro které P{E=i}>0=(i>0)r(ic Z).

Pod vytvotujici funkci pravdépodobnosti budeme rozumét funkci G§ Zp,z , jinak

FGelz
napsano G¢ E{zf} Pak plati: p, =G; 0)a p, :%%k—o . Dokazte!
< .
Priklady
Rozdéleni Pravdépodobnost Vytvorujici funkce pravdépodobnosti
G(z)= 2( jp (1-p) 7' =
n) . ,
Binomické p; = ( ,Jpl(l— p)
l
—Z( j pz)(1=p )~ =(pz+(1-p))
Poissonovo p, = e’lii G(z)= Ze z = Ze"l =M
’ il
- 1.4 i i i i 1-
Geometrické p:=(1-q)q G(Z)=Z(1—CI)CIZ =Z(1—CI)(CIZ) =

I1-gz

, G(z)= Z( ]p (1-p)z’

Negativné » :(H"”—l

binomické ! r—1 _ Dz r
1-(1-p)z

Jpr(l—p)i,'721

Dalsi uziti vytvorujici funkce pravdépodobnosti

+oo d ) +oo

6:0=5p=1. 46,01 =4 S el = Sine = Sin =l
=0 i=0 i=0

d’ d> & & i . 2

E G =5 p =Y 1)p27| L =Y ii-1)p, = EfE*}-E{¢}

dz dz” = i=0 i=0

Namét: Odvod'te vyraz pro Var(&)=0>(& )= E{( —E{£}y } E{f } (E{£})* pomoci
vytvotujici funkce pravdépodobnosti.

Tvrzeni: M¢jme ndhodnou proménnou 77, ktera je tvofena souctem nezavislych nahodnych

proménnych 7= Zé_’,‘ potom G,(z)= HG§ (z).

i=1




$&

Dikaz: G, (z)= E{Z”}= E{Z" }: IiIE{Zé }: ﬁGé (z)

Tvrzeni: M&jme smés rozd€leni diskrétnich ndhodnych proménnych ¢&,&,..& ...
+o0 400

P=P=i)=) a;p, ;1= a;a>0,
j=1 Jj=1

kde p £ je pravdépodobnost toho, Ze ndhodnd proménnd fj nabyva hodnoty i. Potom

ndhodnd proménnd 7 jez je ,vystupem® takové smési ma vytvorujici funkci:

G,()=2.2,G; (2).

Diikaz: Smés rozd€lent si lze ptedstavit jako pfepinac, ktery na vystup piepind ndhodn¢ jednu
ze vstupnich ndhodnych proménnych a pravdépodobnosti toho, Ze na vystup bude piepnuta
J-td vstupni ndhodnd promeénna jsou rovny ,,vaham® smési ;. Jev pfepnuti je nezavisly na

jevech vstupnich hodnot jednotlivych ndhodnych proménnych.

Sv
y

099

+o0 ) +oo . il
Gy(e)=22 0pe 2 =20, peiz =2, 0,Ge (7).
j=1 =1 =1

i i

Tvrzeni: Necht nezdvislé ndhodné veliciny &,&,...,&;,... maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti s vytvorujici funkci G(z) a necht ndhodna veli¢ina N méa rozdéleni

pravdépodobnosti na mnozZiné piirozenych Cisel D={1,2,...,i,...} s pravdépodobnostmi g¢; .

N
£ ;>N jsou nezdvislé Vj=1,... . Potom ndhodnad veli¢ina 7= Zf ; (soucet nahodného poctu
j=l

ndhodnych proménnych) ma vytvorujici funkci G,(z)=Gy(G(z)).
Diikaz:
Pro kazdé pevné n md nihodnd proménna 77, = Z{,‘] vytvotujici funkci G (z)=G"(z),

j=1
jednd se o soucet n stejné rozdélenych a nezavislych ndhodnych proménnych. Ndhodna

n
proménnd 7 je vlastné smési ndhodnych proménnych 77, :sz s vahami
j=1

(pravdépodobnostmi) g, , proto G,(z)= ZQHG"(Z )= ZQn (G( Z ))" =G\y(G(z)).
n=1

n=l1



Némét: Odvodte podobné tvrzeni pro ,,spojité” ndhodné proménné ¢,¢,...,<,,... s vyuZitim

aparatu charakteristickych funkci. Inspirace: Alfréd Rényi; Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972, str. 262-314.

Néktera diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti:

Rozdéleni Pravdépodobnost Stfedni Rozptyl
hodnota
1 +1 2
Rovnomérné p,=—,i=1,...,N N N -1
N 2 12
Alternativni p=p;p=1-p p p(l=p)
Alternativni _ o
(Rademacher) pa=1/2:p,=1/2 0 1
ny . :
Binomické D, =( _]p’(l—p)"_’ i=0,...,n np np(l-p)
i
. aAT .
Poissonovo =", i=0,1,... A A
i/
- i q q
Geometrické p,=(1=q)q",i=01,... — 5
1-q (1-q)
i+r—1) | ;
p; = { p(l=p);rzl,
Negativné "= ' r(l-p) r(l1-p)
binomické i=0,1,... p p’
nékdy byvaji uvadény hodnoty r, r+1, r+2,...
v tom piipadé budou stfedni hodnota a rozptyl
vypadat jinak — odvod'te.
M\N-M
PA noi M M(, M\N
-y p=——, —n
H trick ' - n—I|_1-"-"=
ypergeometrické N n N N ( Nj N1
n
i=max(0O,M-N+n),..., min(M,n)
o - p' -1 p | —plp+ig(1-p))
Logaritmické i=1,2,...
¢ ilg( 1-p )" le(1-p)i—p | (1-pJig’(1-p)
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