Pravdépodobnostni rozdéleni matematické statistiky 1.
x* rozdéleni

Mgme ndhodnou proménnou ¢ s hustotou pravdépodobnosti f.(x)= e 2, tj. normalni

Vor

nahodnou centrovanou a normovanou proménnou N(01). Otazkou je rozd&leni kvadratu této

néhodné proménné 5= &%,

Nejprve obecné:

n=&2=F (x) = P(n < x)= P(¢ %< x)= P VX < £ < VX )= F.(Vx)- F.(- v/x)
f,(X) = ;_X(Fcf(\/;)_ F-f(_ ‘/;))= i(f-f(‘/;)jL f-f(_ \/;))

2+/x
1 ! e% x>0
Pro na$ konkrétni piipad f, (X) = —(f§<\/;)+ f(:(— \/;))z [2 2% .
2x 0 & x<0

S

. - e
Charakteristické funkce bude C (jw)=E®!“7 (= [e'”*f (s)ds= |e!”* ——e 2ds=
77(] ) { } 'l; r]( ) '([ %

1
N N =(1—2ja))_%.

\/_ '[S J1-2jw

k

Odtud dostaneme pro stfedni hodnotu (obecné): C;j—kCn(ja)X .= (i)m (), kde m, (1) je k-
o o=

ty obecny moment nahodné veli¢iny 7.

d—Cq(Jw)( = jA-2jw)2 |w0_1_(1)1m1(77):>E{§2} 1

2

” -C,(io) :—3(1—2ja))%|w:0 =-3=(j)m,(n)= E{(§2)2}=3 a odtud
oHe)=elef el =3-1=2.

Shrnuto: E{cfz}:l a 02(52):2

Néhodna proménnd 7=¢&? se za uvedenych piedpokladii nazyva g °nahodna proménna
S jednim stupném volnosti.
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Pritbéh jeji hustoty . (x) =

nasledujicim obrazku:
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M¢jme dale posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych proménnych
n

takova ndhodnd proménna se nazyva x> ndhodna proménna s n stupni volnosti.

Jeji charakteristicka funkce bude C (jo)=(1-2jw) ;.

Lze dokazat bud’ tim, Ze se najde

vzor Kk charakteristické funkci (charakteristickd funkce je az na nasobici konstantu
Fourierovou transformaci hustoty) nebo indukci podle stupiiti volnosti: x>, = x> + &> a pro

1, x

hustoty pak plati f (x)—Tf (0)f ,(x—2)dz, kde f ,(x)= ! e%—ﬂ
p p X ) x i ' i [2 2% 2;1“(1)

2

F[%) =Jr (viz gama funkce v ptiloze tohoto textu).

n, oz
X
N 2> e’ o L
Distribu¢ni funkce pak bude FZ2 (x) = -[ ————dz. Tu lIze snadno pocitat pomoci netplné

g er[nj
2

gama funkce.



Ptiklady prab¢ht hustoty a distribu¢nich funkei xz rozdéleni jsou na nasledujicich obrazcich:
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Pro velkd n>30se pouziva Fisherova® aproximace hustoty a distribuce y* rozd&leni:
olv2x —2n-1)
f.(x)~ —
Xn 2X

Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 134-135.

a F.(0)~®(2x-V2n-1). Viz Jaroslav Hatle, Jifi Like:

Vztah aproximace ke skute¢nému prubéhu je demonstrovan na nasledujicich obrazcich:
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! sir Ronald Aylmer Fisher, FRS (17 February 1890 — 29 July 1962) was an English statistician, evolutionary biologist, eugenecist and
geneticist. Zdroj http://en.wikipedia.org/wiki/ , http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/index.php .
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Namét: Analyzujte rozdil mezi ,,presnym* vyjadienim distribu¢ni funkce a jeji Fisherovou
aproximaci. Vysvétlete, zda a jak pifipadn€ budou oblasti maximdlni odchylky vadit pro
klasické statistické ucely!

n
Namét: Odvod'te hustotu ndhodné proménné y, = /Zflz .
i-1

Gama rozdéleni

X

) , y y : 1 - . ,
Mg&jme ndhodnou proménnou ¢ s hustotou pravdépodobnosti f.(x)==e *;x>0, tj. neposunuté
T

exponencialni rozdéleni se stiedni hodnotou r. Otazkou je rozdéleni souctu n takto shodné
rozdélenych nezdvislych ndhodnych proménnych. Charakteristickd funkce takového
neposunutého exponencialniho rozdéleni bude:

C.(jow)=Ef"*}= +fej“’sf (s)ds—Tej“’sle_ids—lTe_SC_m)ds—#—(1— jor )™
A\Jo)= —0 c —0 - _TO _1—ja)2'_ Jor) .

Charakteristicka funkce ndhodné proménné 7= Zfi bude Cn(ja)) =(1- jor)". Zpétnou
i=1
x"le *

" i)

Fourierovou transformaci dostaneme: ;X>0, F(n) je opét ,,uplnou“ gama

funkci. Takové rozdéleni budeme oznaCovat G(n,7)(neslucovat s netiplnou gama funkci,
pozor, miZe byt i jind konvence oznaCovani vychdzejici zjiné parametrizace vychoziho
exponencialniho rozdéleni f.(x) = e x>0). Obdobné& jako u y* rozd&leni lze hustotu gama
rozdéleni odvodit rekurentné posloupnosti konvoluci. Pro takové postupy viz Alfréd
Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 180-187. Neni problémem
ov¢étit, Ze takova hustota je hustotou i pro realné n >0, nejen celoCiselné.

Distribuc¢ni funkce gama rozdéleni bude
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n-1." ,
S e ds—
"I'(n) T

F,00=]

X
neuplnd gama funkce argumentii —;n. Pro stfedni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni
T

dostaneme: Ef{p}=nz a o’(y)=nr’. Pribéhy hustot a distribu¢nich funkci jsou

demonstrovany na nésledujicich obrazcich:
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Gama rozdé€leni je velice uzitecné, protoze pomoci néj lze reprezentovat i jind rozdéleni, napf.

. .. N n I s s
x2 rozdéleni s n stupni volnosti je vlastné F(E,Zj. Numericky vypocet distribu¢ni funkce

muze vSak n€kdy ¢init problémy (naznacte, iplna gama funkce je zobecnénim faktoriélu, ...).

n
Namét: Vyjadiete rozdsleni y, = [> &* ve tvaru gama rozdéleni!
i=1

Namét: Pro n>40 lze pro rozdéleni F(n,r) uzit jeho asymptotickou normalni aproximaci

N (n T, nrz), analyzujte chybu a jeji vliv na pouzivani v klasickych statistickych tlohéach.

Studentovo?t rozdéleni (Gossetovo)

M¢éjme nahodnou veli¢inu o Srozdélenim N(01) a ndhodnou veli¢inu y, = /Zgﬁz,
i=1

n
de > &’ je nihodna proménnd z; s n stupni volnosti.
i=1

rozdéleni podiluf t, =

n
Nahodné proménné v a Zé‘f jsou nezavislé. Hustota nahodné proménné t je:
i=1
n+1
I

1 1 X“) 2 1n)y. .. .
fi. (x)= 7 B(lnj (1+ nj , kde B(E , E) je ,,uplna“ beta funkce argumenti
2°2

N |-

n
12-

Odvozeni lze nalézt napi. v Jaroslav Hatle, Jifi LikeS: Zaklady poctu pravdépodobnosti a
matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 137-138. Distribu¢ni funkce bude:

n+1

F, (x)—%ﬁﬂn%zds.

2'2

Stfedni hodnota tohoto rozdéleni je O;n>1, jinak neexistuje; rozptyl Lz;n>2, jinak

neexistuje. Pribéhy hustoty a distribuce jsou na nasledujicich obrazcich.

2 The derivation of the t-distribution was first published in 1908 by William Sealy Gosset, while he worked at a Guinness Brewery in
Dublin. Due to proprietary issues, the paper was written under the pseudonym Student. The t-test and the associated theory became well-
known through the work of R.A. Fisher, who called the distribution "Student's distribution”. Zdroj http://en.wikipedia.org/wikil/,
http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/index.php .
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Namét: Zkoumejte oblast uziti normalni aproximace a jeji chybovost s ohledem na bézna
statistickd uZiti tohoto rozd¢leni.




Beta rozdéleni

Rozdeleni ndhodné proménné s hustotou |f, (x)= ﬁ xP11-x)"0<x <1 p,g>0|
P.q
Stfedni hodnota a rozptyl takové ndhodné proménné jsou: E{ﬁ }: P 0 (ﬂ ): zpq .
p+g (p+af(p+a+l)
1 _
Distribuéni funkce F,(x)=———[s"*(1-s)""ds;0< x <L p,q>0, kde
A A

1
B(p,q)zjspfl(l—s)q‘lds je ,aplnd“ beta funkce sparametry p,q a
0

B(x;p,q) = .[ s"*(1—s)""ds je jeji ,neliplnd“ varianta. Opé&t nasleduji pribéhy hustot a
0

distribu¢nich funkci.
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—_—fx)  eeeeees F(x) p=5,0,q=2,0

Beta rozdéleni je uZivano pro popis nahodnych proménnych s hodnotami v intervalu (0,1).



Fisher Snedecorovo® F rozdéleni

n m
Mgjme dvé nezévislé nihodné prom&mné yZ=>&2 a y2=> & . Rozdleni nahodné
i=1 i=1

¢ nazyvano F-rozd€lenim s n,m stupni volnosti (evidentné se jedna o

n n+m \
distribuéni funkce Fﬂm(x))(”)2 | s2'1(1+”sj * ds: x>0/ Jejich pribhy nasleduji.
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Namét: Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl tohoto rozd¢€leni.

3 George Waddel Snedecor (October 20, 1881 — February 15, 1974) was an American mathematician and statistician. He contributed to the
foundations of analysis of variance, data analysis, experimental design, and statistical methodology. Snedecor's F distribution and the
George W. Snedecor Award of the American Statistical Association are named after him. Zdroj http://en.wikipedia.org/wikil/,
http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/index.php .
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Nékteré uzite€né pojmy a vztahy:

1
Beta funkce: B(a,b)= I x*1(1-x)dx a,b>0
0

r(a)r'(b) - _ Al oo _ b-1
Tarn B(a,b)=B(b,a); B(a.b)=_—" ~ B(a-Lb); Blab)= "~

B(a,b) =

p

Zn:mp‘(l— 0) :W(!n_k)!!xk‘l(l—x)“‘kdx - k@! X(1— %)™ dx =

i=k

= k(EjB(p; k,n-k +1), kde B(x; a,b):J‘Zafl(l_ )"'dz ab>0; 0<x<1
0

(b-2)!

r@ro) (@a-1)'0b-1)!  (a-1)'(b
(a+b-2)!

i 1)!
B(a,b) = I'(a+bh) B (a+b—1)! _(a+b 1)

> 5(1):
pro a,b>1, celé(!): _ 1 _ 1 N

B(k+1L,n-k+1)=

1
n
1
(n+ ){k

Neuplna beta funkce: B(x;a,b)zfza‘l(l—z)b‘ldz a,b>0; 0<x<1
0

B(n—-k+1k+1)=

Gama funkce: I(x)=[e*t"dt prox>0,
0

I'(x+1)=x(x);T'(n)=(n-1); (1) = Te“dt =1LT(xX)I'(1-x)=— i X
0 sin(7x)
T(X)T(X + %) = sz_l r'(2x) - F(%)F(l) =7l (Q) = r(%) =z

I'(n) =(n-21)!

Nelplna gama funkce: I'(x;y) = je‘tty‘ldt prox,y >0,
0

[B@b-1)
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I(a;)
Dirichletav integral: | X, . = L

k
k i=1 :
VXi >O;Z X =1 r[z aij

i=1

Vo, >0;1=1,...K

Gausstv (Laplace(iv) integral: Ieaztzdt:g proa>0,
a
0

n+1

) F(n;lj
.[t”e’atzdt =——< proa>0,n>-1
0 ZaT

2

n n-1
J't”e Zdt:22F(nT+1J pron>-1
0



