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Bodové odhady — n ékteré dalSi metody konstrukce odhad U
Metoda moment 4

Konzistentni odhad ?

Volna interpretace této vlastnostka, ze se jedna o takovy (konzistentni) odhadtenéko
dochézi s pttem pozorovani ,k zZsiovani“. Tj. gidanim dalSich pozorovani odhadili®
nekazime“. Takova interpretceire demonstrovat jen smysl avbd pro jasg uréeny pojem,
proto:

Statistikag( x,,X,,...,X, ) 0g, je konzistentnim odhadem paramegu(parametrické funkce)
g,.- 9

n - +o

praw kdyz plati: O& > 0; lim P(

<£j:1 pro kazdou moznou hodnotu

odhadovaného parametgi1Q , kde Q je mnoZzina (prostor) moznych hodnot odhadovaného
parametru.

Tvrzeni:

K tomu aby byl odhad konzistentni (statistika bydazistentni) st splréni obou
nasledujicich podminek:

n- +oo

1. lim E{gn} =g = asymptoticka nestrannost

2. lim Jz(gnj =0

n - +oo

Dukaz:

< gJ 21-———=.Déle
£

PodleCeby3Sevovy nerovnosti plattin =1,...; P[

g,- E{én}
piepsanim rdeokIadunI[rpw E{én} =g, dostaneméls > 0; [hy;On>n, E{én} -9
Potom:F{ <£j=P(—£<gAgn—g<£)=F{—E—E{én}<én—g—E{én}<£—E{én}j=
-{o-e-efo| o[} <oveelo ]| -ero-€la ) <o, Efo. | <evo-efa]

> P(—£—£< g,~ E{gn}<£+£j. To plati @i vyuziti takovych n, ktera spiuji podminku

cfo)-s

<2£J plati omezeni dané vySe uvedenou

<E&.

9,79

n>n, zdefinice limity O&>0;[hy,;0On>n,
P(_2‘€<gn_E{gn}<2‘€j=P(gn_E{gn}

! Porovnejte s pojmem konzistenceieqchazejicéasti.

<g. Pro pravdpodobnost




N N Oz(gnj
-E <2 (21— ) Shrnuto:
gn {gnH j 4€2

Uz(gnj .
. ProtoZe plati: lim Jz(gnj:O, plati

4 N+

Ceby3evovou nerovnosti, tedy: F{

Oe >0; D’]O;Dn>no je P(gn_g

<£j21—

9,79 9,79

n- +oo

<£j21:> lim P[

lim P( <£j=1 neba pravdEpodobnost nelize byt &tSi

nez jedna.

Vlastni metoda moment

n

Ozna&ime statistiku mk=12xi", ktera je nazyvavana-tym vybérovym obecnym
i=1

momentem.

Je evidentni, 2e:E{mk}=%Zn:E{xi"}:%Zn:yk =y,. Tedy m, =%Zn:xi" je nestrannym
= -

i=1 i=1
odhadem g, , kde y, je k-tym obecnym momentem nahodné promé od které jsou

pozorované hodnoty (nahodny wyhiid) x ;i =1,...,n.
Dale plat:  o*(x)= E{(xi" )2}— (E{(x}f = {3}~ (4 ) = st — (. ?.  Dale  plati

Jz(iz;“)qk] =izzl:az(>qk): n(,u2k —(,uk)z), proto 02(%221:)(:() =% » —(,uk)z): o?(m ). Odtud

)y Ha— ()

> dostaneme:

2
za pomociCebysevovy nerovnosﬁPQmK AR £)21- g g(znk -

lim Pka SRS £)=1. Protom, =%Z X je takékonzistentnim odhademy, .
No e i=1

Pro nahodnou proénnou, jejiz hustota zavisi (futhe€) na parametrechy,,...,9,,,
plati 4, = 14,(9,,...9,,), prok =1,...m pokud takové momenty existui.

Budeme-li feSit soustavu rovnicm, = /Jk(gl,...,gm), vic¢i neznamym g,,...,g,, miazeme
v nekterych gipadech vyuzit vlastnosti nestrannosti a konzigteathad m, = g, (gl,...,gm)

N

k ziskani odhatl g,,...,9,, parameti g,,....d,,-

Priklad: Pro nahodny vyis znormalniho rozéleni s parametry p,0° plati:
W=, =0+ u?.  Statistické  momentové  rovnice pak  budou  vypadat:



m, =1 X = M;m, :EZ% =o’+y°. Jejich feSenim dostaneme: =12Xi a
ni= ni= Nz

L l& P18, (1Y

or==Y X mu =YX -[—Zx} :
ni= ni= =

Namét: Srovnejte se statistikamix, S, S7, S° a ze srovnani tete vlastnosti

odhadi ¢/ ao?.

Priklad: Pro ndhodny vyin z rozdleni f{(x):fle_? plati 4, =7 a odtudr = EZ X .
T N

Namét: Urcete, zda se jedna o nestranny a konzistentni odhad.

Metoda maximalni v érohodnosti

M¢jme (iid) nahodny vytr {xl,xz,...,xn} rozsahun nahodné prokmné ¢ s distrib@ni funkci
F(x;g)ahustotouf(x;g), kde g je hledany parametr(y); ive se jednat i o vektor
parametit).

N

povaZovat statistikug pro kterou platl'V(xl,xz,...,xn;g)sv(xl,xz,...,xn;gj, Omoznag.

Tedy statistika g maximalizuje ¥rohodnostni funkciv(&,xz,...,xn;g):” f(x:9).

Z praktickych divodi se velice ¢asto pouziva logaritmickd ékohodnostni funkce

L(X X %,:0) =IQV(X X,.-..%,:9)= D Jg f(%:9). Vzhledem k tomu, Ze funkdg je rostouci je

i=1

evidentn, ie{v(xi,xz,...,xn;g)sv(xl,xz,...)(n;éﬂ - {L(xl,xz,...xn;g)s L(xi,xz,...,xn;éﬂ.

Filosofie tvorby takového odhady je zaloZzena naipdpokladu, Ze to co se stalo, muselo byt

maximalre vérohodné (pravépodobné; jedna se intuitivni fedpoklad, nikoliv o
matematicky, proto musi byt obecwrlastnosti odhail nasleds owvérovany, stejd jako u
piredchozich metodik).

Priklad: Maximalre  vérohodné  odhady  paramétr normalniho  rozéleni

1 e
fo(X)= 7
«(X) 20
Ig(f;(x))=ﬂ5|g(2n)—lga——(xz'aé’) a

o o?) = - CMao? -1 Sy - 2
L(X X e ,: 1:02) = nlg(277) ,190° Zozg(& u .



9 1 © 1
Lk X% 1£0%) ==Y (%~ ) =0 ==Y .
o (% X0, £:0%) Uzé(x H)=0=u nle
0 nl 1 .
507 L(><1,x2,---xn:ﬂ:0'2)=—§;+2(0_2)2iZ(& 4 20507 ——Zl(x — ), po dosazeni

z prvni rovnice dostaneme’ ——Z(xI ,uj . Matice druhych parcialnich derivaci:

ol e ] 1 (J‘j)zi(x - )

oL’ oo’

a—ZL 0* L (J_]jzzn:(x, ,U) g ]2-2_(0_]2-)3i(xi_:u)2

oo’ a(a2 )2 =)

Namét: Oweite, Ze je tato matice negativdefinitni.
Odtud plyne, Z&eSeni normalnich rovnic realizuje maximum logaritgi vrohodnostni

A n n n A\ 2
funkce. Proto:u = EZ x aog’ =%Z(>g —,uj jsou maximalg vérohodnymi odhady
ni= i=1
parametii u,0°.

Priklad: Maximalre vérohodny odhad parametru rovné&meého rozdleni na intervaIL<O,h>
(priklad toho, kdy je vhod#)Si nepouzit logaritmické&ohodnostni funkce).

ff(x)=£«: x0(0,h); jinak f,(x)=0. Vé&rohodnostni funkce (vztazena k odhadovanému
h

parametruh) je pak V(x,,X,,...x, ;h)= I_J f(x ;h):h—ln a ta nabyva svého maxima pro

statistiku proh=x,,, protozeh=x[i =1,... n:%siﬂizl ..... n:hisinﬂizl ..... n.

Nerovnosth = x, musi byt splana i pro odhach, protoh=x,,

Priklad: Maximalrg vérohodny odhad parametru Poissonova éerd p, =™ -
i!

lg p, =-A+ilg(A)-lg(i!), {i,.i,,...i,} bude nahodnym vyem rozsahun z tohoto
rozckleni. Logaritmicka vrohodnostni funkce pak bude:

Lipsiy,e.d ) = Zlgg ——n/1+lg()l)Z| —ZIg(l 1) a
%L(il,iz,...i,n;)l):—n+—Zij;—2L(il,iz,...i,n;A):——zzij. Odtud plyne, Ze maximain

vérohodny odhad parametrli dostaneméeSenim rovnice-n+— 2| =0 A —12|
j—l j—l



Vlastnosti maximaln é vérohodnych odhad

Ve skriptech Machek J.: Teorie odhadu, SPN Prah&4,1%tr. 98-110, jsou dokazany
nasledujici vlastnosti maxima@wérohodnych odhad(nejen) pro ufité skupiny rozdleni:

1. Existuje-li vydatny odhad, je jedinym maximéerohodnym odhadem.
2. Maximalrg vérohodny odhad je konzistentnim odhadem.
3. Existuje-li postaujici statistika pro paramety, pak je maximalé vérohodny odhad

parametrug funkci této postaujici statistiky

Zavedeni posta €ujici statistiky (sufficient)

Definice: Statistika g( X, ,X,,...,X, ) 0g,, se nazyva postajici statistikou pro parametr(yy
rozckleni f,(x;g) jestlize podmigne rozdéleni f,(x/g,) nezavisi (funkn¢) na

parametru(ech)y. Pro diskrétni ndhodné prémmé plati totéz pro pragdodobnosti.

Filosofie: Post&ujici statistika tedy ,obsahuje vSechnu posjizi ,informaci“ obsazenou v
g“ pro pravdépodobnostni popis nahodné valy &. Svym zpfisobem znalost postajici
statistiky je nahradou za neznamy parangeiro dana pozorovani.

Priklad:
Pro nahodny vyr z alternativniho roztleni P(x)= p*(1- p)”;xD{OJ} je postéujici

statistikou pro odhad parametrup statistika t(xl,xz,...,xn):ZXi. Statistika
i=1

t(%,%...X,) = D% mMa binomické rozileni pravépodobnostiP(t =i):(hj p'(1-p)"".
i

i=1

Potom:
X; 1- 1-x; ~
P(Xl,X Xn/t)_P(Xl)(Z’ n’t):P(X1'X2! X |_=lp ( p) pzxj(l—p)nZJ _
PIRY P(t) P(t) . N
Up(l p)" @p(l p)
p'(1-p)" 1_ 1

= . = i . Shrnuto P(x ,X,,....x, /t)=
(th(l—p)”‘t (J

podmiréné rozaleni nezavisi na parameti.

a je vidct, Ze takové

(5

i=1



Priklad:
Pro  nahodny vyt  zrovnongrného  rozdleni na  intervalu  (Oh),

(%) :i =x0/Qh); jinak f,()=0 je postaujici statistikout(X X, ,...X, ) =X, =Makx X,,...X,} -

n-1
Statistika x,, ma, vtakovem ippack, rozcleni f(n)(x):nf(x)F”‘l(x):n%(ﬁj .

h
( )_f( ) ;
o f X X0 X0 ot) _ (XX X, " 1
A podmirena hustotaf (x, ,X,,...x, /t)= 2 = 20 = =,
f t n-1 n-1 n-1
h{h h\ h

_ 1
ntn—l n(X(n) )n—l '

Shrnuto: f(xl,xz,...)(n It :x(n))z

Poznamky
Z predchozi klasifikace bodovych odhaglynou rekteré dalSi poznatky.

1. Nestranné odhady nemusi byt vydatné, vydatné odhewtysi byt nestranné.

2. Kritérium minimalizaci rozptylu odhadu (vydatnosgmusi byt jedinou mirou kvality
odhadu.

3. Postdujici statistiky slouzi ke generovani odbaliteré maji spokné dw¥ vlastnosti:
nestrannost a vydatnost.

4. V matematické statistice doch&zi k dalSim klasdika (nap. Uplné statistiky,
»,medianova“ nestrannost, ...) umagicim popisovat vlastnosti jednotlivych odliad

5. Pro generovani odhadjsou vhodné metody moménta metoda maximalni
vérohodnosti. Existuji i jiné metodyiévaznaast odhatl ma za sebouast intuitivni
procesy a nasledné exaktni zkoumani vlastnostifakoodhad.
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