Neparametrické metody - testy, rozdéleni s kategorialnimi
proménnymi

Tato oblast obsahuje rtizné statistické techniky, které je mozno rozd¢lit:

1. Testy shody (Goodness of Fit Tests) — obsahuji testy shody skupinovych a
modelovych Cetnosti, testy shody modelové distribu¢ni funkce a empirické distribu¢ni
funkce, testy o empirické distribu¢ni funkci, ... .

2. Testy zaloZené na poradovych a rankovych statistikach, testy ndhodnosti, testy
nezavislosti, ... .

3. Metody zaloZené na teorii informace.

4. Metody zaloZené na jadrovych odhadech hustoty.

5.

Opét v této predndSce budou uvedeny jen piiklady a to nékterych metod.

1 test dobré shody.

M¢éjme ndhodnou veli¢inu ¢ a ndhodny vybér {xl,xz,...,xn }. Prostor moznych hodnot
této ndhodné proménné je rozdélen do M disjunktnich skupin tvoficich pokryti defini¢niho
oboru této ndhodné proménné (jedna se tedy o rozklad definicniho oboru). Predpokladejme,

Ze jsou dostupné pravdépodobnosti p,, j=1,...,M patfeni ke kazdé ze zavedenych skupin.

Dile: n;, j=1,...M je pocet prvkil ndhodného vybéru patficich do j-t¢ skupiny. Evidentné

M M
plati: an:n; Z p;=1. Zatimco n;jsou pozorované Cetnosti, np;jsou teoretické
j=l j=1

(oCekdvané) Cetnosti.

Cetnosti n j»J =L..., M maji multinomické rozd€lent
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m4 asymptoticky y° rozdéleni s M —1stupni volnosti, tedy (M —1). Dlikaz tohoto tvrzeni

Ize nalézt napft. v: Jaroslav Hatle, Jifi LikeS. Zdklady poctu pravdépodobnosti a matematické
statistiky. SNTL Praha 1974. Str. 340-342. Za dostate¢né velkd nse povazuji takovd n, pro
které plati np; >5,j=1.,M.



Priklad:
M¢jme ndhodny vybér {xl,xz,...,xn} z ,,neposunutého® exponencidlniho rozdéleni s hustotou
X

1= . 4 . o T
Jdx)=—e * a distribuni funkci Fy(x)=1-e . Dale m&me deleni z,,z,,...,z),, kladné redlné
T

poloosy spliiujici nasledujici podminky:

nk(z) :"(l_e_;j >5 :{1—6_;}5 :)1—; >e_; ﬁl{l—s}ﬁ = >—Tl{1—5}(a)
n n n T n

n(Fe(z)=F(z.))>5i=2..M -1 a (b)
n(l-Fi(z,.))>5 (c)

Y/ Mz

Obvykle se takové dé€leni zvoli tak, Ze se nalezne nejmensi ¢islo z; splfiujici nerovnost (a),

s vz

nésledné se voli ¢isla nejmensi z,,i =2,...spliujici postupné nerovnosti (b) a to, tak dlouho,
pokud plati (1—F §(Zi))>5' Tim se nalezne nejemnéjS$i déleni kladné poloosy spliujici
podminku np; >5, j=1,...M aipoCet skupin M pii daném n . Potom:
n, =|{xi DX € X Xy X, f X, < zl}|
n; z‘{xi DX, € X, Xy xn}zj  Sx; < z/}‘;sz,...M -1

v =l x e bz, Sxi=2,.M -1

Testujeme hypotézu: pozorovani z ndhodného V}’/béru{xl,xz,...,xn} patii rozdéleni

X
s distribucni  funkei  F.(x)=l-e* proti  alternativé:  pozorovani  z ndhodného
vybéruix,, x,,...,x, } patif libovolnému jinému rozdé&leni se shodnym defini¢nim oborem.
Testové kritérium pak bude vypadat nasledovné:

b

obor: W,=wm lefa(M —1)}, kde y; (M —1) je 1-a kvantil °s M —1stupni volnosti.

, pfi pravdépodobnosti chyby prvniho druhu @ a ji odpovidajici kriticky

Namét: Ize v tomto piipad¢ Cinit néjaké vyroky o sile testu, ptipadné i silofunkci?

Vzhledem k tomu, Ze rozdéleni defini¢niho oboru na skupiny je az na podminku
npj>5, j=1....M libovolné, je nezbytné si uvédomit to co je v zdkladé¢ jakéhokoliv

testovani hypotézy proti alternativé. Pro hypotézu musi byt k dispozici jes$té néco jiného
(nestatistického) co ji preferuje pred alternativou. Tedy vyrok o zamitnuti hypotézy je
vyrokem s daleko vétsi vahou (u testil dobré shody) nez vyrok o pfijmuti hypotézy!

Modifikovany y’test dobré shody.

Casto potfebujeme fesit tlohu o tom, Ze dany nahodny vybér piislusi nihodné
proménné s néjakym typem parametrického rozdéleni. Napf. ndhodny vybér je
z ,neposunutého™ exponencidlnitho rozdéleni s hustotou f( x):fe_; a distribuéni funkci

T

X

Fy(x)=1-e 7 a to pro jakoukoliv hodnotu parametru 7.



V tomto piipadé se pak bere za hodnotu daného nezndmého parametru jeho ,maximdlné
vérohodny odhad* a k nému se ur¢i odpovidajici pravdépodobnosti patfeni do jednotlivych
tiid.

Modifikovany j’test dobré shody — jedno-parametricka trida rozdéleni

Predpokldddame, 7e¢ mame k dispozici nahodny vybér {x,,x,,...x,} a rozdéleni
defini¢niho oboru do M tfid a piislusné rozdéleni pravdépodobnosti z4visi jen na jednom
parametru r. Potom pravdépodobnosti patfeni do jednotlivych tifid budou funkci tohoto
parametru. Dand konkrétni M -tice Cetnosti vyskytu n,n,,..n, se realizovala

ny 4 M2 nm -
s pravdépodobnosti p 1 p 2 p M . Hleddme odhad r neznamého parametru r

ny

pro ktery bude platit p/"py>..p;» > max. Toto maximum Ize nalézt i maximalizaci

n,

lg(pflp2 ...p}f;”)ﬁmax. lg(pflp;”...p;;”):injlg(pj(r)). Pokud existuje feSeni tohoto
r j:l

extremaliza¢niho problému, bude nalezeno feSenim norméalni rovnice

ds o Ndp;
dr;njlg(pj(r))—Oc};pj ~L=0. 1)

Zde je dobré pfipomenout:

1. Pro takovy typ ulohy se vérohodnostni funkce konstruuje pro pozorovéni n,,n,,...,n,,
nikoliv pro pozorovédni x, x,,..., X, .

2. Tim se maximalné vérohodné odhady pro oba typy pozorovani mohou lisit.

. &an;dp; . _

3. Jako feSeni rovnice Z—’%:O nepotiebujeme obvykle hodnotu odhadu r ale

=1 Py ar

hodnoty pravdépodobnosti p,, j=1,.., M , piesn&ji jejich odhadti p(r) j=1,...M .

Tyto pravdépodobnosti budou déle znaceny p; = p j(r), j=1L..M.
4. ReSeni rovnice (1) miiZe byt velmi komplikované a tim i prakticky nepouZitelné. Proto
se n€kdy pouziva slabsiho testu shody:
a. Ur¢i se standardni metodikou maximdlné vérohodné odhady neznamého
parametru zvoleného typu rozdé€leni.
b. Nésledné se provede klasicky test shody.
i. Vylouceni shody je pak vyznamné a signifikantni.
ii. Pfijmuti shody je relativné slabsim tvrzenim.
iii. Pfi pfijmuti shody je zapotiebi pro definitivni potvrzeni dalsi dodatecné
informace.

Namét: Formulujte vySe uvedenou metodiku pro vice-parametrickou tfidu rozdéleni.

Namét: Podrobné¢ formulujte ,,Modifikovany 42 test dobré shody* pro exponencidlni
jedno-parametrické neposunuté rozdéleni. Vyznacte vzniklé problémy.



x’test homogenity vybéra

M¢jme K ndhodnych vybéri a kazdému znich cetnosti pozorovani piisluSnosti k jedné
z M trid, stejn¢ definovanych pro kazdy z /,2,...,K vybéri. Testujeme hypotézu (homogenity),
7Ze se vSechny vybéry 1idi stejnym pravdépodobnostnim rozdélenim.

Oznacime:
n; pocet pozorovani, patficich v i-tém vybéru j-té t¥ide,
K
n., =) n,; pocet vSech pozorovani, bez ohledu na vybér, ptislusnych j-té tiide,
i=1
M
n.= Zni, i pocet vSech pozorovani v i-tém vybéru,
j=1
K M
n = ZZni, i pocet vSech pozorovani.

Pokud jsou zndmy pravd€podobnosti p; piisluSnosti j-té tiid€, bude mit ndhodnd proménnd

(o, =n,.p,f

X Z :i=1,..,K za platnosti hypotézy homogenity piiblizng¢ x*(M —1)

1, p}
i . p V/z_K KM( l*P,)z
rozd¢leni. Podobn€ ndhodnéd proménnd - = Z X ZZ

i=1 i=1 j=1 n«p;
hypotézy homogenity piibliznd x*(K(M —1)) rozd&leni. V tomto piipads je kritickym
oborem W, = {}[2 = (KM -K )}
Pokud nejsou pravdépodobnosti p; zndmy, miZe byt jejich hodnota nahrazena odhadem

. n*j 2 K < (z *p) Y I’l
p, =——". Potom ndhodnd proménnd y =ZZ, Zz . =n ZZ

h i=1 i=1 j=1 *P] i=1 j=1 1M

ma opét za platnosti

ma priblizné 27°((K =1)(M —1))rozdéleni a kritickym oborem bude

w,={r*: 7 2 72 (K -1)M -1))}

Namét: Odvod'te vyse uvedené stupné volnosti u g statistik. Odvozeni lze nalézt v: Jaroslav

Hatle, Jifi Likes. Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL Praha
1974. Str. 340-348.

Namét: Odvod'te podrobné vztah: y° = i X ZZ( ) [ZZ B IJ
i=1 i, n.p; j

i=1 j=1 i=1 j=1 1M

Poznamka: Vyse uvedeny test homogenity je jednim ze zdkladl pro studium vlastnosti a
pojmu spojenych s kontingencnimi tabulkami a teorii vybérii z kone¢nych soubort. Detaily
lze nalézt v: Zuzana Praskova: Kontingencni tabulky, skripta MFFUK, Univerzita Karlova
1985 a Dana Vorlickova: Vybéry z konecnych souborti, skripta MFFUK, Univerzita Karlova
1985.

Poznamka: (Dilezitd) metodika p° testdi vyuZzivajici ¢etnosti piislusnosti k dané skupiné

nevyzaduje predpoklad ndhodné (Ciselné) proménné. Proto se takové testy uzivaji pro
kategoridlni (jevové — neciselné) ndhodné proménné.



Namét (pro absolventy predmétu ZTI): y* kvadrit skére lze chdpat také jako divergenci
dvou pravdépodobnostnich modela

M — ) 2 M e 2 M .= . ?
. ()= ZM L3l L o3t ogedie

j= j J=l j j=l j
odpovidajici entropie a sdilené informace.

Testy shody zaloZzené na empirickych distribu¢nich funkcich.

M¢éjme ndhodny vybér x,x,,...x a knému jeho ,uspofddanou verzi‘

X(1)> X(2)s++s X(,) Z Ddhodné promenné se spojitou distribucni funkei F (x). Potom pod

empirickou distribu¢ni funkci budeme rozumét:
0= x<x
k
3 (x)= — S X <X xppk=1l.,n—1

" n
1<:>.X'>X(n)

e e e ocet pozorovani mensich nez x
Jind definice empirické distribu¢ni funkce F, (x)= P P
n

Namét: porovnejte obé definice.

Pro empirické distribu¢ni funkce plati:

- o y>0

1. lim P(\/; sup (Fn (x)—-F(x))< y/|= Smirnov
n—y>+oo o< x< oo (IR= y <0
K(y)®y>0
2. lim P(\/Z sup |F,(x)— F(x) < y) _key Kolmogorov,
n—>+oo o< x<oo (IR y <0
k=teo A 2.2
kde K(y)= z (=1)*e™¥" . Tato fada m4 v definiénim tvaru velice Spatné numerické
k=—co

vlastnosti. Pro jeji ,,numerickou realizaci“ viz: Miroslav Olehla, Vladimir Véchet, Josef
Olehla: Reseni uloh matematické statistiky ve fortranu. Nakladatelstvi dopravy a spojd,
Praha 1982. Str. 30-31.



Priibéh obou limitnich pravdépodobnosti je na nasledujicim obrazku:

—

//
/
/

/ /
0,10

0,05 // d ,/
=

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1,1 12 13 1,4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

—K(y) —1-exp(-2y"2)

Namét: Pokuste se interpretovat pribéh Kolmogorovovy funkce. Maji smysl jeji hodnoty za

jednotkou? Obdobné i pro Smirnovovu funkci 1—e™” "9
Zdroj: Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 422-429

Tyto véty lze pouZit pro test shody rozdéleni dat s nékterym modelovym rozdélenim pro
»dostatecné velkda n=n>30 (empirie)*.

Pro testy shody dvou stejné rozsdhlych vybérii (tj. test shody dvou distribucnich funkci) je
mozné vyuZzit ndsledujicich tvrzeni (Smirnov):

M¢jme dva ndhodné vybéry x,x,,...,x

n

a y,Y,...,y, stejného rozsahu na stejném nosici

pak za platnosti hypotézy shody Vxe D; Fx (x ) =G y (x ) plati:

—e
1. limP(\/g sup (Fn(x)—Gn(x))<yj=1 e’ ©y>0

n—oo —o0< X <+00 (IR= y <0
K(y)©y>0

2. lim P \/Z sup |F,(x) =G, (0] < y |= XS
R—>+tee 2 —cocx<rton 0 y <0

Opét tyto vztahy Ize pouZit pro ,,dostatecné velkd n=n>30".




Pro konkrétni n lze pouzit ndsledujicich vztahti (Koruljuk, Gnédenko) opét za platnosti
hypotézy shody: (Zdroj: Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972,

str. 426). Pouzijeme oznaceni: ¢ =h(y+/2n) je horni celd ¢ast redlného ¢isla = nejblizsi vyssi

celé ¢islo k ¢islu y+/2n .

P[\/g sup (F,(x)-G,(x))< yj=1—
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