Testovani hypotéz

Formulace ulohy:

V ptedchozich castech byly demonstrovany postupy vedouci k n€jakému odhadu
parametru daného rozdé€leni. V nékterych piipadech je zajimavé ,,validita* nékterého vyroku o
parametru (¢i o typu, ¢i o vlastnosti, ...) daného (danych) rozdéleni pravdépodobnosti.
Takové vyroky ¢i tvrzeni budou naddle nazyvény statistickymi hypotézami. Budeme zkoumat
postupy, ve kterych je ,validita®“ statistické hypotézy ovéfovdna proti néjakému jinému
vyroku (statistické alternative). Test hypotézy H proti jeji alternativé A se realizuje pomoci
neékterych pozorovani a jejich vyhodnoceni, v dalSim budeme ptedpoklddat, Ze takova
pozorovani tvoii ndhodny vybeér.

Piiklad 1.: BéZn¢ je znamo, Ze u daného osiva je podil nekli¢ivych semen cca 0,25 (=

pravdépodobnost toho, Ze dané semeno nevyklici p =0,25), byla vypéstovdna nova varianta

daného osiva, u které je predpoklad leps$i kliCivosti. U ni pak testujeme hypotézu
H = p =0,25 (nové osivo nemd poZadovanou vlastnost) proti alternativé A= p <0.25 (nové

osivo ma pozadovanou vlastnost).

Piiklad 2.: Pred sefizenim stroje je zmetkovitost cca 7% (pravdépodobnost zmetku
p =0,07). Po sefizeni testujeme hypotézu H = p =0,07 (sefizeni nezlepSilo zmetkovitost)
proti alternativé A = p < 0,07 (sefizeni ma positivni vliv na zmetkovitost).

Priklad 3.: Pied ndstupem nové skupiny pracovnikd byla chybovost produkce p =0,03
(= pravdépodobnost vyrobeni chybného produktu). Po ndstupu nové skupiny pracovnikl
testujeme hypotézu H = p = 0,03 (nic se nezménilo) proti alternativé A = p # 0,03 (doslo ke
zméng¢ jak positivni, tak i negativni).

Priklad 4.: Mdme pozorovani ndhodné proménné &£ o niZ vime, Ze jeji stiedni hodnota je u
a rozptyl o’. Budeme testovat hypotézu o tom, ¢ & se fidi normalnim rozdélenim
H=N(u,0°), proti alternativé A= f:€G, kde G je mnoZina vSech jedno-modalnich

hustot na daném nosici (R,).

Priklad 5.: Pied ndstupem nové skupiny pracovnikd byla chybovost produkce p =0,03

(= pravdépodobnost vyrobeni chybného produktu). Po ndstupu nové skupiny pracovnikl
testujeme hypotézu H = p < 0,03 (nedoslo k zhorSeni) proti alternativé A= p > 0,03 (doslo k

zhorseni).

Hypotézy v ptikladech 1, 2, 3, 4 jsou vlastné vyrokem o tom, Ze se jednd o nahodnou
proménnou z jednoho konkrétniho rozdéleni, takové budou nazyvany jednoduchymi.
Alternativy v piikladech 1, 2, 3, 4, 5 a hypotéza v piikladu 5. jsou vyrokem o tom, Ze se
jednd o ndhodnou proménnou, kterd se fidi nékterym z vice, specifikovanych, rozdéleni
pravdépodobnosti, takové budou nazyvany slozenymi. Nékdy se pojem jednoducha a sloZend
hypotéza pouZivd jen u parametrickych testll. Jednoduchd je takovd, u které se uvadi nc¢ktera
dand hodnota parametru, slozend je takovd, u které se uvadi, Ze hodnot parametru miiZe byt
,»vice* nez jedna.



Pti testech jednoduchych parametrickych hypotéz proti specidlnim sloZenym alternativim se
pouziva dalSiho nazvoslovi:
H = p = k = dany parametr (nebo parametricka funkce) nabyva konkrétni dané hodnoty;

A=p<k levostrannd alternativa,
A=p>k pravostrannd alternativa,
A=p#k oboustrannd alternativa.

Poznatky:
1. Hypotézu a alternativu nelze volit libovolné&, vyplyvaji z feSeného problému.
2. Hypotéza a alternativa dohromady nemusi tvofit vS§echny moznosti.
3. Resené ulohy jsou dichotomif, ,,vybirdme* hypotézu nebo alternativu.
4. Nelze obecné vyloucit, Ze testovana hypotéza neni soucasti alternativy. V dal§im bude
vSak pfedpokladéno, Ze hypotéza neni obsazena (a to ani Casti) v alternative.

M¢éjme nédhodny vybér {xl,xz,...,xn} testujeme hypotézu H proti alternativé A,
k testu hypotézy pouZijeme statistiku T(xl,xz,...,xn), kterd bude nazyvéna testovym
kritériem. Obor hodnot, kterych miiZe statistika T(xl,xz,...,xn) nabyvat, rozdélime na dvé

disjunktni ¢asti W a jeji dopln€k. Pokud hodnota testového kritéria padne do W zamitdme
hypotézu H ve prospéch alternativy A. Obor W bude nazyvén kritickym oborem. Pokud
hodnota 7, testového kritéria padne mimo kriticky obor W, testovanou hypotézu
nezamitame.

Chyby takového rozhodovani
e Chyba prvniho druhu: Hypotéza H plati, ale je na zdklad¢ testového kritéria
zamitnuta T(x,,x,,...,x, )e W .
e Chyba druhého druhu: Hypotéza H neplati, ale neni na zdklad¢ testového kritéria
zamitnuta T(x,, x,,...,x, )& W .

Pravdépodobnosti chyb

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu: o= P(T € W/ H). a je pravdépodobnosti chyby
prvniho druhu = hladinou vyznamnosti testu = velikosti kritického oboru.
BéZné byva dana tato pravdépodobnost a k ni se urCuje odpovidajici kriticky
obor. Takovi skutednost byvé znatena a=P(T € W,/H ). Kriticky obor je
pak feSenim této rovnice k danému a vici W, . Pro sloZené hypotézy lze
zavést kriticky obor nasledujici nerovnosti &> P,_, (T € W, /H). Danému «
je pak pfifazen ,,maximdlni* kriticky obor vyhovujici =P, H(Te W,/ H)VPeH.
Pravdépodobnost chyby prvniho druhu je téZ nazyvéana hladinou vyznamnosti
testu.

p-hodnota testu: je nejmensi hodnotou hladiny vyznamnosti, pfi konkrétnim testu, pti které
by bylo moZno jest¢ H zamitnout. Detaily viz: http://www.jstor.org/pss/2684655

Pravdépodobnost chyby druhého druhu: 1- 8=P(Te W,/ A)=1-P(Te W,/ A).
Pravdépodobnost £ je pak nazyvéna silou testu zaloZeného na kritickém

oboru W, nebo pfimo silou kritického oboru W, . Sila kritického oboru (testu)
je pravdépodobnosti zamitnuti hypotézy za platnosti alternativy.



Demonstrace:

Méme klasickou, korektni, hraci kostku, kterd m4 obarvené stény: Cisla 5 a 6 maji modrou
(m) barvu, Cislo 4 zelenou (z) a ostatni {3,2,1} maji Cervenou (c).

Hrajeme hru, kdy je nam sdélena barva, kterd padla a na jejim zdklad€é mame urcit Cislo, které
padlo.

Varianta a.
Testovanou hypotézou je, Ze padla 6. jeji alternativou je pak, Ze padlo ¢islo jiné neZ 6.
Kritickym oborem zvolime W = {z, ¢}, oborem piijeti pak je A, = {m}.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu = zamitime H, pokud plati je pak 0, nebot:
p(1/z,c)=1/4;p(2/z,c)=1/4;p(3/z,c)=1/4;p(4/z,c)=1/4
p(5/z,¢)=0;,p(6/7,c)=0.

Pravdépodobnost chyby 2. druhu = pfijimdme H pokud neplati je pak Y2, nebot:
p(1/m)=0;p(2/m)=0;,p(3/m)=0;,p(4/m)=0 p(5/m)=1/2;p(6/m)=1/2.
Kriticka funkce je tedy: ¢(m )=0;9(z)=1;¢(c)=1;

Varianta b.
Testovanou hypotézou je, Ze padla 6. jeji alternativou je pak, Ze padlo ¢islo jiné neZ 6.
Kritickym oborem zvolime W = {m, z, c}, oborem pfijeti je pak A, =0.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu = zamitime H, pokud plati je pak 1,0, nebot:
p(1/m,z,c)=1/6;,p(2/m,z,c)=1/6;, p(3/m,z,c)=1/6; p(4/m,z,c)=1/6
p(5/m,z,c)=1/6;,p(6/m,z,c)=1/6.

Pravdépodobnost chyby 2. druhu = pfijimdme H pokud neplati je pak 0, nebot:v tomto
piipadé nikdy H nepiijmeme.
Kriticka funkce je tedy: ¢(m )=1;¢(z)=1,¢(c)=1;

Varianta c.
Testovanou hypotézou je, Ze padla 6. jeji alternativou je pak, Ze padlo ¢islo jiné neZ 6.
Kritickym oborem zvolime W = {c}, oborem piijeti A, = {m,z}.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu = zamitdime H, pokud plati je pak 0, nebot’:
p(1/c)=1/3;p(2/c)=1/3;p(3/c)=1/3;p(4/c)=0 p(5/¢c)=0;,p(6/c)=0;



Pravdépodobnost chyby 2. druhu = pfijimdme H pokud neplati je pak 2/3, nebot”:
p(1/m,z)=0;p(2/m,z)=0,p(3/m,z)=0;,p(4/m,z)=1/3
p(5/m,z)=1/3;p(6/m,z)=1/3.

Kriticka funkce je tedy:

Pm)=0;0(z)=0;¢(c)=1

Varianta ... .

Shrnuti:
Pravdépodobn | Pravdépodobnost
ost chyby chyby
}értl)t(ljcrk_y 1. druhu, §j. Pravdépodobnost
oblast Jamitnuti 6. | 2 druhu, ti. prijeti Ch%br:jeh?,
Huti ’ 6, kdyz nepadla: roznoanuti
zamitnuti 6 kdy? padla: yz nep
o 1-4
1 C,zZ,m 100,00% 0,00% 16,67%
2 C,z 0,00% 50,00% 41,67%
3 (o] 0,00% 66,67% 55,56%
4 z 0,00% 80,00% 66,67%
5 prazadny 0,00% 100,00% 83,33%
6 c,m 20,00% 100,00% 86,67%
7 Z,m 33,33% 100,00% 88,89%
8 m 50,00% 100,00% 91,67%

P(H plati)=1/6=16,67%, P(H neplati)=1-1/6=8333%

Problém volby vhodného kritického oboru (pokud to Ize) je dan pfedevsim podstatou tkolu,
ktery ma statisticky postup teSit. Aparat testovani hypotéz dava prostredky pro feSeni situace,
kdy nejsou k dispozici dalsi informace.

Priklad: Na zdklad¢ diagnostickych dat se ma rozhodnout o opera¢nim odstranéni krénich (?)
mandli ¢i o jejich neodstranéni. Pokud budou odstranény je u pacienta dobrd piedpoved
ustupu ,,anginésnich® komplikaci. Pokud budou odstranény, vzristd riziko riznych
zhoubnych bujeni. Tj. hypotéza (rozhodnuti) o odstranéni je pfijimdna pokud rizika
piipadnych ndasledkti Castych ,,angin“ (pfetézovani kardiovaskuldrniho systému) ptevysi
potencialni riziko moZnych (potencidln€) zhoubnych bujeni. Ptijeti hypotézy H = mandle
budou operacné odstranény je podminéno hodnotou rozhodovaci funkce (statistiky) slozené
z anamnestickych a diagnostickych informaci. Alternativou A je rozhodnuti o neoperovani.

Chyby 1. ho druhu se dopustime, pokud zamitneme H , kdyZ H plati. V tomto ptipad¢ pokud
se rozhodneme neoperovat za predpokladu, Ze se operovat ma.

Chyby 2. ho druhu se dopustime, pokud pifijmeme H, kdyZ H neplati. V tomto piipadé
pokud se rozhodneme operovat, kdyz se operovat nema.



V tomto ptipadé chyba 2. ho druhu je nenapravitelna, zatim-co chyba 1. ho druhu je
(alespon potencidln¢ pozd¢ji) napravitelna.

Tj. vlastni podstata problému si vynuti minimalizaci pravdépodobnosti chyby 2. ho druhu pfi
dodrZeni omezeni na pravdépodobnost chyby 1. ho druhu, pokud to jde.

Vlastni chyba rozhodnuti zde nem4 vyznamnéjSiho postaveni.

Piiklad: Bé&Zné je zndmo, Ze u daného osiva je podil nekli¢ivych semen cca 0,25
(= pravdépodobnost toho, Ze dané semeno nevykli¢ci p=0,25), byla vypéstovdna nova

varianta daného osiva, u které je pfedpoklad lepsi klicivosti. U ni pak testujeme hypotézu
H = p =0,25 (nové osivo nemé poZadovanou vlastnost) proti alternativé A= p <0.25 (nové

osivo ma pozadovanou vlastnost). Byl u€inén laboratorni experiment s kli¢ivosti semen. Bylo
testovano 20 semen. Pocet semen, kterd nevykli¢ila T se pak fidi binomickym rozdélenim

20
pravdépodobnosti  P( nevyklicik):(kjpk( 1-p)*, kde p je skuteéna Kkli¢ivost.

Intuitivné uréime, Ze zamitime hypotézu H = p =0,25 v piipadé kdy nevykli¢i 0 az 4
semena, tedy W ={0,1,2,3,4}. Potom pravdépodobnost chyby prvniho druhu je:
£ (20) . o
a=>|""|p'd-p)*;p=025pak a=0415=>W ={01.2.34}=W,, 5. Pro silu testu
i=0 \ !
dostdvame:
£ (20) . o
1-B=P(TeW,/A)=1-P(TeW,/A)=1-B(p)=1->| " |p'(-p)**"; p=(0,025) =
o\ 1

4 (20) 4
B(p) = Z( i J p'(1-p)*"; p =(0,0,25), jeji priibéh je v ndsledujicim grafu.
i=0
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beta(p=0,00-0,25) pro rozsah 0-4 nevyklicenych

Pribéh sily testu.
Pro garantovanou chybu druhého druhu pak plati:
220 . .
1-8= sup PTeW,/A)=1- inf > | " |p'd-p)*~"
l

pe(0:0,25) pe(0:0.25) =5
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Zavislost chyby prvniho a druhého druhu na volbé kritického oboru
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Z tohoto piikladu lze tusit, Ze snizovani chyby 1. ho druhu (,,zmenSovani* kritického oboru)
vede na zvétSovani chyby 2. ho druhu. Toto bude upiesnéno v nasledujicim (pro obecny
piipad, nikoliv jen tento konkrétni):

M¢éjme ndhodny vybér {xl,xz,...,xn} a statistiku T(xl,xz,...,xn ). UvaZujeme kriticky obor
W ,, pro ktery je dle definice &> P(T'e W,/ H), déle dalsi kriticky obor W c W,,, takovy
ve: P(TeW,-W/H)>0;P(TeW,-W/A)>0.

Potom:

a, =PTeW/H)=PTeW,/H)-PTeW,-W/H)<P(TeW,/H)a
1-8, =1-P0TewW/A)=1-(PTeW,/A)-PTeW,-W/A))=
=1-PTeW,/A)+PTeW,-W/A)>1-5,

Opacné: Méjme kriticky obor W D W, , takovy Ze: P(Te W-W,/H )>0:P(Te wW-w,/ A)>0.
Potom: a, = PTe W /H)=P(TeW -W,/H)+P(TeW,/H)>P(TeW,/H)a
1-B, =1-PTeW/A)=1-(PTeW,/A)+P(TeW -W,/A))=
=1-PTeW,/A)-PTeW-W,/A)<1-p,

Odtud plyne jeden z moZnych piistupti k testovani, zvoli se chyba 1-ho druhu O<a <1 a
hleda se takovy test (takové testové kritérium, kriticky obor W, ), ktery minimalizuje chybu

druhého druhu 1- ,BWa (= maximalizuje silu testu ,Bw,, ). Toto je ziejmé pokud je alternativa

jednoduchd. Pokud je sloZend, pak hleddme takovy test, ktery maximalizuje silu testu pro
,kazdy prvek* alternativy (samoziejmée pokud takovy test existuje).

Proto: pfi jednoduché alternativé mluvime o nejsilnéjSim testu a pfi sloZené alternativé
mluvime o stejnomérné nejsilnéjsSim testu, pokud takovy existuje.



vV,

Neyman — Pearsonovo lemma (viz piiloha) fik4, Ze pro nejsiln¢jsi test pifi jednoduché
hypotéze H a alternativé A a u ndhodného vybéru {xl,xz,...,xn} ke kazdému o existuje k,

takové, Ze nerovnost:

0(x,, %, . X -H)_ L | f(x;H)

O tore i A) P pia)
i=1
kde f(x,;H) je hustota (pravdépodobnost v diskrétnim piipadu) pii platnosti H a

< k definuje kriticky obor W, pro nejsilnéjsi test,

f(x,;A)je hustota (pravdépodobnost v diskrétnim piipadu) pfi platnosti A,

[Lrex:H)

Pl <k|H |=a. Tedy testovym kritériem je vérohodnostni pomér nebo vyraz

[17(x:4)

s nim ekvivalentni (tj. ddvajici stejnou mnozinu fesenti).

Piiklad: Tvar testového kritéria, pfi parametrickém testu, pro exponencidlni typ rozdé€leni (tj.
pii testu parametrické hypotézy) f(x;g )= X8RS - GKX)Q(&) R IFS(x) — pak

n n n n
I ) — ,nR(80) K (%, )O( 80 HS(x;) DA ) — ,nR(g) K(x)0(g 1S(x; ), o
Hf(x[,H)—e “He 0 a Hf(x[,A)—e He ;g€ G pii
il i=1 i=l =t
jednoduché hypotéze a sloZzené alternative. Testové kritérium bude vypadat:

n n
enR( 8o )HeK(X, )O( 8o H+S(x;) enR( 8o )HeK(Xi )O( &)
i=l i=1

n n
enR(g)HeK(X, )O( g +S(x;) enR(g)HeK(Xi )o(g)
i=l i=l

P L. 0(80)-0(g) (R a0 1kl 0) (0( 80 )-0(8 ) K(x;)
:en (8o )-R(g) He (x;) :en g0 ) g)e P
i=l

(Q( 80 -Q( ) K(x;)

(R(go )-R(g ))e P <k|le

Kriticky obor pak bude vypadat nasledovné: | e”

‘:{(Q( go)_Q(g))iK(xi)"‘”(R(go)—R(g ))<lgk}:)[i[{(xi ) Jgk=nlR(g,)~R(g)) C}.

Ag)-A¢g)

To vSe pokud Q(g,)—-0(g)>0;,Vge G.Pokud Q(g,)-0(g)<0;,Vge G je iK(xi )>c

i=1
Shrnuto: Tvar kritického oboru bude: z K(x )<c, resp.(z K(x )> c] , kde ¢islo ¢ se urc¢i
i=1 i=1

gojza]

podle volby chyby 1-ho druhu P(ZK( x;)<c
i=1

gOJ =q, resp.(P(Zn: K(x;)>c

v pifpadé Q( g, )—Q(g )>0;Vge G,resp(Q( g, )-Q(g)<0;Vge G).




Piiklad 1.:  Pro  normédlni rozd€éleni se  zndmym  parametrem o’ je

2
—X

20%°

K(x)= X;Q(,U)=i2;R(ﬂ)=—'u—2—0.51n(2750'2 ):S(x)=
o 20

Miéme ndhodny vybér rozsahu n {xl,xz,...,xn }

(namét: odvod’te a dokazte).

Budeme testovat jednoduchou hypotézu u = u, proti jednoduché alternativé = u,; 1, > i, ,

14, je konkrétni dané &islo. Potom: G ={u,}, O( p1, )— Q( 11, )=22 =1 <0,
O

ﬂoj:
n

,uoj = P(n;c >c‘,uo)= P(;c ><

ZK (x;)= le. =nx, pfi @ a kritickém oboru daném vztahem

i=1 i=1
o= P[il{(xi )>c,u0j: P(Zn:xi >c
i=1

i=1

c c
- —— M, —— My N
X — » xX—
—p T n U, | oznatime =c, a dostaneme «a=P, T ol |-
o o o o
i A ‘ I I
~ ~ swe X - ,Ll 0 £ v .
Nahodna veli¢ina — 5 ma rozdélent N(O,1), proto

e
o pl EH :P[\/;(;—,Uo)

2 > C |y o
n
o \/;(;_ﬂo)

pii ——*>u,, zamitime H=pu=pu, ve prospéch A=pu=pu . Nerovnost

ﬂlja

Jofn, Foosen-

=P
(e (e

> ¢,

ﬂ0J=1—q>(c1). A odtud ¢, =u,_,. Pak

>u, , lze postupné upravovat {M > ”1-4 PN {} > Uy +u,, %} _

o
+u,_, ﬁ

Chyba druhého druhu: 1- B=P(TeW,/A)=1-P(T € Wa/A)zl—P[;c>,uo

M,

: - o
sila  testu je fB= P(x > U+ U, ,—
o \/;

Za platnosti A=y =y, ma, opét, ndhodna velicina M rozdéleni N ( 0,1 ) aodtud:
o

B=1-®

Jﬁ(ﬂo —H +“l-“ij :1_¢(M

+u1_a], kde u, , je l-a kvantil
o o

rozdéleni N(0,1). Poznamenejme, Ze: sila kritického oboru (testu) je pravdépodobnosti



zamitnuti hypotézy za platnosti alternativy. Za uvedenych ptedpokladl se jednd o nejsilnéjsi
test.

Namét: Podrobné rozeberte dlohu piedchazejictho konkrétniho piipadu, pokud budeme
testovat jednoduchou hypotézu =y, proti jednoduché alternativé u = 1,; i, < i, .

Piiklad pokracovani predchoziho obecného 2.: Pro normélni rozdéleni se zndmym
parametrem o~ budeme testovat jednoduchou hypotézu =, proti alternativé

M= 1 > 1, kde y, je jakékoliv ¢islo spliiujici danou nerovnost. Alternativa je tedy v této

modifikaci slozend. Odvozeni jednotlivych vztahli je shodné jako v prechdzejici konkrétni

uloze. Tedy hypotézu zamitame, pokud x> Mo +u,_, % a
n

\/Z(;uo — :u1)

o

ﬂum=1—¢(

+u1_aj je vtomto piipadé silofunkce testu. Protoze @(x) je

rostouci funkce na celém R, je B 1) klesajici funkce na u, >, a proto plati
Blu,)< Blu,)=1-®(u_,)=a. Jednd se tedy o test stejnomérné nejsilng;ji.

Namét: Odvodte totéZ, pokud budeme testovat jednoduchou hypotézu u =y, proti sloZené

alternativé u = u,; f, < i, .

Namét: Rozborem predchozich piikladi dokazte, Ze pro test jednoduché hypotézy = u,

proti sloZené alternativé u = u,; [, # U, neexistuje stejnomérné nejsilnéjsi test.

Test pomérem vérohodnosti

V ptedchozich ptipadech byla studovana jednoduché hypotéza proti jednoduché nebo
sloZené alternativé. Ani v téchto relativné jednoduchych piipadech neni garantovana existence
stejnomérné nejsilnéjstho testu. Casty je i piipad kdy je sama hypotéza sloZenou. Proto byl
navrZzen test (pro parametrické hypotézy) pomérem vérohodnosti. M¢jme néjaky prostor
moznych parametrii G, arozdéleni f(x;g ). Budeme testovat hypotézu ge G, < G obecné

proti alternativé g€ G, cG;G, NG, =O. Jako testové kritérium bude uZit pomér

sup [ (%58

vérohodnosti: L'(x,,x,,...,x, )= 50 =l . Pokud existuje maximalné€ vérohodny odhad
sup[ [ f(x:¢)
8eG i)
sup [T/(x:¢)
¢ parametru g, pak evidentné plati: L'(x,,x,,....x, )= gEG’; = . Kriticky obor je pak
[17(x:8)
i=1
zaveden standardnim zplisobem P (L (x,, %y, x,)S L, ): o a obdobn¢ silofunkce

testu B(g)= P(L* (X, %, ,00x, )< L, ) g€ G, . Opét je pfipominéno, Ze sila testu (silofunkce) je
pravdépodobnosti zamitnuti hypotézy pii piisluSnosti testovaného parametru ,,alternativni‘
mno%ing. Pro L (xl,xz,...,xn) plati O<L*(x1,x2,...,xn)31. Takovy test sdm o sobé je svou
konstrukci intuitivni (pokud se pomér bliZi jedné, je pfedpoklad, Ze alternativni mnoZina je



blizkd maximaln¢ vérohodnému odhadu {pokud existuje}; Neyman, J., Pearson, E.S.: On the
use and interpretation of certain test kriteria for purposes of statistical inference.
Biometrika 20A, str.175-240, 263-294, rok 1928).

Pro exponencidlni skupinu rozdé€leni, pii existenci maximalné¢ vérohodného odhadu je:
— K(X)Q(g)+R(g)+S(X)
f ( X, 8 ) =€

n
SMpHeK(X )O( g HR(g H+S(x;) HeK(X, )O( g +R(g HS(x;) )
8€Gy i=l i=i _ K(x Qg )-0( g )HR(g)R(E)) .
L(x,x,,...x, ) =51 = sup- = supHe ;
H K3 A & HR(E HS(x;) 8€Gy H Lt JO(8 HR( WS(x)  8€Gy il

i1 il
vzhledem k tomu, Ze logaritmus je rostouci funkce lze pracovat s logaritmem testového
kritéria:

leL (x,%,,.x, )= su p(lgln-[emi)(Q<g>42<§>)+(R<g>—R<§>)j = Sllp{(Q( g)—O( g)){i[{(x[ )} +n(R(g)— R(g))}

8eGy i=1 8eGy i=1

gl pglp)
Priklad: Test o parametru alternativniho rozdéleni p. A p)=f(x)=p'( l—p)1 = 7 ,x=01;

K(x)=x;0(p)= lg(lij;R( p)=Ilg(1-p);S(x)=0. Logaritmus testového kritéria bude:
-p

1L (X, X ,..0X )—sup{(Q(p) Q(p) [Zlax )}nk(p) R(p))}

_ P pll— p (1-p)
_llés{lg(l_pj lg(l—PDle +n(lgd— p)—lgd— p)} p{ g( i p x, +nlg (1 p)}
kde p=— Zx

i=1
Namét: sestrojte test parametrické hypotézy p <0.5 proti alternativé p >0.5 pro alternativni

rozdéleni, vcetné¢ kritického oboru a prubéhu silofunkce pro rizné pozorované hodnoty

k = z X5 P =% a pro riznd a (piipustné hodnoty chyby prvniho druhu).
i=1

Poznamka: Silofunkce muze byt v n€kterych piipadech prostfedek ke stanoveni potiebného
rozsahu ndhodného vybéru pouZzitého v testu.

Doporucend a zdrojova literatura:

Jif{ Reif Metody matematické statistiky, ZCU v Plzni 2004

Zéklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky. SNTL

Jaroslav Hatle, Jiri Likes Praha 1974.

Linearni metody statistické indukce a jejich aplikace,

C. Radhakrishna Rao ACADEMIA, Praha 1978

Alfréd Rényi Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972
Jana JureCkova Testy parametrickych hypotéz, skripta MFF-UK, Praha 1982.

P Values: What They Are and What They Are Not. The American
Mark J. Schervish Statistician, Vol. 50, No. 3 (Aug., 1996), pp. 203-206.

http://www.jstor.org/stable/2684655




Priloha: Neyman-Pearsonovo lemma

Zdroj-kopie z: Jana Jureckova: Testy parametrickych hypotéz, skripta MFF-UK, Praha 1982,
str. 30-33.

2,2, _ Neyman-Pearsgngvg fundamentalni Lemma

Systém rozdéleni pravdépodobnosti nazveme jednoduchy,
jestliZe obsahuje pravé jeden prvek. Systém, ktery neni jed-

noduchy, mazveme sloieny.

Jestli%e je hypotéza i alternativa jednoducha, odpadéa
problém stejnomérnosti v uloze (2.7)-(2.8). Oloha pak ma Fe-
teni za velmi obecnych podminek a FeZeni md jednoduchy expli-

citni tvar.

Nasledujici vEta je zakladem teorie testovani statistic-
kych hypotéz; ma& Zetné aplikace nejen pifi hledani optimalniho
testu, ale 1 pFi jinych optimalizaZnich ulohéch.

VETA 2.1. (Neyman-Pearsonovo lemma). Necht P_a P, jsou

dv& rozdélemi pravdépodobnosti na (¥ ,ft), kters maji hus-

toty p, a Py vzhledem k mife eh (mb3e byt i Pm.= P°+P1).

(1) Pak pro Lib. d€(0,1) existuje test § hypotézy
H : {Po} proti alternativé K : {P1} » ktery aplﬁujq_
1 kdy2 p.t(x) >k po(:)

(2.9 P (0 =
0 kdyZ 91(x)<1k potx)

kde konstanta k a hodnoty ﬁi(x) JEL_{-- : p1(x) = k.po(:)}

jsou uréeny tak, Ze plati

(2.10) Eo § (I) = Ju -



Test § je nejsiln&j%im testem H proti K velikosti <d.
:2) Je-li & nejsilndjii test H proti K velikosti =d,

pak § vyhovuje vztahu (2.9) pro néjakou tonstantu k s.v.[(u.]-

Pokud neexistuje test velikosti < d a sily 1 , pak i vy=
hovuje také (2.10).

bikaz. (1) UvaZujme funkci ol (c) = Pu{p.l{}(}}c po(x)} F

tato funkce je nerostouct, zprava spojitad a takova, Ze

tim oL (c) =1 a Lim (c) = 0. Pak k Libovolnému 4. €(0,1)
c=n 04 C=5 oo
existuje k20 tak,ze

(2.11) do(k=0) 24 2 (k)
kde jsme oznadilid d.(k=0) = Lim A(¢).
c—> k-
UvaZujme test
1 kdy:2  p,(x) > k Pol X)
(2.12) $(x) ={ Sodll) kdyZ  py(x) = k p(x)

h(k=0) =L (k)

. 0 kdy:  p,(x) < k Pl %)

Stfedni vyraz na (2.12) neni definovén, pokud je k bodem
spojitosti oL(c) ; pak je viak PO{p.l(x) = k po( :)} =
Velikost testu (2.12) je

(x) p.(X)
@ 1 ol =d_(k 1 -
() B ECKE ®R {—{Tf" "} * TETT ey Po{m - ‘%
= HL-
a tedy test § spliuje (2.9) a (2.10).

Zbjvs dokhzat, Ze test © je nejsilnEjsi. Necht &%  jo
Libovolny jiny test takovy, e E §'(l) S . Necht st =

= {xei 6 (%) —-5 (x) > uj a s“s{u_f, P x)- E(:)cn.j[



JestliZe xes¥, Je i(x} > 0, a tedy p.l(:) ® K po(x};

podobn& je p,(x) € k p(x) pro x€ s- ; odtud plyne

u s

(2.14) Sci - M(py- K A = +\S (% -8"(py-kpy)d 20
o s -

a tedy

S(§:§'JP1 dw ¥ & S(§- & », dw >0

a test ;I.; je nejvyle stejné& silny jako '& -

G2) Mecht B ® je nejsilnsjEi test W proti K velikostd
< d a necht § vyhovuje (2.9) a (2.10). Necht s¥ a s~
jsou definovény stejné jako v dukazu tasti (1) a necht s =
= (s*u s'}n{: : pa(x) # K p,(n)} =

Predpoklideime (W(3)> 0. Protole je (P (0- BN

e (Ppy(x) =k "o{‘))‘> 0 pro x€ S, plati

S (R - @Mpy-x pla = S{i- 3™ (py-k pa > 0,
a tedy

e, [0 - 37 0] >« e, L Do - dxx) »o0

a tedy E ye siln&jdi nel §' proti alternativé K. To
je wiak spor, a tedy C-L(s) = 0, co% byle tFeba dokézat.

Kdyby velikost }Z" byla <d. a sila < 1, pridénim
dalBich bodd (nebo Zasti bodid) do kritického oboru bychom zvy-
=
govali silu § tak dlouho, dokud by bud velikost nedosihla
J. nebo sila nedosahla 1. Odtud plyne, #e plati bud
" -
e, B(x) = & nebo e,%(x) = 1. Q.E.D.

piasledek. MNechi § je nejsiln¥jdi test H :{90} proti
K :{P.I.]S velikosti <d, 0 <L < 1. Pak plati bud ff) =

= E, Q (x> nebo e

Test §1(x) = & mbé velikost d i silu o 3

—

test f?. je alespon stejn& silny jako _91, a tedy ﬁ =
= g, B(x) 2k . sestlize te A =P <1, je testP (3
Z d, nejsiln&jdi a podle v&ty 2.1, tast (2), musi vyhovovat

(2.9). 0dtud plyne, Ze p_(x) = p,(x) s.v.[é-u], a tedy

Py ® Pqe



