Opakovani pravdépodobnostnich pojmu I.

Distribuéni funkce spojité ,,jednorozmérné*“ nahodné proménné
M¢jme ndhodnou proménnou &, kterd je definovana na nékteré Casti redlné osy R,, potom
pod jeji distribu¢ni funkci budeme rozumét F, (x) = P(§ < X). Obvykle se distribu¢ni funkce
dodefinovava pro celou R a to tak, Ze pro definicni obor D ndhodné proménné & a
mimo ngj:

1. Pro xe D, plati F.(x) =P(£<X)

2. Pro x takové, ze Vye D=x<y, F.(x)=0

3. Pro x takové, ze Vye D=x>Yy, F.(x) =1

4. Pokud D neni souvisly pak pro bod x: x ¢ D;inf(D) < x <sup(D)je ,,dodefinovano*

F.(x) = sup{F(:(z) rzeDjz< X}. Poznamka, striktné feCeno nejednd se o

dodefinovani.
Vlastnosti
1. F.(X) je neklesajici.
2. F.(x) je zleva spojita.
3. xILn;]O F.(x)=0.
4. XILTO F.(x)=1.
5. F.(x) je shora i zdola omezend. Tato vlastnost je nadbytecnd, lze ji dokézat

z predchozich Ctyft.
Kazda distribu¢ni funkce ma uvedené vlastnosti 1-4. Kazda funkce majici uvedené vlastnosti
1-4 je distribu¢ni néjaké ndhodné proménné.
Namét: dokaZte predchéazejici vlastnosti.
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Néhodna proménnd (,pfepinand“) popsand touto  distribuéni  funkci nabyva
s pravdépodobnosti 0,3 hodnoty 0, s pravdépodobnosti 0,35 se ,rovnhnomérné vyskytuje*

vintervalu (0,7) a's pravdépodobnosti 0,35 se ,,rovnomérné vyskytuje“ v intervalu (15,16).
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Néhodnd proménna popsand touto distribuéni funkci nabyva s pravdépodobnosti 0,
hodnoty 2, s pravdépodobnosti 0,5 se ,.exponencialné vyskytuje* v intervalu (2,+).
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Néhodnd proménnad popsand touto distribuéni funkci nabyva s pravdépodobnosti 0,5
hodnoty 0, s pravdépodobnosti 0,5 se ,,exponencialné vyskytuje* v intervalu (O,+oo> .
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Néahodna proménna popsané touto distribucni funkei ,,rozdélena exponencialné se vyskytuje*
vintervalu (0,+00).
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Nahodna proménna popsana touto distribuéni funkei je ,;rozdélend gaussovsky se stfedni
hodnotou 2 a smérodatnou odchylkou 1¢ v intervalu (—oo,4c0).
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,Degenerovana“ nahodna proménnd popsana touto distribuéni funkci nabyva s jistotou
hodnotu 5.

Naméty pro narocné: Jak by vypadala distribu¢ni funkce ,rovnomérného™ rozdéleni
definovaného jen na raciondlnich ¢islech intervalu <0,l> ? Jak by vypadala distribucni funkce
,tovnomé&rného* rozd&leni definovaného jen na doplitku raciondlnich ¢&isel do intervalu (0,1)?

Jak by vypadala distribu¢ni funkce ,rovnomérného” rozdéleni definovaného jen na
transcendentnich ¢islech z intervalu <O,1> ?



Hustota spojité ,,jednorozmeérné“ nahodné proménné
d
dx
Vv bodech kde takova derivace existuje. V bodech ,skokli = konecnych nespojitosti
distribuc¢ni funkce (tj. tam kde s nenulovou pravdépodobnosti ndhodnd proménnd nabyva
konkrétni a jedné hodnoty) se v klasické pravdépodobnostni teorii ¢asto dodefinovava pomoci
aparatu ,, 0 — funkce* = ,, 6 —impulsu®. Ta (ten) je zaveden nésledovné:

Pod hustotou néhodn¢ proménné & budeme rozumét f,(x)=—F.(x)= di P(é‘ < X) ato
X

o(X)=0=x#0 a Ié(x)dx =1 (Diracova delta funkce). Je zfejmé, Ze t€émito vztahy neni

zavedena funkce v klasickém smyslu (n¢kdy se takovym objektim fika distribuce, tento
pojem nebude pouZzivan pro snadnou zaménu s distribu¢ni funkci. & — funkci Ize ziskat jako
limitu nésledujici posloupnosti funkei:

f(x)=2"" e xe(-27"4+27")jinak f,(x)=0; n=0,12,...
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Je ziejmé, e i = jfn(x)dx=1;n=01,2,... aze, limi =1 také, ze lim f (x)=45(x) ale
ta neni funkci, nebot’ ma v 0 nevlastni hodnotu.
Poditanis o(x):

1. If(x)é'(x—a)dx= f(a); Vf(x)funkce nad R, = alternativni nazev pro J(X):

vzorkovaci funkce. Dokazte.
2, ja(s—a)ds =h(x—a),kde h(x)=0<> x<0;h(x)=1<> x>0, funkce h(x) byva

nazyvana jednotkovym skokem nebo také distribucni funkci degenerované nahodné

proménné nabyvajici s jistotou hodnotu 0.
y y

3. jf(x)5(x—a)dx=f(a)c>y2a; If(x)5(x—a)dx=0<:>y<a

—00 —00



Priklady:

1,05

1,00

0,95

0,90

0,85
0,80

===
N~

0,75
0,70

I~

0,65
0,60

0,55

0,50

0,45
0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

-0,05
o o o o
W § o o

S
-

=3
IS}

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

6,0

7,0

8,0

9,0

10,0

11,0

12,0

13,0

14,0

15,0

16,0

17,0

18,0

19,0

20,0

Distribué¢ni funkce

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

-0,05

> 9 9o o
¢ ¥ @ o

=
i

e
)

o
—

2,0

3,0

4,0

50

6,0

7,0

8,0

9,0

10,0

11,0

12,0

13,0

14,0

15,0

16,0

17,0

18,0

19,0

20,0

a jeji hustota.




1,05

1,00

0,95

0,90

0,85

0,80
0,75

0,70

0,65

0,60
0,55

0,50

0,45
0,40

0,35

0,30

0,25
0,20

0,15

0,10

0,05

0,00
-0,05

< c
o o

=2
S

1,0

2,0

3,0

4,0

50

6,0

7,0
8,0

9,0

Distribu¢ni funkce

0,55

0,50

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

-0,05

o o
N iy

0,0

1,0

2,0

3,0

40

50

6,0

7,0
8,0

9,0

a jeji hustota.




1,05

1,00
0,95

0,90

0,85

0,80 /
0,75 /

0,70

0,65

0,60
0,55 /

0,50

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00
-0,05

2,0
3,0
5,0
6,0
7,0

4,0

< <
o H

0,0
1,0

8,0

9,0

Distribué¢ni funkce

0,55

0,50

0,45 \
0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

N

0,05

\\_—k

0,00

-0,05

< < = < o < < < < <
o e o ~ o o < ) © ~

<
«©

=
o

a jeji hustota, kterou je mozné modelovat pomoci

f(x)=0556(x)+05e" <= x>0;f(x)=0<=x<0

odpovidajici distribuéni funkce F(x)= j f(s)ds= j f(s)ds

—o0 0

_05+05(1-e*)=x2>0

= x<0

vyse uvedeného formalismu

a



1,05

1,00

0,95
0,90

0,85

0,80

0,75

0,70

0,65

0,60

0,55

0,50
0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10
0,05

0,00
-0,05

< <
o H

0,0
1,0
2,0
3,0
4,0

5,0

6,0
7,0
8,0
9,0

Distribu¢ni funkce

1,05

1,00

0,95

0,90

0,85

0,80
0,75

0,70

0,65

0,60

0,55

0,50

0,45

0,40

0,35

0,30
0,25

0,20

0,15

0,10

N

0,05

~—

0,00

-0,05

o o
N —

o o o o
o — o~ o

Q
<

S
0

< < = =
© ~ «© o

a jeji hustota,

kterou je moZzné modelovat pomoci

vyse uvedeného formalismu

f ( X) — e—x X2 O, f ( X) =0 x<0 a odpovidajici distribu¢ni funkce

X

F(x)= If(s)ds :I f(s,)ds:0

—00

(1-e*)ex20
0 & x<0
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Pro gaussovska rozdéleni plati a je pouzivan nasledujici formalismus: (p(x) =

2

X S

1 ¢ = ) - .
I(p(s)ds = T Ie 2 ds. Pouzivaji se i jiné varianty!
2r °,

—00

d(x) =

¥
3

I\J‘x,\,




1,05
1,00

0,95
0,90

0,85

0,80
0,75

0,70
0,65

0,60
0,55

0,50

0,45
0,40

0,35
0,30

0,25
0,20

0,15

0,10

0,05

0,00
-0,05

o <
o =

0,0
1,0
20
30
40
5,0

6,0
7,0
8,0
9,0

Distribu¢ni funkce

1,05
1,00

0,95
0,90

0,85
0,80

0,75

0,70

0,65

0,60
0,55

0,50
0,45

0,40

0,35

0,30

0,25
0,20

0,15
0,10

0,05

0,00

-0,05
o <
o =

(=2 Q < =3 Qe
o — o o <

o
)

o o o o
© ~ o) o

a jeji hustota,

kterou je mozné modelovat pomoci

vySe uvedeného formalismu

f ( X) - 5( X— 5) a odpovidajici distribu¢ni funkce F( X ) — h( X _ 5) .



Rozdéleni souétu, soucinu a podilu nezavislych nahodnych veli€in

Pix+y<z}= _Uf(x)g(y)dxdy a h(z)_'ff(x)g(z—x)dx

Py <z}= [[ f()g(y)dxdy a h(z)—jg(y)f( )de
Pix/y<z}= [[ f()g(y)dxdy a h(z)—j|y|g(y)f(zy)dy

Blize viz: Rényi A.: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str.187-188.

Odvozeni vztahu: P{x/y<z}= Hf(x)g(y)dxdy a h(z)_j|y|g(y)f(zy)dy

xly<z

+o0 Yz
[ f(x)g(y)dydx <y >0
Pix/y<zj= [[f(x)g(y)dxdy= 7 ,
J JH0a(y)dydxe y <0

y>0:>%J£f(x)g(y)dxdy=j[%If(X)g(Y)dX]dy: jyf(yZ)g(y)dy

SRyl Lo - -
y<°:>&_£y[f(x)g(y)dXdy:_L[Eif(x)g(y)dXde:_[fyf(yz)g(y)dy

f(2) =P/ y<2}= [lylf(y2)a(y)dy

Namét: Odvod'te ostatni vztahy.

Rozdéleni funkce nahodné veli¢iny

Bud’ £ ndhodnd veli¢ina definovand na R; (popsand hustotou f.(x) a distribu¢ni
funkci F.(x), dile bud’ ryze monoténni a spojita funkce g(x) a to na oblasti ve které je
f.(x)>0, kterd ma derivaci az na spocetny pocet bodd. Bud 7=g(<) transformace
nahodné veli¢iny . Potom za uvedenych podminek a na uvedené oblasti existuje k funkci

n=09(&) jeji inverze g~'(77) =& . Pro ndhodnou proménnou 77 = g(&) plati:
1. g(x) je rostouci.

F,(X) = P(n <x)=F,(x) = P(g(&) < x)=P(¢ < g7(x) = F-(g (%))

f,(0) = F(><)—f(g‘1(><))—g‘1(X) éégl(x»

&g(x)



F,(x) =Py < x)=P(g(&) < x)=P(¢> g7(%))=
2. g(x) je Klesajici. =1-P(¢ < g™(x))=1-F.(g7*(x))

d a4 f.(97(x))
1,00 = 4 F00 =10 0) {000 =7~
d g(x)
X
Shmuto: F (x) = 9(x) J:e klesajl'c,i:>1— Fg(gj(x)) 00— fé(gfl(x)).
" g(x) jerostouci=  F.(g7(x)) " ‘dg(x)‘
dx

Trivialni transformace
n=¢é+a=F(x)=P(p<x)=P(¢+a<x)=P(¢<x-a)=F.(x-a)

f”(x):%Fg(x—a)= f.(x-a)

n=keik > 0= Fy(x)= Py < x)=P(ké <x)= Ple < ¥{ )= Fg(f)
d x) 1 X
w0 g (i) )

n=-¢=F (x)=Pn<x)

P(-£<x)=P(¢>-x)=1-P(¢ <—x)=1-F.(-x)

00 =+ F, ()= (- F.(-x)= (%)

n=|E|= F,(x)=P(p<x)=P(&]| < x)= P(-x <& <x)=P(£ < x)- P(¢ <-x)= F.(x)- F.(~ x)

£,00) = R 0= Fx)= £+ 109

n=E"=F (x)=Pn<x)= P(gZ 2< x): P(—\/;<§<\/;): Fg(\/;)— F(;(—\/;)

1,00 =5 (bR ) = (1 1. 5)

szli?i(): F,(x)=P(n<x)= P(é<xJ: P[%<x;§>oj+ P@<x;§<oj:

= PL<X&:E>0)+ P> x&;E <0)=

kde ;((*) je charakteristickd (mnozinova) funkce vyrazu *, tj. pokud je vyraz v zavorce
pravdivy, je charakteristicka funkce rovna jedné, pokud je nepravdivy, je rovna nule.



0= F, (0= F (0= dx((l : @jz(bop Fg[%j;((x<0)j:
:izfg(%]@((giomx;ﬁo))

X
n=e"=F(x)=P(n<x)= P(e5 < x): P(& <Ig(x))=F.(Ig(x)) = x>0;F,(x)=0< x<0

fn(x)=%(F§(|g(x)))=% f.(1g(x)) & x>0; f,(x)=0 & x<0

Trivialni transformace — kladné nahodné proménné
—1g(£);€>0= F(x) =P <x)=P(g(£) < x)= P¢ <e*)=F.(e*)

fn(x)=%(|:§(eX))=eXf§(eX) |

q:%;§>0:>Fq(x):P(n<x):P[§<1ij:F§(li{Xj;OSX<1
X 1 X
™ ( (1 anl_x)z ff(l—xj

Charakteristické funkce
M¢jme nahodnou proménnoué s jeji distribucni funkci F,(x) = P(¢ < x) a hustotou
d

fg(x):&Fg(x).

Pod charakteristickou funkci takového rozdéleni budeme rozumét:
Cg(ja)): E{ej“’g}: Ieja’s f.(s)ds, j=+-1. Charakteristickd funkce je tedy vlastné
Fourierovou transformaci hustoty dané ndhodné proménné.

Charakteristické funkce souctu nezavislych ndhodnych proménnych:

§1+.§2(Ja’) E{ejm(§l+éz)} E{eréeré}: E{elwé }E{ Jwéz} gl(Ja))ng(Ja))
=  Charakteristickd funkce souctu nezavislych ndhodnych proménnych je rovna jejich
soucinu.

Charakteristicka funkce ,,linearni* transformace nahodné proménné:

Charakteristicka funkce a momenty, pokud existuji:

9 ¢, (jo)= %E{ei”¢}= E{%eiwi} —Eljeer), ...

dw

k

L _c.(jw)=E{jefe | =

dw

k

©c.(jo),, =Elie) e )= (i el = (i m (@)







Charakteristicka

Rozd¢leni Hustota f.(x) funkce Cf(ja))
. 1 o?
Normalni centrované a normalizované f.(x)=—=e ? im)=e 2
ormalni centrované a normalizované (x) T Cg(ja))—e 2
1 _lenf _ 2,02
Normalni obecné = 2° Lo\ lem
ormalni obecné f.(x) 27me Cé(Ja))—e
Exponencialni rozdéleni f (X)—le_é C (J ): :
p ; ; ¢ 1- jor
Gama rozdé€leni fadu k (jedna se o S
soucet k shodnych nezavislych Xl r C ( j a)) _ 1
exponencialné rozdélenych ndhodnych fo(x)= 7 K(k-1)! : (1 - jor )k
proménnych z ptredchoziho fadku) '
Rozdéleni kvadratu ndhodné 1 5 1
f.(X)=—=e2ox>0 i) =
proménné s normélnim centrovanym a ) J2 <> C(jo)= T a
normalizovanym rozdélenim. 0 x<0 1-2jw)
Rozdéleni souctu k nezavislych 1 s X
kvadrata stejné rozdélenych fo(X)=———x?e2ox>0 _ 1
nahodnych proménnych s normalnim 22 r(k) ng(ja)) = N
centrovanym a normalizovanym 2 1-2jw)
rozdélenim ( y* s k stupni volnosti). =0&x<0
Rovnomérné rozdéleni na intervalu f.(x)=12 -1<x<1 sin(w)
<_ 11> =0 jinak @
Rovnomérné rozdé€leni na intervalu
(01), ziska se z predchoziho f.(x)=1e 0<x<1 o ZSin(wj
1.1 -0 jinak ez %)
transformaci Efj + > @

Soucet K stejné rozdélenych a
nezavislych ndhodnych proménnych
rovnomerné rozdélenych na intervalu

(-12)

)

Pievzato a modifikovano z: Rényi A.: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972,

str.262-271.

Zakladni parametry spojitych (nejen) rozdéleni

Charakteristiky polohy

Sttedni hodnota: E{&}= J.sff(s)js: j sdF.(s), pokud existuje. Pt.(neexistence):

Ff(x):l—%cx2m>0;F§(x):0c>x<m fé(x):%@x2m>0;f (x)=0<x<m.




v : 1 P . , v
Median: je feSenim rovnice F(X, ):E, pokud existuje. Namét: naleznéte rozdéleni pro
které median v tomto pojeti neexistuje a rozdéleni, které ma v tomto pojeti ,,vice* medidni.
Nékdy byva median definovan soustavou nerovnosti P(E<x ., )>1/2;P(E>x ,)>1/2.

Kvantil: p-kvantilem budeme rozumét feSeni X rovnice: F.(x,)=p. Vtomto smyslu je

medidn 0,5 kvantilem. Nékdy byva p-kvantil také zaveden soustavou nerovnosti jako u
medianu: P(§£xp)2 p;P(fZij,Z 1- p. Namét: porovnejte ob& definice (zajimavé pro

diskrétni ndhodné proménné).

Namét: pro a& +b plati E{aé" + b} = aE{é‘ } + Db, pokud prava a leva strana rovnice existuji

(namét: nestaci existence jedné strany?). Bude toto platit pro median (pokud ano, za jakych
podminek)? Bude toto platit pro p-kvantil (pokud ano, za jakych podminek)?

Namét: Naleznéte stfedni hodnotu ndhodnych proménnych & +¢&,, & —&,. Naleznéte stfedni
hodnotu ndhodné proménné &,&,, pokud jsou obé ndhodné proménné & ,&, nezavislé.

Charakteristiky variability

Rozptyl (variance): o%(&)= E{(gg - E{f})z}, opét pokud existuje. Namét: jak bude vypadat
rozptyl ndhodné proménné a&+b, & +¢&,, &-¢&, kde &,&, jsou nezavislé ndhodné
proménné. Namét: naleznéte a, které minimalizuje vyraz: E{(é - a)z}.

Smérodatna odchylka: o(&)=+c(&).
_¢—E{5}

Namét: naleznéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné proménné u = (5)
o

Momenty
Obecné: m (&)= EZ&*.
Centrilni: 1, (&)= E{&—E{&))}.

Momentové charakteristiky

(&)
(o(¢)y

,»hakupenim hodnot vlevo od stiedu* je kladna, pro rozdé€leni s ,,nakupenim hodnot vpravo od
sttedu* je zaporna.

Sikmost (skewness): s,(&)=

, pro ,,symetrickéd rozdéleni je nulova, pro rozdéleni s

H#,(E) * H#s(S)

7 nebo s,(&)= ’
(o(£)) (o(£))
pro normalni rozdéleni pravdépodobnosti rovna nule. Pokud je rozdéleni ,,Spicatéjsi nez
normalni je kladna, pokud ,,mén¢ Spicatcjsi = plossi“ nez normalni je zdporna.

Spicatost (excess, kurtosis): s,(&) = —3. Spicatost s,(&) je



Jiné charakteristiky variability

Kvartilové rozpéti: je rozdilem 0,75kvantilu a 0,25kvantilu Q(f ) = Xo75 — Xo,25 . Je
ziejmé, Zze P(XO’25 <é< x0’75):1/ 2. Namét: Naleznéte nejmensi o takové, ze plati
P(XO’5 —0<E<Xyg+0 ):1/ 2, upfesnéte podminky takového feSeni. Naleznéte nejkratsi
interval (d,h)takovy, ze plati P(d <& <h)=1/2, upfesnéte (zde také) podminky takového
feSeni.

Velicina d(f): Eﬂf— E{§}|} (absolutni odchylka). Namét: Naleznéte d(f) pro normalni

_(enf
e 2" apokuste se nalézt souvislost takové charakteristiky se

rozdéleni s hustotou f

oo
smerodatnou odchylkou (Rényi A.: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972,
str.204-206).

Namét: Pokuste se studovat vlastnosti veliiny d,, (&)= Eﬂg‘ — Xipeq |}

Prehled nékterych spojitych rozdéleni

Rozdé&leni Distribuce Hustota ngﬁﬁ; Rozptyl
Rovnomérné 1 1
na intervalu F.(x)=x0<x<1 f.(x)=1 = el

(01) 2 12
X (s-u) enf
Normalni — 1 2 1 2
F.(x)= e 2 ds f.(X)=—e % H o’
Gaussovo ¢ _[0 \/Za 4( ) 7o
_xh - XA
Exponencialni F.(x)=1-¢ 7 ;x2A>0 fg(X):—e 4 A+t 72
4 = T
Gama 0 re-1 1 -2 ,
rozdéleni .([1“ " s"dsx>0 fé(x)_We X mz mz
X
I s PL(1-5)"ds;
5P p P
Beta _ p-1 g-1
L 0<x<1;p, >0 f.(x)= xP7(1-x —_
rozd&leni P 1 () B(p,q) (1=x) p+q | (p+af(p+g+1)
kde B(p.q)=[s"'(1-3)""ds
0
Rozd¢leni
;(2 s n stupni
volnosti
(rozdéleni X 1 _s gy 1 Xy
souétu n Ff(x):j e 252 ds;x>0 f.(x)=———8 °x?
kvadrat S e (N Y (n n 2n
o 22T — 22T —
normalniho, 2 y)
normovaného
a
centrovaného
rozd¢leni




Rozdéleni t,
Studentovo =
rozdé€leni
nahodné
veli¢iny X 1

N(OL) | F(x)=]

x°(n)

n
ob¢ nezavislé

-0

JnB(050.5)

_ml _nt

g2 ) 2 1 x2) 2 n
2] ds | f(X)z—— |14+ 0 | —pon>2
[ nj 9 JHB(0.5,0.5)[ nj n-2
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