Pravdépodobnostni rozdéleni matematické statistiky 2.

Rozdéleni podilu dvou nezavislych kladnych nahodnych proménnych

M¢jme dvé nezdvislé ndhodné & ,&, proménné definované na intervalu (0,4<0) s hustotami
fe (0, fr, (x);x2 (0,4+00)= f, (x)= f, (x)=0. Potom sdruzend hustota obou ndhodnych
proménnych je f . (x,y)= f; (x) fe, (¥).

Pro ndhodnou proménnou 7 = é , dostaneme jeji distribu¢ni funkci jako pravdépodobnost:
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= [ £ D, (32) = F, )Wy = [ £, ())F, (y2)dy = F, (0) [ £, (»)Mdy = [ £,, (") F, (yoddy— F (0)

Ptiklad: Podil dvou nezavislych exponencidlnich ndhodnych proménnych.
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shrnuto: Median tohoto rozdélent je: x, s =—
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Prubéh hustoty a distribuéni funkce je na nasledujicim obrazku:
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Namét: Posud’te souvislost tohoto rozdé¢leni s Paretovym.

Centralni limitni vétal

Necht' &,¢&,,...¢ ,...jsou nezévislé ndhodné veli¢iny se stejnou distribuéni funkci a necht

_n.—Eln,}

ol(n,)

F (x)= Fﬂ* (x) necht je distribu¢ni funkce ndhodné proménné 77: . Potom: lim F, (x)= <1>(x),
n n—+oo

exiswji E=FE{} D=o0(£)i=12... Polozme 17,=)¢ a1, a
i=1

pro —oo< x <+4oco. Konvergence nemusi byt stejnomérnd. Véta je prevzata z Alfréd Rényi:
Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972, str. 374-375, kde 1ze nalézt i jeji dikaz.

Volné receno: Distribucni funkce centrovaného a normovaného souctu nezavislych stejné
rozdélenych ndhodnych proménnych (s existujici stfedni hodnotou rozptylem) konverguje
k distribuc¢ni funkci centrovaného a normovaného normalniho rozdéleni (N(0,1)).

! Centréln{ limitni vétu 1ze dokézat pro mnohem slabsi pfedpoklady. Viz napt. Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha
1972, str. 374-382.



Demonstrace na piikladu g’ rozdgleni.

x> je ndhodnd proménnd tvofend soudtem n-nezdvislych ndhodnych proménnych, z nichz

kazda je tvotfena kvadratem ndhodné proménné s N(0,1) rozdélenim. Scitanci maji stfedni
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hodnotu a rozptyl (dokaZte). Ndhodnd proménn4 77, T2n je pak centrovand a normovana.
n

v Ve 2z w 7z 2z M . v e . Ve 2z W 2z * 2z
Jestlize ndhodnd proménnd x> mé distribuéni funkci F,(x), pak ndhodnd proménna 7, mé

distribuc¢ni funkci F, (V 2n x+ n) Nasledujici obrazky demonstruji konvergenci k ®(x).
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Namét: Jedna se o stejnomérnou konvergenci?




Nékteré souvislosti a vztahy

Pouzita oznaceni:
n X
24 -2
2 . . - . . x? e?
x, Chi kvadrat rozdéleni s n stupni volnosti a hustotou: f ,(x)=———;x20
Xn n

76

X
n-1_r

G(n,7) Gama rozd¢€leni s hustotou: f, (x) = Gl ;x>0
'T(n)
_n+l
. . . 1 1 x*) 2
t, t rozdélent s n stupni volnosti s hustotou: f, (x)=——= I+—
" Jn B L n n
272
Be(p,q) beta rozd€lent s hustotou: f (x)= B(p.q) x"M(1-x)""0<x<1;p,g>0
p-q
s . ) 1 (ne A n)\2
F, . F rozdéleni s n,m stupni volnosti s hustotou: f, (§=——|— [ 2 |l4+—x| x>0
, an nm\m m
'{2’ 2)

ey

* Hustota rozdéleni y, (evidentn& jak y,, tak i x. jsou nezdporné nahodné proménné).

Necht’ ndhodnd proménnd & md . rozdéleni, zajimd nds rozdéleni ndhodné veli¢iny

n=VE=\x’. Obecné F,(x)=Pln<x)=PE<x)=P(E<x’)= =F,(x*). Odtud

X2

n—=2 2 n-1 2
f”(x)=j—xFﬂ(x)=2xf§(x2)= 2x xﬁ ¢ = );_le .
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2 —_—
1 = F(xz;nzlj x
—3—le Pe’dy=—7F——%, kde F(x;y)zje"ty‘ldt prox,y>0. Pro
22F(nj 0 zzr(nj 0
2 2

ndhodnou proménnou ¥, je uZitend jeji sttedni hodnota:
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Ey )= .[ xX'e 2dx= =22 . Shrnuto: Efy }=
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Prib¢h E {l/n } a g{y }/~/n Vzivislostina 1 = poctu stupiici volnosti.

Namét: na zdklad¢ inspirace piedchozim obrazkem dokaZte asymptotické chovani
E

—{1”} — 1.
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e M¢jme ndhodny vybér (xl, xz,...,xn), tj. stejné rozdeélené a nezavislé ndhodné veliiny
z rozdéleni N (,u, o’ ), potom transformovany ndhodny vybér
(%—ﬂ-%—ﬂ X, — U

yeves ) je vybérem =z N(01). Nahodni proménnd
(o} o (o}

n _ 2 n _ 2
Ui 22(—xio_'u j ma y, rozdéleni a 7, =%Z(xio_'uj bude mit distribu¢ni funkci
i=1 i=1

F, (x)= P(772 <x)= P(l < xJ = P(I]1 <nx)= Fl2 (nx)
n f

. y o , — I
e Mgjme nihodny vybér (x,x,....x,) zrozd&leni N (/1,0'2), necht x=—2xi.
noi=

2
Nahodnd proménna 77, = Z(xi _xj ma y., rozdéleni nebot plati 0= Z(xi —;c)
o

i=1 i=1
(dokazte!) a tedy libovolnou zmnr proménnych lze vyjadfit pomoci priméru a
zbyvajicich n-1 proménnych (podrobné rozepiste a odvodte). Tento piiklad je
specidlnim piipadem obecnéjsi situace, kterd je feSena tzv. Cochranovou vétou
(Jaroslav Hatle, Jifi Likes: Zaklady poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky.
SNTL Praha 1974, str. 136-137).

e M¢me ndhodny vybér (xl,xz,...,xn) zrozdéleni N (,u, 0'2). Né&hodnd veli¢ina
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Prob _k
Plati ;(% = > 7 -Jeto disledek definice g, rozdgleni.
k; i=1

Dalsi vztahy mezi rozd€lenimi lze nalézt v C. Radhakrishna Rao: Linedrni metody
statistické indukce a jejich aplikace, ACADEMIA, Praha 1978, str. 212-214.

Nédhodna veliina = ma Studentovo #-rozdéleni s n-1 stupni

volnosti.

Vztah mezi Poissonovym rozdélenim a g rozdélenim. Necht md ndhodnd

veli¢ina & Poissonovo rozdéleni S parametrem A, pak plati
/1 .
f < x) Ze I —1 FZ (21). Dikaz postupnou integraci per-partes lze nalézt
2(x+1)

v Jaroslav Hatle, J1r1 LikeS: Zaklady poc¢tu pravdépodobnosti a matematické
statistiky. SNTL Praha 1974, str. 141.

Vztah mezi binomickym rozdélenim a F rozdélenim. Necht md nédhodn4 veli¢ina &

binomické rozdéleni s parametry p,n, pak plati
(n) . +11-

P(gs)c):z(,jp’(l—p) =F, (x pj, kde n,=2(n-x) a n,=2(x+1).
i=0\ ! e\ p—x p

Diikaz opét I1ze nalézt v Jaroslav Hatle, Jifi Likes: Zaklady poctu pravdépodobnosti a
matematické statistiky. SNTL Praha 1974, str. 141. Ob¢ piedchédzejici tvrzeni plati
pro x celé nezdporné. Namét: Pro oba predchozi piiklady nakreslete pribéh
distribucnich funkci odpovidajicich diskrétnich rozdé€leni a jim pfifazenych spojitych
rozdéleni.

Vztah mezi binomickym a Poissonovym rozdélenim: Vytvofujici funkce
pravdépodobnosti pro binomické rozdéleni s parametry p,n je

. A
Gyi(pn)(2) = (pz+a-p)). Pokud zvolime p=—;A<n, dostaneme
' n

B{ n}(Z) (ﬂz (1_;D _( ﬂ(Zn )j a odwd  imG {n](z)_h“i (Az= l)j _ e

Ale to je vytvotujici funkce pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni s parametrem A .

n—+e{ b\ n n

k n—k k
A A A . .
Odtud také lim — || 1-— =e rh Tedy pokud srostoucim n klesd

A . . y . >
pravdépodobnost  uspéchu p=—, binomické pravdépodobnosti konverguji
n

k Poissonovym. Detailn¢jsi ditkaz 1ze nalézt v Alfréd Rényi: Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972, str. 133-135. Ve zde uvedeném dukazu chybi dilkkaz a
predpoklady toho, Ze z konvergence vytvortujicich funkci pravdépodobnosti plyne i
konvergence vlastnich pravdépodobnosti.



Pozndmka: Pokud povazujeme p za pravdépodobnost Uspéchu a pozorovand ndhodna
proménnd je pocet udspéchil, pak se uvedend konvergence uplatni, pokud je
pravdépodobnost dspéchu mald a s rostoucim n jesté klesa.

Vztah mezi binomickym a normélnim rozdélenim: Binomickd ndhodnd proménnd je
tvofena souctem n alternativnich ndhodnych proménnych. Potom podle vySe uvedené
varianty centrdlni limitni véty plati, Ze distribu¢ni funkce normované a centrované
binomické nahodné proménné konverguje s rostoucim n k funkci ®(x). Piesndji:

ié —np
N, =2 ——oo=lim F, (x)=®(x), typické pribéhy jsou na nasledujicich
ympll—p) o=

obrazcich.
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Namét: na zakladé vySe uvedenych obrazki odvod’te a spoctéte velikost maximalni chyby
takové asymptotické aproximace. Je takovd maximalni chyba urcujici pro bézné statistické

aplikace?

Néktera neklasicka vypocetni schémata pro
Binomické pravdépodobnosti

n i n—i -
p;, = ; p'(1-p)"~" i=0,...
n—-i p (n) i NI
= 1- =———D;
i+1 l—p(ijp( P) i+11—pp'

Shrnuto: p,,, =————p;;

D

Poissonovy pravdépodobnosti
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Shrnuto: p,,, = A pi p=e”

(i+1)

Geometrické pravdépodobnosti

p, = (l—q)qi, i=0,1,...

P =U—q)q

i+1

i+ it
=qp;; po=1—¢

A

(i+1)

n i+ n—i— n
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Dis Po=¢€
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Shrnuto: p,., =qp;; p,=1—¢q

Namét: Odvod'te obdobna rekurzivni schémata pro negativné binomické a hypergeometrické
pravdépodobnosti.

Panjerova rekurze?

V uvedeném ¢lanku je uveden rekurzivni vztah , p; = p,._,(a + Bj ; i=1,2,..., ktery plati pro
]

ttidu diskrétnich rozdéleni, obsahujicich:
) aA _
1. Poissonovo rozdéleni p, =e l,—|, i=0,1,...: a=0b=A;p,=e 4
i

ny . , —
2. Binomické rozdéleni p=| |pA-py i=0...n; a=—2L ;b:("”)p :p,=(1-p)’
I I-p I-p
i+r—1
r—1

Ndmeét: urCete pro toto rozdéleni a;b; p, .

3. Negativné binomické rozdéleni p, :( ]p’(l— p)r>1;i=0,1,... .

4. Geometrické rozdéleni p, =(1—q)q'; i=0,1,... . Namét: urcete pro toto

rozdéleni a;b; p, .

Namét: Pro vSechna uvedend rozd€leni detailn¢ prokazte, Ze do uvedené tiidy patii.

K dikazu, Ze do ni nepatii jind rozdé€leni, viz: B. SUNDT and W. S. JEWELL: Further Results of
Recursive Evaluation of Compound Distributions. ASTIN Volume 12, No. 1, December 1982, Volume 12,
No. 1. http://www.casact.org/library/astin/vol12no1/
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