Bodové odhady

Nahodna prognna ¢ s mnozinou hodno¥V = vykérovy prostor Mame k dispozicin
pozorovani této nahodné prémme {xl,xz,...,xn} o kterych pedpokladame, ze jsou st&jn
rozckilené (identically distributed) tj. se stejnou disteni funkci F(x) a nezavislé
(independent) {iid}. Pozorovélr{’lxl,x2 ..... xn} nazyvamenahodnym vydrem rozsahu n.

Priklad: nahodny vybr {x,x,,..x,} rozsahun nahodné progmné & s normalnim
rozéélenim N( ,0°) ma pak hustotu:
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Vybérovym prostorem je pak cela realna d3a
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Nadale budemetpdpokladat, Ze pro uvazovanou nahodnou prmou & existuji prvnictyfi

momenty, 4. nap E{&} = 1, E{¢?} = 1, E{e*} = w1, B} = .

Vyb érova st fedni hodnota — pr gmér

Vybérova stedni hodnota = gmer ;(:1 X .
ni=

Sttedni hodnota gimeru E{x} :EZ E{ x } :iz,u =i . Stedni hodnota @maru je rovna
N= Nn=
stredni hodnat pozorované ndhodné prémmé (samozjmeé pokud tato existuje).

Rozptyl paméru:
0% = E{(x- 1)} = ELC % ~ )} = E(C L%~ D)) = B (0 (%~ )} =

%E{(Z(x ﬂ»}-—E{ZOs 1+ (% = 1) —u)}-—
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protoiez E{(x —u)*}=no? a E{(x —u)(x; — )} =0 proi # j .
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Shrnuto: o*{x} =9 a o{x} S Tj. smérodatna odchylka gméru se sniZuje oproti
n

n

smérodatné odchylcetwodni ndhodné proégnné faktoremi.
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Pokud mame dostatey rozsah nahodného Wi (n>30 zde pouze empiricky poznatek)
pak mizeme vyuzit centralni limitni&y o konvergenci k normalnimu roddni a tedy:
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X = N(,u,a—} a proto ma nahodna véha XU’U =Jn X“H rozcdlent N(0]l). Potom:
n o
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P{d<x u<h}= P{d£<£(x ,u)<h\/ﬁ} ¢(h£) ¢(d£) kde d(x) je

distribwni funkci rozcélenl N(O;L). Toho lze vyu2|t pro mtervalove odhadieslnl' hodnoty,
pokud zname nebo umime ,kvaklitndhadnout‘c - viz déle.

Vyb érovy rozptyl
Nejprve stanovime jeho modifikaci préipad kdy je parametu znam:

=131 - Ommaime y, =(x -, pakEly} =0 s
Jz{yi} = E{Yiz}_(E{Yi})2 = E{( X; —/J)4}—0'4 =m, -0, kde m, = E{( X _/1)4}

Proto: E{SOZ} = E{Y/} =0’ a 02{802} = 02{9} = m4+04 :

Pro gipad kdy i neni znamo, zavedeme modifikaci:

§? ——Z( ;()2. Pro to plati:

i=1

S§ ——Z(Xi =Yk =23 - -2 (k- ) = 85 -k )

neba’ Z(x—u)(u x) = =2(x= )’

Shrnuto: S = §2 —(x— 4 )?. Proto: E{ S} = E{ S2} - E{(x— u)?} = E{ S2} - 0*{ x} =
»_0° _ ,n-1 1
=g°-—=0
n n

ProtozeE{ S} = Uzn—_l, je vhodné volit novou statistik@” = N 1812 -1 Z(x - x)2
n "

autéjiz plati:E{ S*} = o°.

Statistika S :ﬁi(xi —;()2 je nazyvana vydrovym rozptylem aS = \/ii(xi —?()2
e i

vybérovou snérodatnou odchylkou.

Déle ukime rozptyl statistikyS? =i1 Z(xi —;<)2 .Ale
n —_ "

i=1

s? = g7 =1 (8 ~(x~)?), proto(S*)* =(ni_1j2(85 ~(x-uyf =



=(n—_1j2((85)2 +(x- ) =285k ).

Ale E{(s§)2}=az((sg))+(E{s§})2=%+—o—4,
E{sz(x-u)?} = iz[m +(n-1)0°] a
E{(?(—/J)“}=i3[m4+3(n—1)a4].

Protoie:az(sz) = E{( 2)2}— (E{Sz})2 = E{(52 )2}—04, dostavame:
02(82)=ﬂ— =3 5
n n(n-1)
Zdroj: J. Hatle — J. LikeS: Zaklady §o pravapodobnosti, SNTL/ALFA, Praha 1974
(str.151- 153) nebo nejsi vydani. Taktéz jakakoliv solidji utebnice statistiky.

Pro vypd@et piméru zndme dktera vyp@etni schémata, nap
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n+14 n+1 n+1

E{a} E{z }+ni1 E{( -z, )} protoze vsSak E{a} = E{z_n} je E{(xn+l —z_n)} =0.

Namét: Ode&tenim rovnic:z,,, = z, +ni+1(xn ) a E{ n+1} {z_n} |ze ziskat vztah pro

VyVoj rozptylu paiméru v zavislosti nan.

Obecn éjSi pohled na bodové odhady (jednorozm  érny p Fipad)
Pojem statistika:

Nahodna pronna & ma mnozinu hodno¥ = vykérovy prostora hustotuf(x,g),
distribueni funkci F(x,9), kde g R, je neznamy, odhadovany, parametr. Mame k dispozici
nahodny vybr z tohoto rozdleni o rozsahwn {x,x,....x,}. Odhadem parametrg nebo

rozckleni F(x,9), f(x,9) budeme rozugt statistiku g(x,, X,,...,X,) g . Slovemstatistika
bude ozn&ovano jakékoliv ,pravidlo” prazujici nahodnému vybu rgjakou hodnotu

pochazejici z ,defiiniho oboru“ odhadovaného parametru. V naSéipaps: g:V" - R.
Statistika nemusi byt vazanéimo k rejakému parametru, e byt ,navazana“ i nagjakou
funkci (parametricka funkce) takového parameityu(

O (parametrickém) odhadu Fekneme, Ze je nestranny(ve smyslu sedni
hodnoty)~ E{g}=g. Pripadny rozdil E{g}—g bude nazyvan vychylenim (strannosti).

Poznamka: nayji se objevuiji i definice nestrannosti vdzané nalide



Pifklad 1.. VySe bylo odvozeno, 2&{%2&}:&{). Tedy pimér je nestrannym
i=1

odhadem $edni hodnoty, pokud tato existuje.
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x> A f(x)=0 = x< A je nestrannym odhadem parametrické funk&e o statistika

=4

Priklad 2.: Pro posunuté exponencialni relghi E(A0)=f(x)=

i:}Zx . Tedy v tomto fipadt pramér je nestrannym odhadem ,parametrické funk&ed.
Nz

Priklad 3.: M&me vybsr z modifikovaného geometrického ratehi p, =(1-q)'™q;i =1, to
muze modelovat situaci, kdy opakujemejaky experiment a pozorujemsi gkolikatém
opakovani se dany (sledovany) j@vrealizoval (pravépodobnost toho, Ze se dany jev
realizuje pi jakémkoliv experimentu je pakq). Ke kazdému pozorovani oztiae

posloupnost experimeitpo fadk E,E,,...E;E, =A< j<i E = A. Zvolime statistiku
t(E,,E,,...E )=1< E, = Aat(E,E,,....E, )=0 < E, = A. Je evidentni, e
E{t(E,.E,....E )} =1g+0(1-q)=q, tedy takova statistika je nestrannym odhadem
parametru q. Jak lze nahlédnout, takovy odhad je velice SpanyeuZzitény pro dalSi
pouZiti. Proto je @leZzita dalSi charakterizace odliad

O odhadu g(x,,x,,,....x,) 0g Fekneme, Ze je vydatnynodhademg pokud plati:

9( X, %5,-X, ) 0@ je nestrannym odhadem a navic plarﬁ(gjsaz(gaj pro vSechny

mozné nestranné odhady, parametrug. Vydatny odhad tedy minimalizuje chybutanou
pomoci jeho rozptylu.

Rozdéleni vyb érového pr améru
1. Je kdispozici nahodny vib z alternativniho rozdeni o rozsahun {x,,x,,...x,}.

Potom Q:EZXi;n;(:ZXi m& binomické rozgeni pi:(hjpi(l— P a
N i=1 |

distribusni funkce paméru F.(x) = Plx < x)= P(nx < nx)= Z‘,m p'(1-p)"" .
i<nx l
2. Je kdispozici nahodny vgb z binomického rozéleni p, :(mj p'(1-p)™ o
i

-1 R Lo g .
rozsahun {x,,%,,...x,}. Potom x==>"x;nx=>x ma binomické rozeni
Nz i=1



(7

(1-p)™~ a distribwni funkce paméru

F(x)= P(;(< x): P(nm;<< nmx): D (nlmj 0 (1= p)™ |

i<nmx

3. Je kdispozici nahodny vgb z Poissonova rozteni p, :e‘”f1—' 0 rozsahun
i!
{x.,%;,..x,}.  Potom Q:EZx;nQ:in ma  Poissonovo  rozteni
N4z i=1
— -nA (nA )I . . , «
p, =€ T distribuéni funkce pamaru

F.(00 =Pl = Pl <m= Yo 0L

_ il
1<nx -

1 (S_IU )Z

4. Je kdispozici ndhodny vgb z normalniho roz#eni Ff(x)=j\/2_ e ¥ ds o
SN 270

rozsahu n  {x,%,,..x,}. Potom x=

rozdleni se sed

n
> % ma normalni rozteni

n(s-u)f

e 2°ds a je to tedy distribini funkce péméru (normalni

2
ni hodnotoy: a rozptylema—).
n

Namét: Odvadte distribéni funkci piiméru  vykéru z exponencialniho rozkbni

X

Fg(x):l—e_};xzc. Pomicka sowet n nezavislych nahodnych exponencilnozdilenych

proménnych ma Gama

Doporwena a zdrojova

X
Xn—l r

rozteni f(X)=———.
) r "(n-1)!
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