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1 Úvod

Potřebujeme určit vzdálenost (či podobnost) referenčńı sekvence vektor̊u o délce R:

R = [r(1), . . . , r(R)] (1)

a testovaćı sekvence vektor̊u o délce T :

O = [o(1), . . . ,o(T )] (2)

Co čert nechtěl, obecně je samozřejmě R 6= T .

Jedna z možnost́ı je využit́ı jediné transformačńı funkce času:

D(O,R) =

R
∑

i=1

d[o(w(i)), r(i)] (3)

kde w(i) je definována tak, aby srovnáńı bylo lineárńı. Je ovšem podstatně lepš́ı když:

• je srovnáńı ř́ızeno př́ımo vzdálenostmi jednotlivých vektor̊u.

• když definujeme obecnou časovou proměnnou k a a zavedeme dvě transformačńı funkce:

– r(k) pro referenčńı sekvenci.

– t(k) pro testovaćı sekvenci.
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Obrázek 1: Cesta pro srovnáńı dvou sekvenćı.
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Obrázek 2: Funkce r(k) a t(k) pro krokováńı referenčńı a testovaćı sekvence.
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Pak můžeme srovnáńı jednotlivých vektor̊u zakreslit pomoćı cesty: Obr. 1. Počet krok̊u cesty označ́ıme
jako K. Referenci budeme zobrazovat na svislé ose, test na vodorovné. Z této cesty můžeme odvodit
pr̊uběh funkćı r(k) a t(k), které “krokuj́ı” jednotlivé sekvence, viz Obr. 2.

Cesta C je jednoznačně dána svou délkou KC a pr̊uběhem funkćı rC(k) a tC(k). Pro tuto cestu je
vzdálenost sekvenćı O a R dána jako:

DC(O,R) =

KC
∑

k=1

d[o(tC (k)), r(rC (k))]WC(k)

NC

(4)

kde d[o(·), r(·)] je vzdálenost dvou vektor̊u, WC(k) je váha odpov́ıdaj́ıćı k-tému kroku cesty a NC je
normalisačńı faktor závislý na vahách.

Vzdálenost sekvenćı O a R je dána jako minimálńı vzdálenost přes soubor všech možných cest
(všechny možné délky, všechny možné pr̊uběhy):

D(O,R) = min
{C}

DC(O,R). (5)

Je třeba vyřešit 3 věci:

1. př́ıpustné pr̊uběhy funkćı r(k) a t(k). Neńı možné, aby se cesta vracela zpět, “skákala” přes
několik vektor̊u, atd.

2. definovat váhovaćı funkci a normalisačńı faktor.

3. vyrobit algoritmus, který vypoč́ıtá D(O,R) co nejrychleji.

2 Omezeńı cesty

1. Počátečńı a koncové body

r(1) = 1
t(1) = 1

}

začátek
r(K) = R

t(K) = T

}

konec (6)

2. Lokálńı souvislost a lokálńı strmost

0 ≤ r(k) − r(k − 1) ≤ R?

0 ≤ t(k) − t(k − 1) ≤ T ? (7)

v praxi se voĺı R?, T ?=1,2,3.

• R?, T ?=1: Každý vektor se muśı vźıt alespoň jedenkrát. r(k) = r(k − 1) znamená, že se
opakuje.

• R?, T ? > 1: Vektor(y) se mohou přeskočit.

3. Globálńı vymezeńı cesty DTW: vymezeńı př́ıpustné oblasti pomoćı př́ımek:

1 + α[t(k) − 1] ≤ r(k) ≤ 1 + β[t(k) − 1]
R + β[t(k) − T ] ≤ r(k) ≤ R + α[t(k) − T ]

(8)

Tyto podmı́nky vymezuj́ı maximálńı “strmost” nebo “placatost” cesty DTW – viz Obr. 3

3 Definice váhových funkćı

Váhová funkce W (k) záviśı na lokálńım “posunu” cesty. 4 typy:

• typ a) symetrická: Wa(k) = [t(k) − t(k − 1)] + [r(k) − r(k − 1)].
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r(k)=   [t(k)-T]+Rα
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r(k)

t(k)(1,1) (T,1)

(1,R) (T,R)

r(k)=t(k)-w

r(k)=t(k)+w

r(k)=   [t(k)-1]+1

r(k)=   [t(k)-1]+1

r(k)=   [t(k)-T]+R

β

β

α

Obrázek 3: Globálńı omezeńı cesty DTW. Povolená oblast, kde se může cesta nacházet, je vyznačena
žlutě.

1

12

• typ b) asymetrická:

b1) Wb1(k) = t(k) − t(k − 1) b2) Wb2 = r(k) − r(k − 1)
1

1 0 1 1

0

• typ c) Wc(k) = min {t(k) − t(k − 1), r(k) − r(k − 1)}

• typ d) Wd(k) = max {t(k) − t(k − 1), r(k) − r(k − 1)}

4 Normalisačńı faktor

N =
K

∑

k=1

W (k) (9)

Pro váhovaćı funkci typu a) je normalisačńı faktor:

Na =

K
∑

k=1

[t(k) − t(k − 1) + r(k) − r(k − 1)] = t(K) − t(0) + r(K) − r(0) = T + R (10)

Pro váhovaćı funkci typu b1) je normalisačńı faktor N = T .
Pro váhovaćı funkci typu b1) je normalisačńı faktor N = R.
Pro typy c), d) faktor silně závislý na pr̊uběhu cesty, je lepš́ı použ́ıt konstantu: N = T .
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Typ DTW α β Typ w(k) g(n,m)

I. 0 ∞ a min







g(n,m − 1) + d(n,m)
g(n − 1,m − 1) + 2d(n,m)
g(n − 1,m) + d(n,m)







d min







g(n,m − 1) + d(n,m)
g(n − 1,m − 1) + d(n,m)
g(n − 1,m) + d(n,m)







II. 1

2
2 a min







g(n − 1,m − 2) + 3d(n,m)
g(n − 1,m − 1) + 2d(n,m)
g(n − 2,m − 1) + 3d(n,m)







d min







g(n − 1,m − 2) + d(n,m)
g(n − 1,m − 1) + d(n,m)
g(n − 2,m − 1) + d(n,m)







III. 1

2
2 a min







g(n − 1,m − 2) + 2d(n,m − 1) + d(n,m)
g(n − 1,m − 1) + 2d(n,m)
g(n − 2,m − 1) + 2d(n − 1,m) + d(n,m)







IV. 1

2
2 b1

min







g(n − 1,m) + kd(n,m)
g(n − 1,m − 1) + d(n,m)
g(n − 1,m − 2) + d(n,m)







kde
k = 1 pro r(k − 1) 6= r(k − 2)
k = ∞ pro r(k − 1) = r(k − 2)

Tabulka 1: Typy lokálńıch omezeńı cesty a z nich vyplývaj́ıćı faktory α a β. g(n,m) jsou vztahy pro
výpočet částečné kumulované vzdálenosti. U typu IV neńı povolen pohyb dvakrát za sebou jen ve
směru t.

5 Lokálńı omezeńı cesty

Tabulka 1 udává typy lokálńıch omezeńı cesty a z nich vyplývaj́ıćı faktory α a β. Význam veličiny
g(n,m) bude vysvětlen později.

6 Efektivńı výpočet D(O,R)

Výpočet minimálńı vzdálenosti
D(O,R) = min

{C}
DC(O,R). (11)

je jednoduchý, pokud normalisačńı faktor NC neńı funkćı cesty a můžeme psát:

NC = N pro ∀C

Toto naštěst́ı většinou plat́ı a tedy:

D(O,R) =
1

N
min
{C}

KC
∑

k=1

d[o(tC (k)), r(rC (k))] (12)

Postup je následuj́ıćı:

1. do mř́ıžky d o velikosti T ×R si zaṕı̌seme vzdálenosti referenčńıch a testovaćıch vektor̊u, každý
s každým, viz Př́ıklad.
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test

ref.

4 3 2

2 3 1

4 2 3

0 1 1

d

test

4

0 1

g

10 9 7

6 6 5

3 5

2

ref.

0 inf inf inf

inf

inf

inf

inf

Obrázek 4: Př́ıklad. d je mř́ıžka lokálńıch vzdálenost́ı. g je mř́ıžka částečných kumulovaných
vzdálenost́ı.

2. definujeme mř́ıžku g s částečnou kumulovanou vzdálenost́ı. Oproti mř́ıžce d má g nav́ıc ještě
nultý řádek a nultý sloupec, které inicialisujeme na:

g(0, 0) = 0, a g(0,m 6= 0) = g(n 6= 0, 0) = ∞.

3. Částečnou kumulovanou vzdálenost spoč́ıtáme pro každý bod takto:

g(m,n) = min
∀předch̊udci

[g(předch̊udce) + d(m,n)w(k)] (13)

• možńı předch̊udci jsou dáni pomoćı tabulky lokálńıch omezeńı cesty.

• váha w(k) odpov́ıdá pohybu z předch̊udce do bodu [m,n].

• vztahy pro výpočet Částečné kumulované vzdálenosti jsou tabelovány v Tabulce 1.

4. Konečná minimálńı normovaná vzdálenost je pak dána:

D(O,R) =
1

N
g(T,R) (14)

Př́ıklad

Viz Obrázek 4 Výsledek:

• máme vzdálenost D = 1

3+4
7 = 1.

• můžeme zpětně “odkrokovat optimálńı cestu” (cesta má 5 krok̊u): t(k) = [1 2 2 3 3], r(k) =
[1 1 2 3 4].

7 Realisace rozpoznávače založeného na DTW

Opakováńı: co vlastně chci ? Přijde slovo O; chci ho zatř́ıdit do tř́ıdy ωr. Mám Ň tř́ıd, které odpov́ıdaj́ı
slov̊um (např. “jedna”, “dvě”, “kř́ıžek”, atd.).

7.1 Trénováńı – tvorba referenćı neboli vzor̊u

př́ı trénováńı mám sekvence od jednoho nebo v́ıce řečńık̊u, a v́ım, kam která patř́ı.

1. nejjednodušš́ı: ve tř́ıdě ωr mám jen jednu referenci Rr.
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r2

ωr class       with 4 clusters

Obrázek 5: Shluky.

2. složitěǰśı: pro každou tř́ıdu ωr mám v́ıce referenćı: Rr,1 . . .Rr,Ňr
. Tyto mohu mı́t ve slovńıku

uložené tak, jak byly vytvořeny, nebo je lineárně normalisovat na jednotnou délku:

R̄ =
1

N

N
∑

r=1





1

Ňr

Ňr
∑

i=1

Rri



 , (15)

kde Rri
je délka i-tého vzoru tř́ıdy ωr.

3. vytvořeńı pr̊uměrného vzoru pro každou tř́ıdu ωr:

• lineárńı pr̊uměrováńı – bereme pr̊uměr vektor̊u lineárně srovnaných sekvenćı. Nebezpeč́ı:
mohu dostat zcela nesmyslný vzor . . .

• dynamické pr̊uměrováńı:

(a) najdu vzor s o délkou, která se mi ĺıb́ı.
(b) pr̊uměrováńı se děje z vektor̊u přǐrazených k tomuto prvńımu vzoru pomoćı cesty DTW.

4. vytvářeńı vzor̊u shlukováńım, viz Obrázek 5. Shluky jsou tvořeny tak, aby si byly reference uvnitř
shluk̊u co nejv́ıce podobné, mezi shluky co nejméně podobné. Existuj́ı automatické algoritmy
pro shlukováńı, např. Mac Queen̊uv [1]: nejprve se všechny reference přǐrad́ı do jednoho shluku.
Pak se odštěṕı nejvzdáleněǰśı od středu, “přeshlukuje se”, atd. (analogie s VQ). Shluky jsou
representovány centroidy Rri. Výhoda shlukováńı oproti pr̊uměrováńı spoč́ıvá v tom, že tř́ıdy
mohou mı́t složitěǰśı tvar, viz Obr. 6.

8 Rozpoznáváńı (klasifikace)

Je-li každá tř́ıda representována jen jednou referenćı, je to jednoduché:

ω?
r = arg min

r
D(O,Rr) pro r = 1, . . . , N (16)

Mám-li pro každou tř́ıdu v́ıce referenćı, je možné použ́ıt dvě metody:

1. 1-NN (nearest neighbor) neboli nejbližš́ı soused:

ω?
r = arg min

r,i
D(O,Rri

) pro
r = 1, . . . , N
i = 1, . . . , Nr

(17)

2. k-NN (k nearest neighbors) neboli k nejbližš́ıch soused̊u:

7



12R

21

11R

R

Obrázek 6: Př́ıklad úspěšné klasifikace při použit́ı shlukováńı: v př́ıpadě pr̊uměrováńı by se vzor tř́ıdy
ω1 kryl se vzorem tř́ıdy ω2.

• pro každou tř́ıdu nejprve spoč́ıtám všechny vzdálenosti D(O,Rri) a seřad́ım je podle ve-
likosti od nejlepš́ı po nejhorš́ı:

D(O,Rr(1)
) ≤ D(O,Rr(2)

) ≤ . . . ≤ D(O,Rr(Nr)
) (18)

• o klasifikaci O do tř́ıdy ωr se pak rozhodnu podle pr̊uměrné vzdálenosti k nejbližš́ıch
soused̊u:

ω?
r = arg min

r

1

k

k
∑

i=1

D(O,Rr(i)
) (19)
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