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Longitudinale Muster Eﬁl

NUMERISCHE KLASSIFIKATION

§: RP - {1,... K}

Und was tun wir mit Mustern unbekannter Lange, Dauer,
MeBstelligkeit 7

e Konkurrierende Messungen eines Objektes
e ZEIT — Sprach- und Biosignale, Borsenkurse
e ORT — Schriftziige, Fahrtrouten, ,,Konturen"

o KONTEXT — Zeichenfolgen, Nukleinsduren

Definition 5.1
Eine Folge X = x1,...,xr von Vektoren x; des RP heibt
(numerisches) Longitudinalmuster der Ldnge (Dauer) T.

Eine Folge w1, ..., wr von Zeichen eines Alphabets A heil3t
diskretes (symbolwertiges) Longitudinalmuster der Ldnge
T.

Die Ldange T' = Tx eines longitudinalen Musters ist i.a. von Objekt zu
Objekt verschieden. Andernfalls verfahre gemas RP*? = RPT,
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Longitudinale Muster Eg_fgj

Konsortialklassifikation (Rucksackklassifikation)

o Wir setzen ein K-Klassenproblem des R” voraus.

o Ein Objekt der (unbekannten) Klasse €2, wird aus-
gewahlt.

o Das Objekt wird T-mal unabhangig vermessen:

z1~ P(Yl2%), z2~Pl2%), ..., xr~P(ylu)

Satz 5.1

Ein Objekt mit den konkurrierenden MeBvektoren {x1,...,zr}
wird mit minimaler Fehlerrate klassifiziert unter VVerwen-
dung der konsortialen Bayesregel:

T
§([z]) = argmax (P(Q ) - [ P )>

t=1

Der obenstehende, zu maximierende Ausdruck entspricht dem Zahler
der a posteriori Klassenwahrscheinlichkeit nach Beobachtung der T
unabhdngig gezogenen Proben.

Satz 5.2 Flir klassenweise normalverteilte Mustervekto-
ren lautet die Bayesregel

§([z]) = argmax (P(S2) - exp(—12Qx))
mit den logarithmierten Verbundwahrscheinlichkeiten
Qx = T-{log|2xSx| +spur (S (8 + (A —pm) (@ —p)"))}

Dabei sind 1 und 8§ Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix
der MeBvektorenprobe und p, und S, die klassenbeding-
ten Normalverteilungsstatistiken.
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Geometrische Skalenausrichtung E@I

Der Levenshtein-Abstand
ELEMENTAROPERATIONEN auf Zeichenketten:
e Substitution — Ersetzung eines Zeichens durch ein anderes
e Deletion — Ldschung eines Zeichens

e Insertion — Einfligung eines Zeichens

Definition 5.2

Ist A ein endliches Alphabet und sind v, w zwei Zeichen-
folgen aus A*, so bezeichnet der Levenshtein-Abstand
d p(v,w) die minimale Anzahl von Elementaroperationen,
mit denen v in w lberfiihrt werden kann.

TIGER
Insertion < TIGER I

T E R
Deletion < :i;giR ‘ I\ ‘ %
T E B

Substitution <TRIEB R I

wEHDA

Definition 5.3

Quantifizieren die nichtnegativen reellen Zahlen r(a,b),
r(a,$) und r($,b) die Editierkosten fiir die Ersetzung des
Zeichens a € A durch b € A bzw. fiir die Léschung von a
oder die Einfiigung von b, so bezeichnet der gewichtete
Levenshtein-Abstand dw p(v,w) die minimale Kosten-
summe von Elementaroperationen zur Uberfiihrung von v
in w.
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Geometrische Skalenausrichtung Egﬁ:éj

OPTIMALITATSPRINZIP:

,Jeder Teilpfad eines kostenoptimalen Zuordnungs-
pfades ist selbst wieder eine kostenoptimale Zu-
ordnung. "

Diese Aussage gilt insbesondere fiir die kostenoptimale Zuordnung
der Anfangsstiicke wvi,...,v, und wi,...,wy, zweier Zeichenketten v
und w.

Satz 5.3 (Dynamische Programmierung)

Flir zwei Zeichenfolgen v und w der Lange N und M seien
die partiellen kumulativen Distanzen

Dom & dwio(i, ... vmywi,y ... wm) ,  (n,m) € [0, N]x[0, M]
definiert. Dann gelten die Rekursionsgleichungen:

Geometrische Skalenausrichtung

pe]

Kumulative AbstandsmaBe

zwischen longitudi

nalen Mustern

Minimum-Abstand-Kilassifikator
§(X) = argmind(X,Z,)
K

Nachster-Nachbar-Regel

§(X) = argmin (yind(X,Z))
K Ewy

links ausgerichtet

[Sond

rechts ausgerichtet

Bond. Bond.

[Sond

Bend

linear ausgerichtet

Bend. |
[Sond

Referenzmuster

Referenzmuster

Referenzmuster

Referenzmuster

0 n,m =20 % % %
Dy_104r(vn, $) m =0 = = = = £33
DO m—1 + 7ﬂ($7 ,wm) n=20 links rechts mittig linear
Dn,m = Dn—l,m—l + r(vn,wm) Referenzmuster
min | Dyp—1im + r(vn,$) sonst %
Dn,mfl + r($a wm) %
Flir den ungewichteten Levenshtein-Abstand vereinfacht nichtlinear
sich der Rekursionsschritt zu Lokale und kumulative Abstdnde
0 = 5=
Dn,lymfl + { 1 Zn # Zm d(X, Z) = F ([d(ilft; Zs)]t:iy’|l)zfl|)
Dy = min n m | 7" T e
' Dn—l,m +1 T,
Dn,mfl + 1 = Z d(w(bl(T)’ z¢2(7'))
r=1
mit einer geeigneten Skalenausrichtung (é1, ¢2)
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Geometrische Skalenausrichtung E@:@j Geometrische Skalenausrichtung E@I
Die optimale Skalenausrichtungsfunktion Erlaubte Skalenausrichtungen
Definition 5.4 Die Abbildung Endpunktkonsistenz
o {1,...,R} — {1,...,T}x{1,...,S} Monotonie
T = o(r) = (p1(r), 2(r)) o
. i i . N Zyklenfreiheit
heiBBt Skalenausrichtungsfunktion mit der Lange R =Ty
und der Dimension T'x S, wenn die folgenden Bedingungen Globale Einschrankungen
erfiillt sind:
Referenzmuster Referenzmuster
#(1) = (1,1) N
PH verboten! verbgten!
$(R) = (I.5) N -
’ ’ ’ é \\\P/dg é
r<r = ¢1(r) < P1(r") und ¢a(r) < p2(r') B Sises 7
r#ET = () # o) - -
verboten! . verboten!

Die Funktion ¢ richtet die beiden Skalenbereiche vollstandig und mo-
noton gegeneinander aus. ¢ heiBt auch Zeitverzerrungsfunktion oder
,time-warping function*.

Definition 5.5 Flir zwei Vektorfolgen X,Y und eine Aus-
richtungsfunktion ¢ der Dimension Tx x Ty heil5t

T,
def
ds(X,Y) Z Y @) — Yool
r=1

der kumulative Abstand zwischen X und Y beziiglich
der Ausrichtung ¢.
Ist ® eine Menge von (Tx x Ty)-Ausrichtungsfunktionen,
so heiBt der Wert

X,Y) = i X,Y
d@( ) ) r;qelgdzb( ) )

der kumulative Abstand zwischen X und'Y bezliiglich ®.
Ein ¢* € ® mit diesem Abstandswert heil3t optimale Aus-
richtungsfunktion fiir X und Y.
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e-Streifen um die Diagonale Steigungsschranken
Lokale Einschrankungen (,, Stetigkeit")

Vorgabe der lokalen Differenzen fiir benachbarte Gitter-

punkte — & enthdlt nur Ausrichtungen ¢ mit
symmetrisch asymmetrisch

aer [ $u(r) — pa(r — 1)
Aolr) = <¢§(r)—¢l(r—1) ) €A
0,1) (1,2), (0,1) 0,1) (1,2), (0,1)

2), 0,
(1.1) (1.1 (11) (1.1)
(1.0) (2.1).(1.0 (2.1) (1.0)

Klassifikation zusammengesetzter Muster - 11.5 E.G. Schukat-Talamazzini, FSU Jena



Geometrische Skalenausrichtung

Der DTW-AIlgorithmus
,Dynamic Time Warping‘ (Itakura '75, Sakoe '78)

Satz 5.4
Fliir zwei Vektorfolgen X undY der Ldnge N und M seien
die partiellen kumulativen Distanzen

def
Dn,m é d¢($17---7xn7y17---7ym) ’ (nam) S [OaN]X[O7M]

fiir eine geeignete Menge ®a von Zeitverzerrungsfunktio-
nen mit den lokalen Differenzen A definiert. Dann gilt mit
den Initialisierungen

D _ 0 n=m=20
mm —0c0 n=0oderm=0
die folgende Rekursionsgleichung:
Dn,m = ”mn - ym” + (vI:D)iQA Dnﬂ/,mfu

Die Rekursion lautet also fir A; = {(1,1),(0,1),(1,0) speziell

. Dn—l,m—l
Dinm = ||@n—yYnll + mMin| Dp—im
nm—1
und fiir Az = {(0,1),(1,1),(2,1)
Dpm-1
Dpm = ||Zn—ynll + min{ Dp_1m-1
n—2,m—1

Fir die mehrstufige Differenzenmenge A4 der Abbildung ergibt sich
der Ausdruck

Dn—l,m + ”mnfym”
Dpm = min| Dn-im-1 + [0 — Yyl

Dn-1m—2 + |0 —y,ll + Hzn - ym—IH
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Geometrische Skalenausrichtung

Gewichtete DTW-Abstandsmale
Diagonalferne Ausrichtungen ¢ besitzen eine groBere Ldange Ty, ihre
Abstandssumme nimmt also tendenziell hdhere Werte an.

Gewichteter kumulativer Abstand

T
d¢(X,Y) d:a— Z ¢w(r) ) ||x¢1(7") - y¢2(")“
r=1

ow(r) gewichtet den aktuellen Ubergang der Ausrichtung und hingt
nur von den lokalen Differenzen ¢(r) — ¢(r — 1) ab.

2
1 2 \
1 1 > 1 ) 2
1 1 1 1 1

REKURSIONSGLEICHUNGEN:

Dn,m—l + dn,m
Dpm = min| Dp-1m-1 + 2-dam
Dn—l,m + m,m
_ Dp-1m—2 + 2-dpm-1+dom
Dpm = min| Dp_im-1 + 2-dum
Dn—2,m—1 + 2. dn—l,m + dn,m
( Dum1 A+ dum
Dn,m = min Dn—l,m—l + dn,m
Dn—2,m—1 + dn,m
Dn—l,m—2 + dn,m—l + dn,m
Dn,m = min Dn—l,m—l + 2. dn,m
Dn-1m  + 2-dum

Die Gewichtsummen der letzten vier abgebildeten Ausrichtungsmo-
delle betragen konstant (N + M), (N + M), M und 2N.
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Geometrische Skalenausrichtung @

Spektraler Wortvergleich mit DTW

| l] III - ,Edmund Stoiber"
' qQuq .

—.- a'm''s — versus
—_—t e __ ,Edmund Stoiber*
3 il 8 o

[ LR

—TT . DY) =0
— T .

(]R774 % ]R774)

w1l

_l-n versus

i 1
l Il i ,Edmund Stoiber"
| ) . . X

2O

- ,Edmund Stoiber “

TR BT | |
RIS | \
- Mmoo om N D(X,Y)=13081.4
— v b0 (R774 x RS7Y)
i im \
I II I E ) - ,Edmund Stoiber*
F sm—— - » versus
= e ,Angela Merkel
I I
- ] L] D(X,Y) =42011.9
- - - .. ;- i

BN (R77* x R™3)

'
[ | ‘..I ¥\
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Geometrische Skalenausrichtung

BEISPIEL: Einzelworterkennung

Geometrische Modellierung

|
| i s
‘?‘vm r]f‘ Merkmale X | Abstands- |1——= |35
i ‘ berechnung | F—=| = Wi
I Fo--=-==- o ——
| L_vQ)_ Dx.y) |7 |

Referenzmustel
Yi,...,Y,

Dynamic Time Warping — Levenshtein-Abstand

Wahrscheinlichkeitstheoretische Modellierung

i |
i
i Dichtewert- ——i—> %
r=-=-=-=-=-- T i
LvVQ) “ P(X|N) |F—= S
,,,,,,,, J !
! I
' I
v‘u.' L ; :
I
I
I
Parameter- |
schatzung '
I

Kontinuierliches HMM — Diskret(wertig)es HMM
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Markovketten Eg’:éj

Wahrscheinlichkeitsmodelle

,Mathematische Maschinen zur (algorithmischen)
Berechnung der Erzeugungswahrscheinlichkeiten
von Zeichen- oder Vektorfolgen variabler Ldange*

ZufallsprozeB
X1,X2,X3,..., X, Xig1, .-+

Produktionswahrscheinlichkeit

P(X) = PXy =x21,Xo = x2,...,Xp = 27)

MARKOVKETTEN (diskret)
STOCHASTISCHE AUTOMATEN (diskret)
STOCHASTISCHE GRAMMATIKEN (diskret)

HIDDEN MARKOV MODELLE (kontinuierlich)

BEISPIEL: Wortaussprachemodelle

HOE0E
¢ ¢ ¢ I8

[h] [a] 0.9 [b] [o] [n] 0.7
[»] 0.1 [m] 0.3
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Markovketten E@:éj

Markovketten

Definition 5.6 Ein Zufallsprozel3
(X¢ | t € N)
mit diskreten Variablen X; aus einem endlichen Zustand-
salphabet
= {81,...,81\/}, NeN
heiBt Markovkette (oder Markovquelle) mit N Zustanden.

Fir die gemeinsame Produktionswahrscheinlichkeit einer Zustands-
folge g der Dauer T gilt die bekannte Kettenregel:

P(q) P(q1,...,qr)
PXi=q)-PKe=ql|lqa) ....PXr=qr|q...qr-1)

J[Pi=qla . .a1)

t=1

Definition 5.7

Eine Markovkette [X;] heiBt einfach oder erster Ord-
nung, wenn die Auftretenswahrscheinlichkeit eines jeden
Zustandes ausschlieBlich vom Vorgangerzustand abhangt:

PXi=aqlq,. ,q-1) = PKe=q | X1 = qi-1)
Das (statistische) Verhalten einer einfachen Markovkette
ist vollstandig durch den Vektor w der Anfangszustand-
wahrscheinlichkeiten

mnEPXi=s), i=1,...,N
und die zeitabhingige Matrix A(t) der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

a;(t) P =8| X1 =s), ij=1,...,N
Charakterisiert.
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Markovketten E@j

Definition 5.8 Eine einfache Markovkette [X;] heiBt sta-
tionar oder homogen, wenn die Wahrscheinlichkeiten der
Zustandsiibergange unabhangig vom Zeitindex sind:

P(Xt =sj | X1 = Si) = aij(t) = ayj firallet

Eine einfache stationdre Markovkette mit N Zustdnden
ist durch die Parameter

(m,A) , reRY, Ae RV¥V
charakterisiert.

ail
ai2

a1

j
Q¢

ZUSTANDE

~T ™\
\J

TRANSITIONEN
NORMIERUNGSBEDINGUNGEN
N N
Zﬂ'i =1, Zai]' =1 (V4)
i=1 =1
ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN IN ¢
X = (AN x ., O e =)

ERGODIZITAT
tlL)To PX, = Sj | X =s) =: P

existiert und ist unabhangig vom Anfangszustand s;.
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Markovketten e

Modelltopologien
Markovketten unterschiedlicher Verbindungsstruktur

L0

O —=0—+0@
— —
a

ai3 24
14 Links-Rechts-Kette
a1l a2 az3 ass
\/\ \[\ f\ m :
—@--Q--Q -0
~ -~ @7 Bakis-Kette
a3 as

(W)—

Lineare Markovkette

Die Zustdnde von LR-Ketten haben eine natiirliche Reihenfolge.
Ihr letzter Zustand hat die Verbleibenswahrscheinlichkeit ayy = 1.
Endzustand sy ist wesentlich, alle anderen Zustande sind transient.
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Markovketten Egﬁ:éj

Gegeben ist eine Zustandsfolge

q = q1,...,97 € {1,...,N}T
Die Verbundwahrscheinlichkeit von g betrdgt

Plg) = PXi=q,Xo=q,...,.Xr =gqr)

= Tq " Qqq " Qgogs " Agaqs * -+« Agragr

T
= Tq, * H a’Qk—lql
t=2
Es gilt (fiur jedes T € N) die Normierungsbedingung

Y P(g =1

qes”
Gegeben ist eine Lernstichprobe
o<}
wC s = Js
T=1
Die ML-ZielgroBe

T(q) T(q)
Lra(w) = log H g H Agy-1qr = Z logmg, + Z Z l0g ag, 1q
t=2

qew qew gEw t=2

N N N
S m@) -logm + YD €, j) - log ai;
i=1

i=1j=1

wird maximiert durch die Parameterschatzwerte

N N
7 = m) / domk) . ay = £G,5) / D &Gk
k=1 k=1

mit den Stichprobenstatistiken [y1(2)] und [£(3, 7)].
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Hidden Markov Modelle kase]

Zufallsprozesse in der Mustererkennung

e Einfache Markovketten
Zeichenfolgen, , kurzes Geddachtnis*

e n-Gramme
Markovketten n-ter Ordnung, Geddchtnisdauer n — 1

e Stochastische Grammatiken
Stochastische Automaten, stochast. kontextfreie Grammatiken

e Hidden Markov Modelle
Latente Zustande — zeichen- oder vektorwertige Ausgabe

000

©0000 |
. { >< >< >< T
o g g

Zweistufiger ZufallsprozeB
Wahl eines (verborgenen) ZUSTANDES

U € § = {s1,...,sn}
Wahl eines (beobachtbaren) AUSGABEZEICHENS /-vektors

O € A = {z1,...,2m} oder X, € RP
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Hidden Markov Modelle pre]

Diskrete und kontinuierliche HMM

Definition 5.9

Es sei S eine Menge von N inneren Zustdnden und A
eine Menge von M Ausgabezeichen. Der zweistufige Zu-
fallsprozeB3 [U;, Q] heit diskretes HMM (,,hidden markov
model*), wenn [U;] eine (einfache, stationdre) Markov-
kette iliber S ist und die Ausgabewahrscheinlichkeit eines
Zeichens o zum Zeitpunkt t nur vom aktuellen System-
zustand abhangt:

P(@t = 0t | q1, ... ,qt,ol,...,otfl) = P(@t = O¢ | Ut = qt)
Das statistische Verhalten eines diskreten HMM ist durch
das Parameterfeld

AY (r,4,B)

charakterisiert:
TE ]RN mit w; = P(U; =s;)
AeRYY mit a; = P(Ur=s;| U1 =s)
B e RVXM  mit bip = P(O=2 |0 = s]')

Definition 5.10

Es sei S eine Menge von N inneren Zustanden und D € IN.
Der zweistufige ZufallsprozeB [Us, Q] iiber S und RP heiBt
kontinuierliches HMM, wenn [U;] eine (einfache, sta-
tiondre) Markovkette liber S ist und die Ausgabewahr-
scheinlichkeit eines Vektors x; € RP zum Zeitpunkt t nur
vom aktuellen Systemzustand abhangt:

fj(a:) = P(X[ =T | UL = Sj)

Das statistische Verhalten eines diskreten HMM ist durch
die Parameter und Dichtefunktionen

A Y (A LD

Charakterisiert.
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Hidden Markov Modelle kse]

p(zr) p(2) p(zr) p(zr)

diskrete
Modellierung

k k k k

Links-Rechts
HMM

p(x) p(@) p(x) p(z)

kontinuierliche
Modellierung
x x x

Drei offene Fragen zum Thema ,,HMM*:

o Berechnung der Produktionswahrscheinlichkeit

P(olA) = 7 bzw. P(XIA) =7
o Bestimmung der wahrscheinlichsten Zustandsfolge
q
P(g, X |A) r=—I= ,Maximum"

> Schatzung der optimalen Modellparameter
A= (7,A,B) mit P\ = m/{axP(wM)
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Hidden Markov Modelle pe]

Produktionswahrscheinlichkeiten

o GEGEBEN:
die Parameter A eines HMM
eine Beobachtungsfolge o der Dauer T'
® GESUCHT:
die Wahrscheinlichkeit P(o|\), daB o von X erzeugt wurde

Modellbedingte Verteilung der Zustandsfolgen

T
P(ql)‘) = P(ql"’qT|A) = ﬂ-‘ll'Ha‘Iz—]‘h

t=2
Zustandsbedingte Verteilung der Ausgabezeichenfolgen

T
P(olgA) = P(or...or|qi...qr,A) = []balor)

t=1
Verbundwahrscheinlichkeit flir g und o
T
P(an | A) = P(O | qvA)P(q | A) = ﬂ-(IIbQJ(Ol)'Ha41—14rb0t(0t)
t=2

. und die gesuchte Produktionswahrscheinlichkeit

T
P(olA) = > Po,q|A) = Y mbg(o1) [ [ g abalon)

qeS” qes” t=2

=> ca. 2T - NT Multiplikationen (exponentielle Komplexitit!)
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Hidden Markov Modelle kase]

VORWARTSALGORITHMUS

Definition 5.11
Sei A = (mw, A, B) ein HMM mit N Zustdnden und o eine
Beobachtungsfolge der Dauer T. Die Zahlen

.\ def .
a(j) = P(o1...0nq=j | A)

firt=1,...,T und j = 1,...,N heiBen Vorwartswahr-
scheinlichkeiten von X fiir o.

Satz 5.5

Die Vorwdrtswahrscheinlichkeiten eines HMM X flir ei-
ne Eingabefolge o = o1...0pr berechnen sich nach dem
Vorwartsalgorithmus:

Initialisierung: Fiir alle j = 1,...,N setze
a1(j) = m;-bj(o1)
Rekursion: Firt>1 und alle j =1,...,N setze

N
a(j) = (Zazl(i)'azj> -bj(or)
=1

Terminierung: Berechne die Endspaltensumme

N
PlolA) = Y ar(s)
=1
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Hidden Markov Modelle pre]

Rechenschema fiir den Vorwirtsalgorithmus
(Baum, Welch, Eagon 1967)

spaltenweise zeilenweise

BEMERKUNGEN

e Rechenaufwand (Additionen/Multiplikationen)
O(T-NT) ~ O(2N?7)

e FUr Links-Rechts-Modelle initialisieren wir

al(j)={é 21 ﬂT(z‘)={é N

e Zeilenweise Berechnung bei Links-Rechts-HMMs;

e Aufwand bei Links-Rechts-HMMs reduziert:
O(2n - NT)

Klassifikation zusammengesetzter Muster - IV.6 E.G. Schukat-Talamazzini, FSU Jena

Hidden Markov Modelle kse]

RUCKWARTSALGORITHMUS

Definition 5.12
Sei A = (m, A, B) ein HMM mit N Zustdnden und o eine
Beobachtungsfolge der Dauer T'. Die Zahlen

.\ def .
Bi(i) = P(ogy1--. 00 | g =1i,A)

flirt=1,...,T und+=1,...,N heiBen Ruckwartswahr-
scheinlichkeiten von A fiir o.

Satz 5.6

Die Riickwdrtswahrscheinlichkeiten eines HMM X\ fiir ei-
ne Eingabefolge o = o1...0or berechnen sich nach dem
Ruckwartsalgorithmus:

Initialisierung: Fiir allei =1,...,N setze
pr(i) = 1
Rekursion: Fiirt <T und allei=1,...,N setze

N
Bi(i) = Zaij “bj(0441) - Br+1(J)

Jj=1

Terminierung: Berechne die gewichtete Summe

N
P(olA) = ) m-b(01) - B1(H)

=1
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Aufdeckung der verborgenen Zustandsfolge

o GEGEBEN:
die Parameter A eines HMM
eine Beobachtungsfolge o der Dauer T
® GESUCHT:
1. die a posteriori wahrscheinlichsten HMM-Zustande ¢
2. die a posteriori wahrscheinlichste Zustandsfolge ¢*

Satz 5.7
Sei A ein HMM und o = o3 ...or eine Beobachtungsfolge.
Die a posteriori Zustandswahrscheinlichkeit

. def .
w(5) E Pla=jlo,X)
fiir das Erreichen des Zustandes s; zum Zeitpunkt t be-

rechnet sich aus den Vor- und Riickwdrtswahrscheinlich-
keiten von o gemaBi

a(jg) - Be(4)
e
Z@t(i) - Be(4)
i=1

() =

Im Spezialfall T =t erhalten wir mit

()
N
> (i)
i=1

die kausalen a posteriori Zustandswahrscheinlichkeiten.

Plgg=3jlo1...0,A) =
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!
BEMERKUNGEN:

e Die Folge g(o) von Zustdnden
~ def .
@i(0) = argmaxP(q =j|o,))
J
heiBt Maximum a posteriori Zustandsfolge von o.

e Die MAP-Zustandsfolge einer Beobachtung o kann
unter Umstdanden die Wahrscheinlichkeit Null besit-
zen!

e Zur Berechnung der kausalen MAP-Zustande miissen
wir nicht ,,in die Zukunft schauen®.

BEISPIEL: Kontextuelle Schriftzeichenerkennung
e HMM-Zustdande &> Schriftzeichen
e HMM-Ausgabe => Merkmalvektoren x; gescannter Zeichen

e Multivariate Ausgabeverteilungsdichte
bj(x) = P(,Zeichenmerkmale x* |, Schriftzeichen j*)

e Ubergangswahrscheinlichkeiten (,, Zeichenpaarwahrscheinl.*)
a;; = P(,Zeichen j"| ,letztes Zeichen war i)

haufig: ,au”, ,er", ,sch", ,ung"
selten: ,hh*“, ,fv" Lea” ...
niemals: ,xx“, ,scp”, ,dé", ...
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VITERBI-ALGORITHMUS

Definition 5.13

Sei A = (w,A,B) ein HMM mit N Zustédnden und o ei-
ne Beobachtungsfolge der Dauer T. Die Zustandsfolge
q* = q*1...q*p heiBt Viterbi-optimal fiir o, wenn sie un-
ter allen Konkurrenten die maximale a posteriori Folgen-
wahrscheinlichkeit besitzt:

P(q* | o, A) = maquST P(q | o, A)

Wegen der Beziehung
P(o,q| )
P(ol)

besitzt eine Viterbi-optimale Zustandsfolge auch die maximale Ver-
bundwahrscheinlichkeit. Man bezeichnet

P(glo,A) =

P*(o|A) € max P(o,q | A)
qeST

als Viterbi-Bewertung von o. Es ist P*(o|\) der groBte Summand
in P(o|A).

Definition 5.14
Sei A = (mw, A, B) ein HMM mit N Zustdnden und o eine
Beobachtungsfolge der Dauer T'. Die Zahlen

.\ def
9:() = max P(o1...06q1...q | A)
qeS - x{j}

heiBen partielle Viterbi-Bewertungen von o.

Offensichtlich gilt die Aussage
P*(olA) = maxdr(s)
J
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Hidden Markov Modelle M

Satz 5.8 (Viterbi 1967)

Die partiellen Viterbi-Bewertungen eines HMM X fiir ei-
ne Eingabefolge o = o1...0r berechnen sich nach dem
Viterbi-Algorithmus:

Initialisierung: Fiir alle j = 1,...,N setze
91(j) = m;-b;(01) P1(j) = O
Rekursion: Fiirt > 1 und alle j =1,...,N setze
0(G) = (maxdi() - ay) - bio)
P(§) = argr_naxﬁt_l(i) - aij
Terminierung: Berechne
P*(olA) = maxdr(j) ¢ = argmaxdr(j)
J J
Rickverfolgung:
Rekonstruiere eine optimale Zustandsfolge mittels

@ = Yi+1(g41) > t=T-1,...,1

Insbesondere ist obiges q*; . ..q*r eine Viterbi-optimale Zu-
standsfolge flir o.

BEISPIEL:
791(1) 192(1) 193(1) 194(1) O e e
o= | Mm@ 9=202) vs2) 9a2) |, _ (? NN e)
91(3)  92(3) 93(3) Ya(3) TN & N
91(4) 92(4) 93(4) Va(4) TN N &
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Entscheidungsuberwachtes Lernen
der HMM-Parameter

99 9% 9 % % % % % %h h % N %

Viterbi-Ausrichtung

9 % % 9 % % G G G 9 % % 9 4,
Optimiere X bzgl. o durch schrittweise Verbesserung von

P*(o|]A) = maxP(o,q|A)
qeST

Entscheidungsiiberwachter Iterationsschritt:

o FINDE VITERBI-OPTIMALE ZUSTANDSFOLGE q¢*

e BERECHNE NEUE ML-PARAMETER
beziiglich der etikettierten Stichprobe

def
(0,¢") = {{onq) |t=1,...,T}

Dann gilt die Abschatzung

Hidden Markov Modelle kase]

Viterbi-Training (fiir diskrete HMMs)

Initialisierung:

Wadhle geeignetes Startmodell A% und setze v = 1.
Viterbi-Etikettierung:

Bestimme zu allen o € w eine optimale Zustandsfolge

7°(0) £ maxP(o,q | A")
qes?t
mit dem Viterbi-Algorithmus.

Akkumulierung der Statistiken:
Inkrementiere fiir jedes (o, ¢*) gemaB

T + = ,Ist g =si 7"
aij + = ,Anzahl der Ubergdnge s; ~ s; "
bjx + = ,,Anzahl der Ausgaben z, in Zustand s;"

B Normierung der Statistiken:

. . G s bi

o= Ny G = yobik =
Y7 Y ay Bik
i=1 j=1 k=1

und setze AtY = (7, A4, B).
Abbruchbedingung:
ENDE oder v < v+ 1 und weiter bei ~»

e Der Algorithmus findet ein lokales Maximum der Viterbi-Bewertung
von w.

P*(0|/\(V)) = P(o, q* | /\(V)) e Als Startparameter lassen sich nicht die Gleichverteilungen ver-
|
< P(O, q* | A(V‘l’l)) wenden!
< p*(o|)\(v+l)) e Fir kontinuierliche HMMs gibt es einen entsprechenden Algo-
- rithmus.
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Parameterschatzung fur diskrete HMMs

o GEGEBEN:
die Struktur (N Zustdnde, M Symbole) eines HMM
eine Stichprobe w von Beobachtungsfolgen o € A*
® GESUCHT:
das bestpassende Parameterfeld A = (=, A, B)

ail asa

A ﬁ
(? ne . %) 923 @—“34 CZP Zusténde
diskrete
Ausgabe-
verteilungen
bo b3

b1 ba

@ Ausgabealphabet

Maximiere die Maximum-Likelihood-ZielgroBe

t(w) = logP(wA) = Y logP(o|A)

oEw

auf der (konvexen) Mannigfaltigkeit

My = {(w,A,B)|m,aij,bjk20 und Zmzzaij:z:bjkzl}
i J k

| EM-Algorithmus |
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Die iterative Verbesserung der Parameter A*) eines HMM

— beginnend bei den Startwerten A© — unter Verwen-
dung des Satzes 5.9 garantiert ein lokales Maximum der
ML-ZielgroBe.

Satz 5.9 (Baum, Welch 1966)
Gegeben ist ein HMM mit N Zustdnden, M Ausgabesym-
bolen und den Modellparametern X sowie eine beobachte-
te Zeichenfolge o = o1 ...or. ES bezeichnen ferner a:(j),
Bi(2) die Vorwdérts- und Riickwéartswahrscheinlichkeiten,
\ def . ai(j) - Be(5)
15 E Pla=jloA) = L2
D ali) - Bi(d)
i=1
die a posteriori Zustandswahrscheinlichkeiten und
ar(#)aijbj(or+1)Bi+1(4)
~
> i) - Bi(i)
i=1
die a posteriori Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Dann gilt fiir die neugeschdtzten Parameter X = (&, A, B)
mit

.. def . .
&(i,9) = Plgt =i, qe+1 =3 0,A) =

o= (i)
T-1 T-1
a; = th(i,j) Z’Yt(i)
t=1 =1
T-1 T-1
bjr = Z’Yt(j)'lot,zk Z’Yt(j)
t=1 t=1
die Ungleichung
£5(0) > £x(0)
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Parameterschatzung fiir kontinuierliche HMMs

GauB Mischverteilung Richter

Die HMM-Ausgabe ist normalverteilt
bj(x) = N(z|n;,S;)

Die Zerlegung der Kullback-Leibler-Statistik ergibt

T
Q{1,851 = Y () - log N(a: | iy, 8;)

t=1

Schatzformeln f.d. Normalverteilungsparameter von s;:

T T
f Sl [ DY w()
=1 =1

Hidden Markov Modelle kase]

Mischverteilte HMMs

\ GauB Richter
Die HMM-Ausgabe ist gemischt normalverteilt
K K
bi(@) = D e N@ | 1, Sin) s D cin=1
k=1 k=1
DREISTUFIGER ZufallsprozeB
<Ut7Kt:Xi> > <Qt7 K/tywt> < S x K x RD
Modellzustand ¢ € S (verborgen)
Mischungskomponente x; € K (verborgen)
Ausgabevektor z; ¢ R” (beobachtbar)

I“L] =
T T
5 = Y- @ m)@-i)" [ Yo
i Y (5) - (e — i) (e — 1)) 7:(4) 000
t=1 t=1
T T 00
— : T . ~ =T
= E () - Ty E 7)) — BB
HMM-Zustand .
t=1 t=1 NV-Dichte Merkmalvektor
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Verbundverteilungsdichte des HMM

T T
P(X7 q? K | A) = ﬂ-lh . H a’lIt—llIt : H clI:Mf‘ItM($t)
t=2 t=1
Produktionswahrscheinlichkeiten in ,,doppelt margina-
ler Form

P(XIA) = ) Y P(X,q,k|N)

qeS” keKT

Definition 5.15 Ist A ein kontinuierliches HMM iiber R”
mit N Zustdnden und K Mischungskomponenten f;. je
Zustand, und ist X eine Vektorfolge der Dauer T, so be-
zeichnen wir

¢(4, k) & Plgt =g,k =k | X,A)

als Selektionswahrscheinlichkeit der Komponente f;,; im
Zustand s; bei der Erzeugung der Ausgabe X.

Satz 5.10
Die oben genannten Selektionswahrscheinlichkeiten von
X in X\ berechnen sich geman

1 on(G) e Fin(@e) - Be(4)
P(X|A) bj ()

. cir - Fir(x
= () ()

Z cik - Tir(xe)

k=1

Ct(jv k) =
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Satz 5.11 (Juang & Rabiner, 1985)

Es sei ein Mischverteilungs-HMM mit normalverteilten Dich-
tekomponenten und Parametern A gegeben sowie eine
Vektorfolge X der Dauer T. Die neugeschdtzten Para-
meter

X = (ﬂ"A, {6]>ﬂ]k7§]k})
mit den Werten

mi o= 7(i)
T-1 T-1
aij = Zét(z}j)/ > w(@)
t=1 t=1
T T
G = > GGkR) /Y wG)
t=1 t=1
T T
By = ZCt(j,k)'-’L‘t/ ZQ(J',’C)
t=1

t=1
T T

Sic = D GGk ma! [ > GGR) — By
t=1 t=1

maximieren die Kullback-Leibler-Statistik Q(X, ), d.h., es
gilt insbesondere {5(0) > £x(0).
Zustandsweises Clustern — ,,segmental K-means"

e Lernen eines Vektorqguantisierers

e Lernen eines diskreten HMMs auf den VQ-Daten

e Viterbi-Etikettierung der Daten nach Zustanden

e je Zustand alle zugehdrigen Vektoren clustern

e Dichtekomponenten des Mischverteilungs-HMM initialisieren
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HMM — Entwurf und Dekodierung Eg’:éj

Basiseinheiten |

Beispiel HSE — Sequenz Uberlappender Rasterbildscheiben

elementarer
HMM-Zustand
fir Liniensegmente

einfaches Zeichenmodell
aus Segmentmodellen

komplexes Zeichenmodell

| 'd’ (Block) l

'd’ (Kursiv)

Lo 2L Zesehenmodelien

Wortmodell aus
—>{ L[o’ |—>{’L]o[s‘}—>{ ‘oJs’ }—» kontextabhangigen

Zeichenmodellen
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HMM — Entwurf und Dekodierung E@:&j

Definition 5.16

Es sei A ein Hidden Markov Modell mit N Zustanden.
Ein Zustand, der keine Ausgabe produziert heiBt konflu-
enter Zustand.

Ein konfluenter Zustand s; mit m; = 1 heiBt Anfangszu-
stand des Modells.

Ein konfluenter Zustand s; mit aj; = 1 heift Endzustand
des Modells.

Ein Modell mit genau einem Anfangszustand und einem
Endzustand heiBt E/A-Modell.

O.B.d.A. seien immer s; und sy Anfangs- und Endzustand.

Definition 5.17
Es seien X', X" zwei E/A-Modelle mit N’ bzw. N" Zust&nden.
Das Vereinigungsmodell X'oX" mit dem zusétzlichen Uber-
gang

sy st o mit Plg=s|qg-1=5y) =1
ist ein E/A-Modell mit Anfangs/Endezustand s bzw. sy
und heiBt sequentielle Verschaltung von X' und \’.

Das Vereinigungsmodell X' || A" mit dem neuen Anfangs-
und Endezustand s, bzw. sz mit

Pla=s)|g1=s52) = Pla=s{|a-1=54) = }2
und

Plg: = 53 | g1 = S'Nr) = P(g = 53 | g1 = S'/\) =1
ist ein E/A-Modell und heiBt parallele Verschaltung von
X und X'
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HMM — Entwurf und Dekodierung E@:@j

Uberwachte Segmentierung mit HMMs‘

GEGEBEN:
e Longitudinalmuster o =o01...07
s

e Sequentielle Beschreibungk = k1...ks € {1,...,K}

GESUCHT:

e Segmentierung von o in Abschnitte

Rs [Ots_l—l-l’ cee ’Ots]
mit den Segmentgrenzen

O=tr<t1 <...<tsg_1 <tg=T

to t1 to t3 ta ts te

K1 K2 Ka K5 K6

Zeitliche Segmentierung des Eingabemusters

Losungsansatze

e Segmente &> Zustdnde
Viterbi-Segmentierung; MAP-Zustand-Segmentierung

e Segmente & E/A-HMMs
Viterbi-Annotation; konfluente MAP-Annotation
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HMM — Entwurf und Dekodierung E@l

Einzelziffern—
erkennung 5-stellige Postleitzahlen

91058 ERLANGEN

m\lllllllll” o

bel. Ziffernfolge Postleitzahl-Ortsname—-Kongruenz

Bigramm-Wahrscheinlichkeiten
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