anuiiLa viatlicliiialiisn uiniu J
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f Q

—® | Vorverarbeitung |—#= Merkmale = Klassifikator ~ [———®

bwrﬁph_ase_ __________ j R R

Stichprobe —— Lernen de_r

Merkmalgewinnung = Transformation

e cines vorverarbeiteten Musters f ¢ RY in ...
® Merkmalvektor ¢ € RY

2 Zeichenfolge v = v1...vp € A*

Idealfall Realfall

o

ZIELSETZUNG:

© Komprimierung der Darstellung (N’ < N, besser: N’ < N)
© Gewinnung trennscharfer Merkmale

@ Unterdriickung/Hervorhebung von Un/wesentlichem
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Reihenentwicklungen

Definition 3.1 Eine Folge ¢4,...,¢ N linear un-
abhédngiger Vektoren des RY mit der Eigenschaft

T _ [1 v=p

heiBt Orthonormalsystem.

@ bezeichne die Orthogonalmatrix mit Basisvektor ¢, in
der v-ten Zeile, d.h. es gilt ®®'" = E (Einheitsmatrix).

Satz 3.1 (Volistandige Reihenentwicklung)

Es sei ® ein Orthonormalsystem und f € RV,
Fiir die Summe

N
F=oc= Yoo,
v=1
mit den Entwicklungskoeffizienten
cw = ¢If bzw. ¢ = ®f
gilt die Aussage f = f.
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Reihenentwicklungen

Satz 3.2 (Unvolistandige Reihenentwicklung)

Flir die unvolistandige Darstellung
NI
F=Yeae¢, N<N
v=1
von f nach dem Orthonormalsystem ® gilt: der
mittlere quadratische Rekonstruktionsfehler
—~12 - -
e=|f-7"=¢-H'F-0H
wird minimal, wenn die Reihenkoeffizienten gemali
o =¢¢)f, v=1,...,N

gewahlt werden.

eindimensionaler Fall 2weidimensionaler Fall
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Walsh-Hadamard-Transformation

Definition 3.2 Die kontinuierlichen Walshfunktionen wal,, (x)
sind definiert durch:

walon(z) = (- 1)LJ (waln 4“”+1)+( 1) waln (X2 1))

4r+1

walnpr(z) = (~1)lEl+t. (w‘”( )+ (= 1)"“10‘11”( ;1)>

Satz 3.3 Die Walshfunktionen sind orthogonal. d.h. es
gilt fiir alle n,m:

+¥. =
/ waly(w) - walp(z) dv = {3 nm
,}/2

Definition 3.3 Die Hadamardmatrizen sind definiert durch:

1 1 H Hy
mo= (1 4) m=mem = (0 1)

Fiir N = 2P heiBt die Abbildung
¢ = WHT(f) = Hyf bzw. f = WHT (c) = %HNC

(inverse) Walsh-Hadamard-Transformation d.Ordnung N.
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Haar-Transformation

Definition 3.4
Die Haarfunktionen haar,, : [0,1] — R sind definiert
durch:

haargo(z) = 1 /\/N
1 2r/2 g—1<2rz<q—-1/2

haarp(z) = —=-{ —2¢/2 q—1/2<2%z < q
sonst

Flr eine gegebene Ordnung N = 2™ € IN lauft
k=0,1,...,.N—1 mit k=2P+4+q¢—-1

o haarg

1 haarg, e
2 haar, ;. e

3 haar, T | —
4 haar,, T_|
s haar,, T | —
6 haar, T | —
7 haar,, T | —
Diskrete Haartransformation, fiir N = 8:
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 V2 V2 V2 V2 0 o0 0 0
DHT - . 0 0 0 0 \/E \/5 —\/5 —/2 .
P V8 2 =2 0 0 0 0 0 0 f
0 0 2 -2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 -2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 -2

Die DHT ist Grundlage fiir eine spezielle WAVELET-Transformation.
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Reihenentwicklungen

Definition 3.5
Die Legendre-Polynome sind rekursiv definiert durch:

Qo(z) = 1

Qi(z) = =

Q@) = 2l @) -2 Q)
p p

Fiir die Funktion f :IR?> — IR bezeichnet

+1 pt1
w ] Q@RS y)dedy

das (p,q)-te Legendre-Moment. Fir [f.n] bezeichnet

(Cp+1)(2¢+1)
N-M

Apg =

Z Z Qp(nA)Qy(mAY) fom

n=1m=1

)‘P(I -

das (p,q)-te diskrete Legendre-Moment.

Satz 3.4 (Legendre-Interpolation)
Fiir ein Muster [f.m] und seine Legendre-Momente {\,,},
p<n, g <m gilt die Ndherungsformel

fom ~ f(nAz, mAy)
mit
f(xa y) < Z Z ApqQp () Qq(v)
p=0¢=0
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Reihenentwicklungen

Heuristische Kennzahlen

R — kartesische Schnitte polare Schnitte
zonenbezogene Punktdichte

Ring-
Projektion

Projektionen

e z/y-Achse
e Winkelprojektion
e Ringprojektion

Schnittpunkte mit Testlinien

e kartesische Koordinaten (z,y)
e polare Koordinaten (r,¢)

Zonenpunktdichten
CD(.f) = Z fnm.
(n,m)eD
Formfaktoren
(Umfang)?

Flacheninhalt

7777777

a-A
§‘1 a

@) — 4n =126 ‘ " — 16 ‘ ol = 417 | (1207 — 55 g

Merkmalgewinnung — 11.6 E.G. Schukat- Talamazzini, FSU Jena




|SPEKTRALE MERKMALE |

Schallwellen

VWW o

——

Grauwertbilder
Ausgewdhlte Merkmale (Betrag/Phase) des 2D-Spektrums

Ortsbereich Frequenzbereich

—>

2D-DFT

Linien und Konturen
[fnm] g [zk] mit Zkzwk—'_iyk (kzoaaK_ 1)

[
[
\
\
Komplexe Ebene X
FOURIERDESKRIPTOREN (verschiebungsinvariant)
e = |22 mit [ZJ] = DFT{[]}
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Lineares Vorhersagemodell|

p
fn = - Zal/'fn—u
v=1

Vorhersage aus den vergangenen p Werten im Bereich Ngo <n < N;

Vorhersageformel

P
& def
fn = _Zau'fn,fu

v=1

Fehlersignal

def

P
En:fn_fn = Zau'fn—u ((IO:l)
v=0

Ubergang zur z-Transformierten

E(z) = F(2) A(2)

F(z) = E(z)-1/A(2)
Anregungssignal Vokaltraktform Schallsignal
Anregungsspektrum AR-Modellspektrum Signalspektrum
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Spektrale Merkmale

Satz 3.5 (Markel 1972)
Der mittlere quadratische Vorhersagefehler

Ny

e = Z (fn—.fn)2

n=INg
der Pradiktionsformel p-ter Ordnung

N p
fn = — Z ay - fn—v
v=1

wird gerade durch diejenigen Pradiktionskoeffi-
zienten aq,...,ap minimiert, welche Losung des
linearen Gleichungssystems

p
Zau'¢uu: _'l/}O,u,a .u’:la"'ap
v=1

sind, wobei die Abkilirzung

def o
e
d)l/,u = Z fn—l/'fn—uv V?,Ll':ow"ap
n=Np

vereinbart sei.
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Spektrale Merkmale

Definition 3.6 Ist [f,] ein Sprachsignal mit den
Vorhersagekoeffizienten [a;] der Ordnung p, so
heiBt

1 1

A(eiw) = p )
—iwk
>
k=0

das Modellspektrum von [fy].

H(eiw) —

Das logarithmierte Betragsmodellspektrum wird praktisch wie folgt
berechnet:

log|H,]> = —log|A,]> [A] = DFT{(,a,..., ap,0,...,0)"}

~

Modellspektren log H.
Modellspektrum log H,,

Fourierspektrum log £, \/\
4

T T T T T T |
2000 4000 6000 8000

=

T T T T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000
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| Fraktale Dimension |
MaB fiir den Ausfiillungsgrad einer Punktmenge

Selbstahnliche fraktale Punktmengen

] ] ]

N o 0 44—+

Cantormenge von Koch Kurve Sierpinskidreieck Ci

Definition 3.7 Besteht die selbstdhnliche Men-
ge A aus genau m vielen, mit Faktor 0 < r <
1 skalierten Kopien ihrer selbst, so betragt die
Anhnlichkeitsdimension

dimgA = logm/log(¥%)

Fiir die Ahnlichkeitsdimension gilt folglich

1 dims A _
m = - — T—dlm,A
r

Linie logm/logm =1
Quadrat logm?/logm = 2
Kubus logm?3/logm = 3
Cantormenge log2/log3 = 0.631

von Kochkurve log4/log3 = 1.262
Sierpinskidreieck log3/log?2 = 1.585
Kantorstaub log4/log4 =1
Falconermenge e
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Hausdorff-Dimension

Fir U C R" definiere den Durchmesser als
def
Ul = sup{lz —y|| =y €U}
Das Mengensystem {U;} ist §-Uberdeckung von A gdw.
Ac v und Vi:o<|U|<$
i=1

Fir 6 > 0, s > 0 definiere die Zahlen

o0
h5(A) EC {Z |U;|° | {U:} ist 6-Uberdeckung von A }

=1
Das s-dimensionale HausdorffmaB von A betrdagt dann

h(4) = lim b3(A)

SKALIERUNGSEIGENSCHAFT:
h*(AA) = X -h°(A)
mit der Skalierung AA = {\z |z € A}

Es gibt flr jedes A genau ein sp € R mit der Eigenschaft

00 s < 8o
h*(A) = c s = s0
0 s > So

Dieses sg ist die Hausdorff-Dimension (dimg A = sp).
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Fraktale Dimension

Kolmogorov-Entropie
Né“)(A) minimale Anzahl von Mengen mit Durchmesser < 4, die
A Uberdecken
NS”(A) Anzahl der §-Netz Hyperwirfel, die A schneiden
N5(“)(A) minimale Anzahl von §-Hyperwiirfeln, die A liberdecken
ng“)(A) minimale Anzahl von §-Hyperkugeln, die A {iberdecken

Né")(A) maximale Anzahl disjunkter 6-Hyperkugeln mit Mittel-
punkt in A

Definition 3.8 (Boxdimensionen)
Flir eine Punktmenge A CIR" und x € {a,b,c,d, e} definiere

log N (A

tdim@ A = liminr 09N (A
6—0 —logé

log N (A

Ldim@ A = limsup 29N (A)
50 —logé

sowie

dim@ AL +dim@ A, fans tdim@P A = [dim@ A

Satz 3.6 Die Unter- und Ober-Boxdimensionen 1 dim%”
bzw. |dim$?) stimmen fiir alle = € {a,b,c,d,e} iberein.

Satz 3.7 Fliir jede Punktmenge A C R" gilt der folgen-
de Zusammenhang zwischen Hausdorff- und Boxdimen-
sionen:

dimgA < fdimpA < LdimpA
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Fraktale Dimension

Definition 3.9 (Minkowski-Dimension)
Flr eine Punktmenge A CIR" und 6 > 0 heiBt

AL (weR"| Ju—y| <6 fiireinye A}

die 6-parallele Umgebung von A.
Verhdlt sich das n-dimensionale VVolumen wvol,(As) asym-
ptotisch gemal

voln(As) ~ c-6"°%,

so heilBt s die Minkowski-Dimension und ¢ der MinkowskKi-
Gehalt von A.

Satz 3.8
Flir eine Punktmenge A C IR" gelten die Aussagen
lo I, (A
tdimgA = n—limins 29004
5—0 logéd
lo L (A
ldimpA = n—IimsupL(‘S)
50 log é

Definition 3.10 (Dimension einer Kurve)
Sei A das Bild der stetigen Bijektion f : [a,b] — R"
und Mjs(A) die maximale Ldnge M + 1 von Punktfolgen

xTo,...,xy € A mit Abstand |z, — x,,—1| = §. Dann heiBt
log Ms(A
dimp A % jim 129 Ms(4)
-0 —logéd

die Etappendimension der Kurve A bzw. der Abbildung
f-

BEISPIEL: Fir die britische Kistenlinie gilt dimgp = 1.2
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Potenzgesetz flur die fraktale Dimension

Ns ~ C-0°
flir die Wiirfel-, Kugel- oder Etappenzahl Ns(A)
Die logarithmierte Form
logNs =~ logC —s-logé

suggeriert einen linearen Zusammenhang zwischen logéd
und log Nj

I =
1 \ log &

o Berechne Nj; fiir ausgewdhlte Werte §; > 0

BERECHNUNG:

o Plaziere die Punkte (logd;,log Nj,)

o Bestimme die Steigung der Ausgleichsgeraden
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Analytische Methoden zur Merkmalgewinnung

Systematische Berechnung der n < N besten Merkmale ¢y, ..., Cn

Lineare Transformation
c = @Tf , fe RN

Matrix mit orthonormalen Spaltenvektoren

(¢1’---a¢n)7 d)ueRN
Optimierung eines Gutekriteriums

© Konzentration der Merkmalsgebiete aller Muster

o Kompaktheit der Merkmalsgebiete von Mustern einer
Klasse

o Trennung der Merkmalsgebiete von Mustern verschie-
dener Klassen

@ Ubereinstimmung mit einem statistischen Verteilungs-
modell

& Approximation einer idealen Klassenzugehodrigkeits-
funktion

& Minimaler Klassifikationsfehler

bezogen auf eine Lernstichprobe von Mustern
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Eigentransformationen

Stichproben von Mustern und Merkmalen

Definition 3.11
Es sei §2 ein Problemkreis mit Mustern aus K Klassen. Ei-
ne Teilmenge w C Q heilt Stichprobe aus 2. Ein System

{we |k =1,...,K}

von Mengen w, C £ von Mustern der Klasse x heilSt Klas-
sifizierte oder etikettierte Stichprobe aus .

Wir verwenden dieselben Bezeichnungen auch fiir die Er-
gebnisse

w* bzw. {wE\n:l,...,K}

der Anwendung einer Transformation T : Q@ — R" von
Mustern in den Merkmalraum R".

Definition 3.12
Fiir eine (endliche) Stichprobe w = {z®,... &M} be-
zeichne |w| = T die Machtigkeit (den Umfang) der Stich-

probe,
1
p = plw) = :F'E x

TEW

den (empirischen) Mittelwertvektor und

§ =8 = Y @-we-p = e -

TEW TEW
R(w)

die (empirische) Kovarianzmatrix (bzw. Momentenma-
trix R(w)).

Fiir die Mittelwertvektoren, Momenten- und Kovarianzmatrizen der
klassenbezogenen Komponenten w, einer etikettierten Stichprobe ver-
wenden wir auch die Kurzbezeichnungen pu,, R, und S;.
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Eigentransformationen

Kompaktheitskriterien

Mittlerer quadratischer Abstand aller Merkmalvekto-

ren einer Stichprobe w C R" von allen anderen

2ZZ(m—y) (x—y)

TEW YEW

d(w,w)

Mittlerer quadratischer Abstand aller Merkmalvekto-

ren einer Klasse €2, von denen einer anderen Klasse

Q
52 = K(K 1);;@ | - |w)\|$§€;y§€;($_y) (@-y)
d(wy,wr)

Mittlerer quadratischer Abstand aller Merkmalvekto-

ren einer Stichprobe {w,} von Merkmalvektoren der
eigenen Klasse

=2 Y Y@y @)

TEW, YEW,
d(w,w,)

Kombination der Kriterien K2 und K3

sqa = sa2+0-s3 (6 = Lagrange-Multiplikator)
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Satz 3.9

Ist ® = (¢q,...,9,) € RY*" eine orthonormale Trans-
formationsmatrix (®'® = E) und sind ' und {w.} die
(un)klassifizierten Merkmalstichproben zu w und {wy} hin-

sichtlich der Transformation ¢ = ®'f, so besitzen die
Kompaktheitskriterien (1)—(3) — bezogen auf die trans-
formierten Muster — die Gestalt

=23 6lQv,
v=1

mit den symmetrischen, positiv-definiten Kernmatrizen

def

QW = S(w)

Qw» r = Z R(w,) — Z p(we)p(wn)’

K(K

def 1
Q(3) é E Z S(wn)
k=1

Satz 3.10 Ist die Matrix A € RN*YN symmetrisch, so gilt
fiir alle Vektoren u,v € RV

u'Av = spur (AuvT)

Satz 3.11 Ist die Matrix A € RY*YN symmetrisch, und ist
® = (¢1,...,0,) € RV", so gilt:

spur (@@ - A) = z": Pl AP,

v=1
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EIGENWERTPROBLEME

Definition 3.13 Sind A, B € R"™" Zzwei quadratische
Matrizen, so heil3t

Ax = )z bzw. Ax = \Bzx MNeR,zeRY)

spezielles (allgemeines) Eigenwertproblem. Ist obiges
EWRP erflillt, heiBt x Eigenvektor zum Eigenwert .

Es gelten die folgenden Aussagen:

e Skalierungseigenschaft

Az = \x = A(az) = Max)

e Das spezielle EWP ist dquivalent zum homogenen LGS

(A-XE) =z = 0

e Das EWP besitzt nichttriviale L&sungen = #= 0 gdw.

P()) 27 det (A-)XE) =0 (charakt. Polynom)

e A besitzt genau n nicht notwendig verschiedene Eigenwerte

ALy An
e A symmetrisch & \; € R fir alle i

e alle \; verschieden & {xi,...,x,} linear unabhdngig
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Eigentransformationen

Fiir reelle symmetrische Matrizen (A" = A) dgilt:

e Eigenvektoren z;, z; zu verschiedenen Eigenwerten X;, A; sind
orthogonal:

e Die Eigenvektoren mehrfacher Eigenwerte sind orthogonalisier-
bar (Gram-Schmidt)

e Die normierten Eigenvektoren U = (u1,...,u,) von A bilden ein
Orthonormalsystem:

U'U = E

e Fiir Orthonormalsysteme U € R"*" gilt auch
UUu' = E

e Eigenwertproblem in Matrixschreibweise:

AU = UD , D =diag(A1, ..., )

Satz 3.12

Sind U = (u1,...,u,) bzw. D = diag(A1,...,\,) die (nor-
mierten) Eigenvektoren und Eigenwerte der reellen sym-
metrischen Matrix A € R"*", so gilt:

D = UTAU
A = UDU'

A = zn:/\,,uuT
v=1

Al = UuDU"
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Eigentransformationen

Quadratische Formen

Definition 3.14 Ist A reell und symmetrisch, so heiBt die
quadratische Form

Q:x — z= Az
positiv/negativ-definit, wenn fiir alle x gilt:

z#0 = Q(zx)>0 (bzw. Q(x) < 0)

Die quadratische Form Q(xz) = z'Ax ist positiv-definit (negativ-
definit) genau dann, wenn A ausschlieBlich positive (negative) Ei-
genwerte besitzt.

Satz 3.13 Die quadratische Form Q(x) = =" Ax nimmt
— unter der Nebenbedigung ||xz|| = 1 — ihren maximalen
(minimalen) Wert an, wenn x der Einheitsvektor w, zum
gréBten (kleinsten) Eigenwert )\, ist. Es gilt dann

Qur) = ujAur = X\

Satz 3.14 Die Summe

m m

Yy = > e,A9,

n=1 n=1
quadratischer Formen nimmt — unter der VVoraussetzung
normierter, paarweise orthogonaler Vektoren q,')u — ihr
Maximum (Minimum) an, wenn fir die ¢, die zu den m
groBten (kleinsten) Eigenwerten A1, ..., \n von A gehdoren-
den Eigenvektoren wui,...,u, eingesetzt werden. Es gilt
dann

m m

ZQ(UH) = Z)‘,u
pn=1 n=1
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Definition 3.15 (KL-Transformation)

Sind p und S Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix der
Muster einer Stichprobe w C RN, und ist U = (u1,...,uy)
die Matrix der zu den nach absteigender GréBe sortierten
Eigenwerten D = diag(\1,...,A\y) gehbrenden Eigenvek-
toren von S, so heiBt die Abbildung

Tk f = U'f

die Karhunen-Loéve-Transformation von w. Wir be-
zeichnen ferner

f = U (- und f = (UDYT(f-p)

als zentrierte bzw. normierte Karhunen-Loéve-Transformatio

zentrieren rotieren anisotrop
skalieren

TS 9

Satz 3.15 Die oben definierte KL-Transformation bildet
Mustervektoren auf dekorrelierte Merkmalvektoren ab, d.h.
die Kovarianzmatrix wird zur Diagonalmatrix (oder zur
Einheitsmatrix bei der normierten KLT).

Die unvollstdndige Reihenentwicklung

TWF e (ur,,un)Tf

erzielt unter allen Reihenentwicklungen den niedrigsten
mittleren quadratischen Rekonstruktionsfehler flir die Mu-
ster der Stichprobe.
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Lineare Diskriminanyanalyse

| ,,Adidas-Problem*

e Ballungsgebiete kompakt halten
e Zentren voneinander entfernen

e Muster in eine der Klassentrennung forderliche Lage drehen

Definition 3.16 Ist {w.} eine klassifizierte Stichprobe, so
heiBt

Z orl g Z S (@ — )@ —p)"

|w| k=1 zEw,

die (empirische) Intraklassenstreuungsmatrix (‘within-
class scatter’) und

K
) '|‘jj|' = ) — )
k=1

die (empirische) Interklassenstreuungsmatrix ('between-
class scatter'); dabei bezeichne p, den k-ten klassenbe-
zogenen und p den globalen Mittelwertvektor der Stich-
probe.
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Eigentransformationen

Satz 3.16 Fliir die Gesamtstreuungsmatrix

ZZ(w ) (x—p)"

Z(w ) (z—p)' =

| TEW | U “| r=1TEwW,
der Stichprobe {w.} gilt die Aussage
S = Sw+ Ss

Transformation von Kitano (1973)

Transformation & = ®{ z mit

def _ |
1 =UDY? und SyU =UD
Fur die Intraklassenstreuung der transformierten Stichprobe gilt
dann:
SVV = ¢ISW’¢1

= (UDY»T(UbU"Y(UD'?)

= D YV2U'upu'UD'? = DY?DD'? = E
Die & sind also invariant gegeniliber orthonormalen Transforma-
tionen.

Transformation # = &}z mit

& ¥ v und Zzv =ve

Klassenzentren auseinanderziehen, ohne Kompaktheit zu zerstoren!

Satz 3.17 Die Gesamttransformationsmatrix <I>d§f<1’1<1>2 von
Kitano ist gerade die L8sung des Eigenwertproblems

(Syt8p) U = UD
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Eigentransformationen

SINGULARWERTZERLEGUNG

Nach Satz 3.12 bietet die Summe

N
.
E Antnu,

n=1
mit den betragsmdBig geordneten Eigenwerten {\,} eine interessante
Approximationsformel fiir symmetrische quadratische Grauwertbilder.
Und allgemein?

Satz 3.18 Sei A € R™*YN eine reellwertige Rechteckma-
trix. Die (symmetrischen quadratischen) Matrizen ATA
und AAT besitzen genau dieselben Eigenwerte {\:}.

Definition 3.17 Sei A ¢ RM*N ejne reellwertige Recht-
eckmatrix. Die Vektoren u; € RN mit

ATA’U,Z‘ = /\iu,-
heiBen Rechtssingularvektoren von A, die Vektoren v; €
RM mit

AAT’UZ‘ = )\i'Ui
heiBen Linkssingularvektoren von A. Die Wurzeln d; =

V\; der gemeinsamen Eigenwerte von ATA und AA" hei-
Ben Singularwerte von A.
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Satz 3.19 Fliir zwei zusammengehdbrende normierte Rechts-
und Linkssinguldarvektoren w, v mit Singuldrwert d gelten
die Aussagen

Au = dv und ATy = du

Satz 3.20 Besitzt die Matrix A € RM*YN den Rang r, so
existieren genau r positive sowie N —r bzw. M — r ver-
schwindende Singuldrwerte, zusammen mit ihren ortho-
normierten Rechts- und Linkssinguldrvektoren.

ut b

Satz 3.21 (Singularwertzerlegung)

Besitzt die Matrix A € RM*N den Rang r, und
sind U = (u1,...,ur) und V = (vq,...,v,) die
Matrizen, welche die zu den nichtverschwinden-
den Singuldrwerten d1,...,dr gehdrenden ortho-
normierten Rechts- und Linkssinguldarvektoren als
Spalten enthalten, so gilt flir A die Darstellungs-
formel

T
A =VDU' = ) dwpu,
=1l

Dabei bezeichne D = diag(dy,...,dy).

Merkmalgewinnung - V.12 E.G. Schukat-Talamazzini, FSU Jena




