Principal Component Analysis
(Analyza hlavnich komponent)

Hlavni mySlenka: PCA nalezne ortogonalni bazi, ktera nelepe
reprezentuje danou datovou mnozinu.
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PCA

» Aplikace — nalezeni tésné¢ho boxu
obklopujiciho body (nikoli nejtésnéjsiho).

e Slouzi jako velmi jednoducha
aproximace objektu

* Rychla detekce kolizi

- OBB algoritmus

« Reseni viditelnosti

» Aproximace velikosti
objektu




PCA

AABB Axis Aligned Bounding Box
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PCA

OBB - Oriented Bounding Box
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PCA

Mnozina vstupnich dat jsou body x,, ... , x
v d-rozmérném prostoru R¢
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(pocCatek nasich souradnic)



Definice

Def: Rozptyl (variance)
Var(X)=E(X - E(X))
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Def: E(X)==>x,
i
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S v jistem smyslu méfi varianci, tj.
,,fozptyl, rozptylenost (scatterness)* dat
v riznych smérech. Je S symetricka?



PCA

Variance promitnutych bodu

M¢éjme piimku /. Pokud na ni promitneme bod x, dostaneme
bod x:

Velka variance Mala variance



PCA

Variance promitnutych bodu

Me¢€jme bod m a jednotkovy vektor v, |v|=1. Projekci bodu x; na
primku /= m+vt muzeme vyjadrit nasledovné:




PCA
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PCA

Véta 2.1: Necht’ fje funkce f : {\7 e R’ | Hﬁ” = 1}—) R , takova,
ze f(v)=(SV)-¥v A S je symetricka matice. Pak extrémy
funkce fjsou urCeny vlastnimi vektory matice S.

Diukaz: Symetricka matice se da rozlozit na matici rotace a
matici scale. Rotace zachovava velikost a scale ma extrémy ve
smeéru vlastnich vektoru.

S=VAV" = (5v)-5 =3 VAV 5 = (V75 ) A(r'3)=
=V'AV' = AV + A+ - + AV

VAV

Dusledek: Vlastni vektory matice S jsou sméry
maximalni / minimalni variance.



Vlastni vektory a vl. hodnoty

Opakovani zobrazeni

AAr, = Al = Ar Co kdyZz matice nema realné
: P ' 77
A7 = 7 vlastni hodnoty



Vlastni vektory a vl. hodnoty

Méjme jednotkovou kruznici r* +7;7 =1
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r=nhn, h =

ny+rrn =1
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Nyni na vektor r aplikujeme linearni
zobrazeni matici A.
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7' = A7
FTr = AF] [AF]=c
FrA AF = c

ygymetrické matice

Pozitivne definitni
Vysledek: ATA ma realné a kladné vl. vekt.



Vlastni vektory a vl. hodnoty

Protoze ATA je symetricka a pozitivne semidefinitni ma realné a
pozitivni vlastni hodnoty 4, a A,.

Necht' 1, > A,,c, = A, /A, >1 je tzv. condition number matice A.
» Jestlize je c, je blizké nule, matice se nazyva well-conditioned
* Jestlize je ¢, je vysoke, matice se nazyva se ill-conditioned
Vlastni hodnoty 4, a 4, se nazyvaji singular values.

Pti feSeni linearniho systtmu 4x =p se dostavame do obtizi
v pripadé¢, Ze c, je velmi vysokée -> staCi mala zména ve vlastnich
hodnotach a vysledek bude zna¢né jiny — numericka nestabilita!!



Trocha historie nikoho nezabije. ..

Komplexni Cisla

V Evropé 13. stoleti doslo k
oZiveni matematiky — jednak
starsi Recké, jednak nové
predevSim Indicke pres Arabii.
Matematika do té doby
neakceptovala zaporna Cisla.

Zaporna Cisla jsou nutna k feseni kvadraticke rovnice
ax’+bx+c=0. V 15. stoleti to jesté nebylo pochopeno a
kvadraticka rovnice se d€lila na Ctyf1 specidlni pripady, které
poskytovaly ¢astecn¢ feSeni.

V 16. stoleti — uzakonéni zapornych Cisel.



Komplexni Cisla

V 16. stoleti — taktez prvni naznaky komplexnich ¢isel. Pozor!
V t€ dobé jesté nebyla objevena symbolicka matematika a
vSechny rovnice se zapisovaly slovné ;-)

Cardano (1501-1576) v ,,Ars Magna* zverejnil zaporna
reSeni k rovnicim pf-:

o= e P = 3’\/(a’/Z+x/g)+%/(d/2—x/g), e=(d/2) —(c/3)
Bombelli (1526-1572) pokracoval s jeho vypoéty. Resil

rovnict:
x> =15x+4

x =32 ++=121)+3/2—v=121) =2+ V=T +2--1=4
M¢l tedy k dispozici vSe nutné k pochopeni komplexnich ¢isel
— ale jeste zbyvala dlouha cesta.




Komplexni Cisla

Girard (1595-1632) poprve stanovil principy algebry kdyz
vyslovil (ale nedokazal) ,,The fundamental theorem of
algebra® (Zakladni véta algebry).

Descartes (1596—1650) nazval zaporna fesenti ,,false* a dalsi
reSeni (tj. komplexni) ,,imaginary*. Dale vyzkum dlouho
nepokrocil.

Prulom nastal v 18 stoleti, kdy Euler (1707-1783), ktery byl
vlivhym matematikem, dokazal, ze: ¢~ =cosx+isinx

diky tomu a dalSim objevuim bylo i akceptovano v
matematice. ... Zacind se pouzivat komplexni rovina.

V roce 1799 Gauss |Konecné€! dokazal Zakladni vétu algebry,
ze kazdy polynom n-tého stupné ma praveé » kofenu tvaru
a+bi, pro néjaka realna Cisla a a b, odtud nazev komplexni
cisla (ve smvslu feSeni aleebraickvch rovnic).



Komplexni Cisla

Od okamziku, kdy Gauss dokazal Velkou vétu algebry vime, ze
vSechna komplexni Cisla jsou tvaru a+bi, kde a a b jsou realna Cisla.
Takze na jejich zobrazeni pouzivame rovinu x, ).
Scitani komplexnich Cisel
(5+i)+(=2+3i)=5-2+i+3i=3+4i
A

zZ+w

AE
v

Komplexni rovina se oznaCuje C. < >




Negace a odcitani

—(x+iy)=—x—iy

A

Komplexni Cisla

Absolutni hodnota

A

Absolutni hodnotu pro komplexni
Cisla definujeme jako |z|=vzdalenost
od pocatku souradnic.
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Negace muze byt interpretovana
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Z Pythagorovy

jako rotace o 180 okolo pocatku.

vety:

>

Z=X+1iy
2| =x*+?

2| =6 +



Komplexni Cisla

Trojuhelnikova nerovnost:

y . , , 2w <2 +[w]
VSechna jednotkova komplexni

Cisla |z|=1 budou lezet na A

jednotkove kruznici:
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Komplexni Cisla

Nasobeni komplexnich ¢isel:

(x s iy)(u + iv) = (xu = yv)+ i(xv + yu)

Nasobeni komplexniho Cisla
realnou Casti:

Obecné: |z =|z|w]

7| =2+

2 2 2
W‘ =Y

2wl = (o= yv) + (v yu) =

= (x* + 32 fu® ++7)

3

Geometricky — jestlize Op¢t Pythagorova

3; komplexni Cislo vynasobime  véta.
32| - tremi, zvySime tim trikrat

| - 14 Nl

b vzdalenost od pocatku.



Komplexni Cisla

Mocniny komplexni Casti:

e i?=A-14-1=-1

3 -2
o ] =11=-1

o wi"S Zr=(-1)-1)=1

\

i je kotenem Ctvrte odmocniny
1 z jednicky (druhym je —i)

Nasobeni komplexniho
Clsla 73 S ,
iz = z(x+zy)= s Hix

/'

Rotace o0 909



Komplexni Cisla

Polarni souradnice:

7 x =rcos(6)

/ y = rsin(6)

N Z=X+1y

Lr;;/ = rcos(@)+irsin(0)
7.

L {God{0)+i5m(D)

= |z|(cos(¢)+isin(0))

- > cos(a) + isin(a) =1
r=|z = \/( Jol yz) Kazdevkomplexm Cislo z 2
je sou¢inem |z| a cos(a) + isin(a)




Komplexni Cisla

Tvrzeni: Nasobeni komplexnich Cisel je kombinaci scalingu

a rotace. Konktretne: |zw] =z

arg(zw) = arg(z)+ arg(w)
kde arg(z)= thel komplexniho cisla z.

Dikaz:

Mame:

z= ‘z‘(cos(0)+ isin(@))
w=|w|(cos(#)+isin(¢))
Chceme:

zw =|zw{(cos(0 + ¢)+isin(0 + ¢))

zwz‘z‘(cos( )+lsm(¢9)){w‘(co( )+zsm( ))

ZW,

ZW,

ZW

(cos(@)ﬂsm( ))( s( )+zsm( ))
((COS(Q)COS( ) sm(@)sm( )) )
+i(cos( )sm( )+sm( )cos( ))
(cos(0+¢)+isin(6+¢))



Lemma:

cos(a + )=
sin(a + )=

Dukaz:

F@‘S“zifﬂ

(sin(a)) cos

Komplexni Cisla

cos(a )cos(4)—sin(a )sin( )
sin(a )cos( )+ cos(a)sin(3)

o )

os ﬂ 05 sin —cos(a)sin(ﬂ)—sin(a)cos(

| sm(a cos

(B)+cos(a)sin(B)> —sin(e )sin(B)+ cos(a )cos(



Komplexni Cisla

Zavér: Rotaci v roviné mizeme provadét bud’ pomoci matic
cos(ar) —sin(a)] x,
X, = .
sin(a)  cos(a) || v,

Nebo pomoci nasobeni komplexniho Cisla z jednotkovym
komplexnim ¢islem w, které nam oto¢i vysledek u thel arg(w).

1
z =zZW

(24 a

w! = (sin(er)+icos(a))

Kde ndsobeni je:

(x =3 iy)(u i iv) = (xu = yv)+ i(xv + yu)



Quaterniony

Sir William Rowan Hamilton (1809 — 1865) objevil quaterniony
roku 1843. Hamiltonovym cilem bylo vyjadfit rotace v 3D
prostoru obdobnym zpusobem, jako jsou ve 2D prostoru
vyjadieny pomoci komplexnich ¢isel.

- Prvni pokus zobecnéni komplexnich Cisel:
a+ib+ jc a,b,ceR
l-2 -8 j2 o _1

- Nikdy neuspél
Véta(Knneth O. May 1966): MnozZina trirozmernych
komplexnich cCisel neni uzaviena na ndasobeni.



Quaterniony

Véta 3.1: (Knneth O. May 1966): MnozZina trirozmeérnych
komplexnich Cisel neni uzaviena na ndsobeni.

Diukaz: sporem
Piedpokladejme, Ze plati obvykla aritmeticka pravidla a i* = j
Dale predpokladejme, Ze uzaviené nasobeni existuje.

Z uzavienosti nasobeni: 3(a,b,ceR):ij =a+ib+ jc
Vynasobime rovnici i: — j =-b+ia+ijc
Provedeme substituci prvni rovnice do druhé:
—j=—b+ia+(a+ib+ jc)
0= (ac—b)+i(a+bc)+j(02 +1):> ac—=b=0Aa+bc=0Anc’+1=0

2 i 0

Spor, ¢ je podle pfedpokladu realne.



Quaterniony

Rok 1843, fijen, Dublin, jedno krasné pondéli. Hamilton dospé€l k
zavéru, ze bude potiebovat Ctyfi Cisla pro popis rotace nasledované
zmeénou metitka

1. Zména méfitka

2. Pocet stupnil rotace

3.  Dvé ¢isla udavajici rovinu otoceni

Hamilton nalezl uzaviené nasobeni pro Ctyirozmérna komplexni

¢isla tvaru: ix+ jy+ ez

=Ny |
Tato Ctyfrozmérna komplexni Cisla nazval quaterniony

Quaternion se obvykle zapisuje jako dvojice [s,v], kde s € R,v € R’
s se nazyva skalarni c¢dst a v se nazyva vektorova cdst.
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