1 Uvod a motivace

Pro klasifikaci do dvou tfid muzeme pouzit klasifikatoru zalozeném na
perceptronu. Jednou z nevyhod takového klasifikatoru je nalezeni rozdélujici
nadplochy bez dalsiho kritéria, vysledek je v podstaté zavisly na pribéhu
uceni, jakym zptisobem jsou vybirdny prvky z trénovaci mnoziny. V pripadé
klasifikatori SVM je tato rozdélujici nadplocha volena podle optimalizujiciho
kritéria.

V pripadé neseparabilnich dat, 1ze pouzit stejného triku jako u uceni
klasifikatori na principu perceptronu. Prechodem do vyssi dimenze prostoru,
kde jsou data jiz separabilni.

Zakladni rozdéleni SVM:

Linearni

e separabilni data

e neseparabilni data
Nelinearni SVM

Dalsi vlastnosti SVM je moznost vycislit chybu na testovaci mnozinég,
pomoci ,VC confidence“, z Vapnikovy teorie statistického uceni.

2 Chyby klasifikatoru

Problém klasifikace do dvou tfid si muzeme predstavit jako nalezeni
funkce, ktera priradi naméfenym priznakim spravnou ttidu.

Mnozinu priznakia x; € R", kde i = 1,...,[ je pocet prvki v trénovaci
mnoziné klasifikujeme do dvou t¥id —1, 1. Pro kazdé x; zname y;, coz je t¥ida,
do které patii. Predpokladame, Ze jednotliva méfeni priznaki jsou nezavisla.

Ukolem uéeni klasifikdtoru je nalezeni transformacni funkce z prostoru «;
do prostoru y;.

Ukolem uceni klasifikdtoru je nalezeni transformaéni funkce z prostoru
Transformace x; — y; je zavisla na obecné hodnoté parametru «. Tento pa-
rametr je zavisly na volbé klasifikatoru a také na metodé uceni klasifikatoru.

T; — f(w’h Ck)

Bez znalosti chyby klasifikatort je jeho pouziti obtizné, nebot nevime jak
moc se mizeme na vysledky spolehnout.



Ocekavanou chybu klasifikatoru na skutec¢nych datech po nauceni lze vy-
jadrit:

Rle) = [ 3l - J@.)ldP(@.) )

Jeslize existuje sdruzena hustota pravdépodobnosti pak
dP(z,y) = p(x,y)dzdy

R(«) z (1) se nazyva o¢ekavané riziko. Tato hodnota uvadi skute¢énou chybu,
ale pravdépodobnosti P(x,y) nebo jeji odhad, 1ze ziskat velmi tézko.

Remp(a) = %Z |yz - f(w'w (l/)| (2)

Remp(@) z (2) se nazyva empirickd ztrata a udava chybu na trenovaci
mnoziné, pro konecny pocet pozorovani. Hodnota %|yl — f(x;, )| se nazyva
ztrata. Protoze klasifikaci provadime do tfid —1, 1 mize nabyvat pouze hod-
not 0 nebo 1. Zvolime-li n takové, ze 0 < n < 1, nabyva ztrata hodnoty 7 s
pravdépodobnosti 1 — 7.

Samotna chyba na trenovaci mnoziné mnoho nevypovida o chybé na tes-
tovacich (realnych) datech. Nésledujici vztah davd odhad skuteéné chyby
vétsi nez vztah (1), zato jej mizeme vy¢islit aniz bychom znali P(x, y)

R(O&) < Remp(a) + \/(h(lOg(Ql/h) +l1) B IOg(U/4)) (3)

Kde h je celé nezaporné ¢islo nazyvané VC (Vapnik-Chervonenkis) di-
menze. Odmocnina ve vztahu (3) se nazyva ,VC confidence* (Vapnik 1995).



2.1 VC dimenze

VC dimenze je vlastnost mnoziny funkci f(«); a predstavuje obecné pa-
rametry v zavislosti na volbé funkce f. Pro klasifikaci do dvou ttid je VC
dimenze definovana jako maximalni pocet bodt, jez lze rozbit funkci f(«).

Méjme mnozinu [ bodf, kterym prifazujeme oznaceni —1,1 existuje 2/
moznych pfifazeni (oznaceni).

Jestlize pro kazdé oznaceni [ bodi existuje funkce z f(«) pak f(«a) rozbiji

mnozinu bodt /.
VC dimence h zarucuje, ze existuje alespon jedna mnozina h bodi, které

1ze rozbit.

Obrazek 1: priklad rozbiti mnoziny 3 bodi v roviné



2.2 VC dimenze a pocet parametru

Mohlo by se zdat, ze hodnota VC dimenze zavisi na po¢tu parametri o
rozbijejici funkce. Nasledujici priklad ukaze funkci s jedinym parametrem «
a s hodnotu VC dimenze nekonecno.

Méjme prahovu funkei :

O(z),z € (R):0(x) =1Ve > 0;0(x) = —1Vz <0
a jedno parametrickou funkci
f(z,a) = O(sin(ax)), z, 0 € R.

Zvolime néjaka cisla [ a soucasné najdeme [ bodi, které mohou byt roz-
bity. Body vybereme podle predpist:
=107 i =1,...,1.
Bodtum pritadime t¥idy yi, yo, ...,y y; € —1, 1.
f(z, ) pfifazujici bodim prislugnost ke t¥idé, a pro a = 7r(1+2§21 (I_Z’TLW)
Takovyto klasifikator rozbiji nekone¢né mnoho bodi a ma tedy VC di-
menzi nekonecno. Jisté lze najit mnozinu ¢isel, ktera touto funkei nelze roz-

bit, bez ohledu na nekonec¢nou VC dimenzi. Ta nam vSak zarucuje, ze existje
alespon jedna mnozina bodi jez lze rozbit.

Obrazek 2: piiklad mnoziny C¢isel jez mnelze rozbit funkci f(z,a) =
O(sin(ax)), z,a € R.

2.3 VC dimenze orientované nadroviny

Pro m bodu z R" zvolme jeden bod za pocatek souradnic. m bodu lze
rozbit orientovanymi nadrovinami pravé kdyz zbylych m —1 bodi je linedrné
nezavislych.

VC dimenze orientovanych nadrovin v R" je n + 1.



2.4 VC dimenze orientované nadroviny, separabilni data

Algoritmus SVM je zalozen na struktufe mnozin funkci rozdélujicich
nadrovin. PopiSme si mnoziny v prostoru Z. Mnozina vektord «y,...,x, €
Z.

Kazda nadrovinax € Z : (w -  + b = 0) odpovida dvojici (w, b) € XxR.

Méjme podminku na charakteristickou vzdalenost bodi ¢y, . .., x, od roz-

délovaci nadroviny
max (w-x)+b) =1 (4)

Nejmensi koule obsahujici body @1, ..., %, Bey,.xn = € Z : |(w —a] < R
a € Z a rozhodovaci funkce definovana na téchto bodech

fwps = sgn((w - x) +b) (5)
mnozina fy, : jw| < A ma VC-dimenzi h (Vapnik, 1995) :

h < R?A% (6)

Obrazek 3: rozdélujici nadroviny a koule obsahujici body



2.5 Minimalizace strukturalniho rizika

VC confidence v rovnici (3) zavisi na volbé klasifika¢ni funkce. Méli
bychom vybrat takovou podmnozinu z mnoziny funkci, pro kterou bude od-
had chyby miniméalni, pro kazdou podmnozinu zjistime jeji VC dimenzi. Mi-
nimalizace strukturalniho rizika je hledani takové podmnoziny funkci, aby
hodnota empirickiého risku a hodnota VC confidence byla minimalni.

Na obrazku 4 jsou zobrazeny podmnoziny s roustouci VC dimenzi.

(hd- @a@@) > hi=hz<ha ..
T

Obréazek 4: podmnoziny funkei usporadané podle VC dimenze



3 Separabilni data

Problém klasifikace je omezen na dvé tiidy, jinak je obecny. Podivejme se
na piiklad na obr.5. Zde je mnoho schopnych linedrnich klasifikatori, které
umi rozdélit data, ale jen jeden maximalizuje ,mezeru“ (tedy vzdalenost
mezi nejbliz§imi body z obou tiid k rozdélujici nadroving). Tento linearni
klasifikator byva nazyvan optimalni rozdélujici nadrovinou.

Tedy hleddme linearni klasifikator , jehoz uceni je zalozeno na minimali-
zaci strukturalniho rizika, nalezenim rozdélujiciho pasu (mezery) maximalni
sirky.

Obrazek 5: Optimalni rozdélujici nadrovina

3.1 Optimalni rozdélujici nadrovina

Uvazujeme trénovaci mnozinu ve tvaru {x;, v;}, i=1,...,0 , y; € {—1,1},
x; € R4, kde y; je t¥ida (pozitivni a negativni vzorky) a ; je vektor soufadnic
d-dimenzionalniho prostoru. Predpokladejme, ze mame néjakou nadrovinu,
kterd nam oddéluje pozitivni vzorky od negativnich (oddélujici nadrovinu).
Body (vzorky) @« lezici na oddélujici nadroviné vyhovuji rovnici w - & + b =
0, kde w je normalovy vektor oddélujici nadroviny (téz si lze predstavit
jako vektor vah) a |b| / |w| je vzdalenost od nadroviny k pocatku soufadné
soustavy, viz. obr.6.

Necht d, (d_) jsou nejkratsi vzdalenosti od oddélujici nadroviny k pozi-
tivnim (negativnim) boddm.



Definujme mezeru oddélujici nadroviny: p(w,b) = d; + d_ . Ulohu mii-
zeme formulovat nasledovné: predpokladejme, Ze vSechna trénovaci data vy-
hovuji nasledujicim podminkam:

z;-w+b>+1 pro y; =+1 (7)

z,-w+b< -1 pro y; =—1 (8)

Tyto dvé podminky lze téz formulovat nasledovné:

yi- (@ -w+b)—1>0 Vi 9)

pocatek

Obrazek 6: Linearni rozdélujici nadrovina pro dvoudimenzionalni prostor

Tedy vyrobime dva pasy o Sifce 1, a zménou parametru w budeme
meénit Sitku mezery, neboli méritko nami zvolené soustavy. Je vhodné, aby
vSechna data z trénovaci mnoziny spadala do tohoto méritka. Nyni vezmeme
v tivahu body, pro které plati podminka (7).

Tyto body jsou oddéleny nadrovinou Hj:

z,-w+b=1 (10)

s norméalou w a vzdalenosti od pocatku |1 —b|/|w]| . Podobné pro body
spliujici podminku (8) plati pro Hs :

zi-ow+b=—1 (11)



Kde je vzdalenost od po¢atku rovna |—1 — b| / |w| . Poznamenejme, ze H; a
H, jsou paralelni (maji stejné normaly), a Ze mezi nimi nelezi Zadna trénovaci
data. Body «; spliujici podminky (9) resp. (10) lezi na nadrovinach H; resp.
H, se nazyvaji support vectors a jsou v obr.6 oznaceny krouzkem.Tedy
hledame body «;, které vyhovuji podmince

min |z -w+b =1 (12)
;

Vzdélenost d(w, b; ) od & k nadroviné w, b je

lw - x +b|
d(w, b;x) = ———— (13)
|w|
Tedy optimalni oddélujici nadrovina maximalizujici mezeru nam dava
velikost mezery
plw,b) =dy +d_ = min d(w,b;x;)+ min d(w,b;z;)
{x;:y;=1} {x;:y;i=—1}
= min +  min Leztd
{x;:y;=1} lw] {x;:y;=—1} |wl (14)

=— | min |w-x;+b+ min }|w-azi+b|>

|w-z+b)

1
|w] {x;:y;i=1} {x;yi=—1
2
= Tw

Chceme-li maximalizovat mezeru musime maximalizovat vyraz 2/|'w|
nebo-li minimalizovat |w|. Jak je z vySe uvedenych vztahi vidét, je potieba
pro nalezeni optiméalni rozdélujici nadroviny nalézt vazany extrém, ktery je
funkci w, b, pro jiz urcené x jako support vectors. Pouzijeme minimaliza¢niho
kriteria Lagrangeovych koeficienti pro nalezeni optiméalni oddélujici nadro-
viny:

l l
1
L(w,b,a) = §|w|2—2aiyi(mi-w+b) +) o (15)
=1 i=1

Kde «; jsou Lagrangeovy koeficienty (multiplikatory), pro které plati o; >
0 & x; je ,support vector”.

Ted si jesté nazna¢me FeSeni Lagrangeovy rovnice, predem je nutno po-
dotknout, ze se jedna o problém kvadratického programovani. Hleddme mi-
nimum funkce L(w, b, &) s ohledem ke koeficientim «;. Tento problém byva
nazyvan Wolfe dual (primérnim problémem je oznacovana rovnice (15) a
sekundarnim rovnice (16) viz. nize).

max W («) = max{min L(w, b, «) } (16)

« « w,b



Minimum min L(w, b, &) ur¢ime pomoci
w,b

oL l
oL
Er 0 = w= E_ QYT (18)

Ze vztahi (16),(17) a (18) plyne

m(?XW( a) = max——ZZazajyly] x; - x;) +Zaz (19)

i=1 j=1

Regenim rovnice (19) je

a = arg IIllIl Z Z oYy (T - x5) Z o, (20)

i=1 j=1
za podminek (17) a o; >0, i=1,....,1.

4 Neseparabilni data

Pro neseparabilni data vySe popsany algoritmus nenajde vhodné teSeni.
Proto je tieba ho upravit tak, aby fungoval i pro neseparabilni data. Uvolnime
proto omezeni (7),(8) zavedenim odchylky

Omezeni definujici oddélujici nadrovinu potom piejdou v

Ti-w+b>+1-¢ pro y; = +1 (21)
T, ow+b< —1+4¢ pro y; = —1 (22)
& > 0Vi. (23)

Tim rozsifime prostor priznaki a zaroven vyraz Z&l je maximum

chyby na trénovacich datech. Potom misto hleddni minima el ” pro separa-
bilni data budeme hledat minimum, kde parametr C voli uzwatel a odpovida
pokuté za danou chybu.

% +C (Z gZ) (24)



Obrazek 7: Linearni rozdélujici nadroviny pro neseparabilni data

VyfteSeni nerovnic (21) az (24) je konvexni minimaliza¢ni problém mate-
matického programovani. Pro k=1, k=2 prechazi v problém kvadratického
programovani. Pro k=1 je vyhodné, ze ani ¢ stejné jako Langrangeovy mul-
tiplikdtory se neobjevi ve Wolfové dudlnim problému maximalizace

1
Lp = Z o — 5 Z QOGY YT - X (25)

0<a;<C (26)
Z a;y; =0 (27)
Resenim je:
N
w = Z QG Yids, (28)
i=1
kde Ns je pocet support vectors.

Dalsi mozna tesSeni lze najit pomoci:

e constrained confugate gradient descent



e interior point methods
e projection methods

e Bunhc Kaufman decomposition

5 Nelinearni SVM

Nelinearni SVM musime pouzit v pripadé, kdyz rozhodovaci funkce neni
linedrni. Boser, Guyon a Vapnik ukazali, Ze cesta vede pres vlastnosti skalar-
niho soucinu x; - y;. Trénovaci data jednoduse pretransformujeme z prostoru
RY do H pomoci zobrazeni

d:R'—H (29)

Regeni tedy vede na hleddni v prostoru vy$si dimenze, kde jsou data
separabilni a kde tedy mizeme pouzit postup z predchoziho odstavce.
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Obrazek 8: Transformace trénovacich dat (vlevo nahofe) nelinedrné pres &
do vicedimenzialniho prostoru R* a konstrukce oddélujici nadroviny (dole
vlevo), SV Kklasifikdtor (vpravo nahoife) odpovidajici nelinearni rozhodovaci
oblasti ve vstupnim prostoru (vpravo dole).

Trénovaci algoritmus zavisi pouze na datech ze skalarniho souc¢inu v H(tj.
O (x;) - ©(z;)). Pokud tedy existuje Kernel funkce:

K(zs, xj) = O(x;) - O(x;) (30)
nemusime funkci ® pocitat ani ji nemusime znat. Ne vzdy lze jednoduse
urcéit, zda existuje par {H,®}. Odpovéd lze uréit pomoci Mercerovy pod-
minky:
existuje

K(x;,y:) = Z(I)(w)iq)(y)i (31)



a jakékoliv funkce g(z) takova, ze integral 32 je konecny.

/ g(x)*dz (32)

potom par {H,P} existuje pouze kdyz plati

/ K (2, y)9(x)?)g(y)dedy > 0 (33)

Priklad: (ukdzka povoleného kernelu, pro ktery mizeme urcit @)
Trénovaci data jsou v dimenzi R? a jako kernel vyberem K (x;, ;) = (@, ;).
Potom neni té7ké najit prostor H = R> a transformaci ® z R? do H takovou,
ze

(z,y)=(z-y)a

Obrazek 9: Priklad nelinearni SVM, kde kernel je kubicky polynom 3. stupné
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Generalizace SVM

e VC dimenze mnoziny funkeci rozdélujicich nadrovin je

n+1

e podmnozina orientovanych nadrovin

flz,w,b) = sign(w-z) +b

definovand na X" = xy,%s,...,2,;|z; —a| < R a splnujici w| < A
ma VC dimenzi omezenou nerovnosti

h < min(R*A?)
vysSe dva zminéné pripady lze shrnout a omezit VC dimenzi:

h < min(R*A* n) +1 (35)

pro separabilni data (Vapnik, 1995) pfinasi druhou moznost jak odhad-
nout skutecnou chybu klasifikdtoru SVM

E[number of SUPPORT VECTORS]

E[P <
[Plerorr)] < Number of training vectors

(36)

kde P(error) je hodnota skutecného rizika, klasifikitoru nauceného
z | — 1 vzoru. E[P(error)] o¢ekavani skute¢ného rizika ptes vSechny
moznosti trénovaci mnoziny [ — 1. E[Number of support vectors| je
ocekavani z poctu support vectors pres vSsechny moznosti trenovacich
mnozin velikosti /.

Zavér

Metoda SVM ma velmi jednouduchou geometrickou interpretaci. Uceni

SVM Kklasifikatoru vzdy nalezne globalni minimum.



