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Neparametrické metody

« obsah

— odhad funkce hustoty
» metoda Parzenova okénka
» pravdépodobnostni neuronové sité

v v

« metoda k -nejblizSich sousedu
— odhad aposteriorni pravdépodobnosti

— pravidlo k-nejblizSich sousedu
* vlastnosti
« ZzlepSeni vypocetni slozitosti
* metriky



Odhady hustoty




Neparametrické metody

 hustota rozdéleni
— 1.znama

— 2. neznama, ale znamy tvar funkce
« parametry Ize odhadnout
» pro ,bézné“ funkce hustoty (napf. normalni rozdéleni, ...)
— 3. neznama — nejCastéji
» problém: hustota realnych dat malokdy ,pasuje” na nékterou z béznych hustot

— neparametrické metody
— pouziti: pro libovolné rozdéleni (+)
* neni tfeba predpoklad o tvaru hustoty
— potfeba vice trénovacich dat  (-)



Neparametrické metody

* rozdéleni metod

— odhady funkce hustoty p(x|w))
« odhad hustoty na zakladé trénovacich dat
» uspokojivé odhady — pouzity jako skute€né hodnoty do klasifikatoru
* proces nutné provest pro kazdou tfidu w;

— metoda histogramu, Parzenovo okénko

— odhady apost. pravdépodobnosti P(w[x)
« pfimy odhad rozhodovaciho pravidla

v v



Odhady hustoty — myslenka (1)

princip metody
— aproximace hustoty pomoci histogramu

p(x) - p(@)

AN A\
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xr

 P... pravdépodobnost, Ze vzor padne do pfihradky o rozméru R

. nezname

* oObracené
— kdyz se odhadne P — |ze odhadnout i p(x)



Odhady hustoty — myslenka (2)

trénovaci vzory x, ..., X, vybrané nezavisle podle p(x)

— k .... pocet vzorl padnouci do oblasti R
— n .... pocCet vzoru celkem

P, ... pravdépodnost, ze k z n vzorl spadne do oblasti R
n o
P = (kj P*(1-P)"™"

— P, ma binomicke rozdéleni a stfedni hodnota pro k dat je

E(k)=n-P



Odhady hustoty — ilustrace

 zavislost P, na hodnoté k/n
— skuteCna hodnota hustoty rozdéleni, z néhoz se v bodé x vybiralo
P=0.7
— kazda krivka je binomicka

relative
. probability
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— rostouci n ... kfivka s ostfejSim vrcholem
— n— ... Diracova delta funkce



Odhady hustoty — myslenka (3)

binomicke rozdeéleni P,
— velmi SpiCaté okolo své stfedni hodnoty

— P =k/n (2)
— dobry odhad zejména pro velké n

kombinace vztahu (1) a (2)
— pravdépodobnost, ze x padne do oblasti R

P=[p(x)dx'~=  (3)




Odhady hustoty — myslenka (4)

kdyz oblast R mala a p se v oblasti R pfiliSs nemeéni
— oblast Ize aproximovat obdélnikem

— V...  Sirka“oblasti R
V= j 1dx’
R

— odhad pravdépodobnosti P

P=[px)dx'~p(x)-v @)
kde x jeFE)od VR

— odhad hustoty p(x) v bodé x T
n (@) . P=[p(x)dx'~p(x)-V
X z .............................................................. R """""""
p( ) V (3) ................ L k -----
............... _ . U 10
P _[ p(x")dx =




Odhady hustoty — prakticky problem

* nfixni a fixni velikost V o S _—
. g prostorove Zprumerovany
~ K/ konverguje Kp(x):Vi o b |

— pro ziskani p(x) je treba V — 0

k/n
p(X) NV

« nfixniaV—-20
— velikost oblasti se zmensSuje ,do nekonecna®“ L
— do oblasti nepadne zadny vzor — odhad p(x) =~ 0
— do oblasti ndhodou padne 1 nebo vice vzori — odhad p(x) = «

— odhad vzdy vyhlazen
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Odhady hustoty — jak obejit problem

« teoreticky
— nekonecné vzorl pro dané rozdéleni

« prakticky
— pousloupnosti oblasti R,, R, ... ruzné velikosti kolem x
kazda R; obsahuje vzor x
R, pracuje s 1 vzorem
R, pracuje se 2 vzory

-V, ..., Sifka" oblasti R,

— n-ty odhad hustoty p(x) v bod& x ... P,(x)=—"
* k, ... poCet vzorl, které padnou do R,

12



Odhady hustoty — konvergence

« konvergence p,(X) — p(X)

z nekonec€né vzorku jich nekonecné
mnoho padne do oblasti R,

z celkového poctu vzorl n je to zanedbatelné
mnozstvi

13



Vytvoreni posloupnosti oblasti

- ,Sirka" oblasti V, funkci n
— oblast se zmensSuje urCenim V,, jako funkci n
« napf.V_=1/4n
— metoda: Parzenovo okénko

pocCet vzorku k, funkci n

— oblast je tak velka, aby obsahovala k,, sousedu vzoru x
« napf. k, =n

v v

i n=>9 n =100
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Metoda Parzenova okenka

oblast R, ... d-dimenzionalni hyperkostka
— strfed hyperkostky v bodé x
— objem hyperkostky se stranou h,
V,=hd

— pocet vzord, které padnou do hyperkostky, se definuje pomoci okénka

okénko ... jednotkova hyperkostka se stredem v pocCatku

1 Jul<¥2 proj=1,..d
u)= ) A e S
(p( ) {O Jlnak e

okenko ... hyperkostka o objemu V, vycentrovana v x

1 kdyz vzor x, padne do hyperkostky

(p[x — xij _J o objemu V. vycentrované v x

| 0 jinak 15



Metoda Parzenova okenka

pocCet vzoru k, v hyperkostce

o= i"{x h XiJ e

i=1 T e

SRR L R

n-ty odhad hustoty p,(x)

pn(x)=1Zn:\; q{xgx‘]

n i=1 Vn n

— spoijita funkce p(x) — aproximace nespojitou skokovou funkci ¢(u)
— odhad zatizen chybou

Parzen: odhad pomoci hladké funkce ¢(u)
— okénko ¢(u)
¢u)>0 a fcp(u)du =1
— pro takové okénko ¢(u) — odhad p,(x) je funkci hustoty
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Parzenovo okenko — vliv h,

 Vliv Sitky okénka h, na odhad p,(x)
— funkce 6,(x) .... Diracuv puls

5, (x)= iq{i] e

V, (h

n n

- p n(X) pomoci 6n(X) R = AR N L

py(x)= 1373, (c~x) S —

 Diracuv puls 6, T

— 0, ma konstatni objem
— V,=h93 — h, ma vlivna amplitudu (vysku) i Sitku funkce 6,(x)

17



Parzenovo okenko — priklady

priklad (dim=2)
— Parzenovo okénko ... 2D-rotacni symetricka normalni funkce

~ &, ...h=1ah,=0,5ah,=0,2

(]
.',..l,-; b

0,(x) normalizovana — na svislé ose ruzna skalovani
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Vlastnosti Parzenova okénka

 volba Sirky h,

h, velmi velke
« mala amplituda J, (nizky vrchol)
+ X daleko od x; aby se zménilo 6,(x-x;,) od &,(0)

h,velmimalé
 vysoky vrchol §,(x-x,)
« vrchol blizko x=x;

— h,, dosahne 0
+ §,(X-x;) Diracova delta funkce vycentrovana v x;

19



Parzenovo okenko — priklady

Parzenova okénka —tvar 0,

odhad p,(x) pomoci 5 trénovacich vzoru

h=1 h=03 SRS h=i2

TR » 4 _

e 4 ﬁ“‘%ﬁ\\ . 00 .’\\ \\'.. \\
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na svislé ose rizna skalovani
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llustracni priklad 1 (dim=1)

normalni rozdéleni p(x) ~ N(0,1)
— okénko ... Gaussova funkce

o) =t
A 21T
— ,Sifka“ kostky h,,
h
h =1
" Jn
h, ... parametr ovliviujici Sirku okénka (uzivatelsky definovany)
— Pa(X)
()= 13 Lo X=X
" NS hnx._,. n

s,
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llustracni priklad 1 — vysledky

odhad neznameé p(x) ~ N(0,1)
— inicialni Sifka okénka h, a pocCet vzoru n

h; =1 )!?,r=0.5 }?Jr =0.1
/\\ A f
n=1 . \\\ |||
/N "'
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llustracni priklad 2

odhad p(x) ... dvourozmérné normalni rozdéleni
— inicialni Sifky okénka h, a po€et vzort n (n=1 a n=10)
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llustracni priklad 2 (di

odhad p(x) ... dvourozmérné normalni rozdéleni
— inicialni Sifky okénka h, a po€et vzort n (n=100 a n=«)

24



llustracni priklad 3 (dim=

1)

neznama hustota: smeés uniformni a trojuhelnikové hustoty
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Klasifikace — Parzenovo okénko

+ klasifikator zalozeny na Parzenové okénku

— 1. pfedlozeni vzoru x
— 2. vypocten odhad hustoty v bodé x pro kazdou tfidu

— 3. klasifikace vzoru x podle minimalni ztraty

« Kklasifikator pro 2 tfidy
— X do wy (resp. w,) kdyz

1§:1 ol 2=%

N, ='h h >(<)P(w2))\21 — Ay
1i1cp X=X P(w1) Az =N
N, <h L h

26



Klasifikace — rozhodovaci hranice

rozhodovaci hranice .... vliv okénkové funkce ¢ a Sirky h
- h male — kompllkovane oblastl

27



Parzenovo okenko — zaver

« klasifikator
— okénko uzké — mala chyba na trénovacich vzorech — problém preuceni

« metoda Parzenova okénka

— obecné (+)
— velké mnozstvi trénovacich dat (-)
— Casova i prostorova narocnost (-)

» pocet trénovacich dat .... roste exponencialné s dimenzi dat
— , prokleti dimenze*

vigwviiv s

nez nizko-dimenzionalni funkce

28



Pravdepodobnostni
neuronove site (PNS)

« paralelni implementace Parzenova okénka

— neuronove sité (NS)

 vstup
— n d-dimenzionalnich vzoru v c tfidach

category

paittern

input

d vstupnich neuront
n skrytych neuronu
¢ vystupnich neuront

vstupni neuron — spojen

s kazdym skrytym neuronem
skryty neuron — spojen s prave
jedinym vystupnim neuronem

29



Pravdepodobnostni
neuronove site (PNS)

« vstupni vrstva < skryta vrstva
— vahy, které je nutné naucit

* skryty neuron
— skalarni soucin vahového vektoru w a normalizovaného predlozeného vzoru x
net = wTx
— skalarni soucin — aplikovana funkce
exp [(net-1)/0?]

* O ... UZivatelsky definovany parametr

e vystupni neuron
— soucet vystupul ze skrytych neuronu, se kterymi je spojen

30



PNS — uceni

« 1. normalizace trénovacich vzoru

Zd:xf:1

i=1

« 2. predlozeni trenovaciho vzoru x,
— 1) aktualizace vah: vstupni neurony < k-ty skryty neuron
Wy = Xg
— |II) vytvoreni vazby: k-ty skryty neuron <> vystupni neuron i pro tfidu w; vzoru X,
a;=1

« 3. proces zopakovan pro vsSechny trénovaci vzory

31



PNS — algoritmus uceni

« znaceni

— xj=(xj1, xjn) Jj=1,...,n
- Wj=(Wj1, an) Jj=1,...,n

« algoritmus

1. begin

2. initialize j -~ 0, n, a,,; « 0 j=1,...,n i=1,...,c
X — Xy / (Z.'xji2)1/2 // normalizace
Wi — X // uéeni

if (x in w_ ) then a,, - 1

until j=n

0o JdJ o U bW

. end



PNS — klasifikace

« PNN klasifikace

— 1. normalizace testovaného vzoru x
— 2. predlozeni vzoru x vstupni vrstvé

— 3a. kazdy skryty neuron k vypocte skalarni soucCin net,
— 3b. na net, aplikovana aktivacni funkce

exp((net, —1)/0?)
O ... Uzivatelsky definovany parametr — Sitka Gaussova okénka

— 4. kazdy vystupni neuron secte pfispévky od skrytych neurond, se kterymi je
spojen

33



PNS — klasifikace

« aktivaéni funkce — exponenciala = phislugny Gaussidn
— odvozeni

e oo s

—(x=w )" (x-wy ) —(x

o "k 20° __ 202 _ )
¢ oC e =€ = e

Tx+w, w,-2x"w,) | net,—1 |

N

w,"-w, =xT-x =1, h (o) konstanta

« vystup skrytého neuronu

— pravdépodobnost, ze vzor x vygenerovan Gaussovkou umisténou ve stredu
trénovaciho vzoru

« vystupni neuron
— soucet lokalnich odhadu skrytych neuront — diskriminaéni funkce g;(x)
— max{g,(x)} — hledana tfida pro vzor x

34



PNS — algoritmus klasifikace

« algoritmus

1

0o J o U b W

. begin
2.

initialize k - 0, x ~ test pattern
do k ~ k+1

net, - w7’ x

if (a,;=1) then g, - g,t+exp((net,-1)/o?)
until k=n

return class — argmax; (g, (x))

. end

* vlastnosti PNS
— rychlost u€eni

 jeden prichod trénovaci mnozinou

— prostorova sloZitost

* Umérna poctu vazeb O((n+1)d)

— lze pouzit online ucCeni

* novy vzor lze snadno zabudovat do jiz naueného modelu

35



Metoda k. -nejblizSich sousedu

« odhad hustoty p,(x) z n trénovacich vzoru
— okeénko okolo x
— okénko se zvétSuje, dokud v ném neni k, vzoru
— k,-nejblizSich sousedld k bodu x

 velikost okénka — zavisla na trénovacich datech
— velka hustota okolo x — malé okénko — dobré rozliSeni

— mala hustota okolo x — Siroké okénko (zastavi se, az narazi na néjakou oblast
s velkou hustotou)

« odhad hustoty p_(x)= K,/

\Y

n

36



k.-nejblizsich sousedu — postrehy

« postrehy
— p,(X) spojita — gradient neni spojity
— body nespoijitosti gradientu — nemusi byt na pozici trénovacich vzoru

plx)
4

X

!

(dim=1)
(dim=2)
37



k.-nejblizsich sousedu a Parzenovo
okenko

« porovnani metod odhadu
— uniformni a trojuhelnikova hustota pron = 1, 16, 256, «~ [ |
h=1 h,=0.5 h=0.2 kn=\/n

: i
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Parzenovo okénko k,—nejblizSich sousedu
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k.-nejblizsich sousedu — postrehy

n=1ak =\n=1 ’
— odhad hustoty p,(x) = 1/(2|x-x,|) / \

— Spatny odhad

* rostoucin
~ odhad se zlepsuje ale [p,(x)= (ale ma byt 1)
— vyhoda: p,(x) se nikdy nepfiblizi k O f U
— pouziti: mnohorozmérné prostory

39




k_-nejblizsich sousedu — klasifikace

- klasifikace do 2 tfid w, a w,
— 1. pfedlozeni vzoru x
— 2.N,aN, ... pocet trénovacich vzorl pro w, a. w, (N=N; +N,)

— 3. nalezeni poloméru (hyper)kouli
+ r, ... polomér (hyper)koule se stfedem v x, ktera obsahuje k_ trénovacich bodl z w,
* 1, ... polomér (hyper)koule se stfedem v x, ktera obsahuje k,, trénovacich bodl z w,

— 4. spocteni objemu V,a V, (hyper)kouli
— 5. klasifikace vzoru x do w, (w,)
Ky N, V. S (<)P(w2) A=Ay
kn N1 V1 P(U.)1) )\12 _)\11
vV, > (<) N, P(w,) Ay — Ay,
V1 N2 I:)((1)1) )\12 )\11

* poznamky
— hodnota k,, ... obecné rizna pro jednotlivé tfidy
— hledani nejblizSich sousedu
» Eukleidovska vzdalenost — (hyper)koule

« Mahalanobisova vzdalenost — (hyper)elipsoidy 40



Odhad apost. pravdepodobnosti

» odhad aposteriorni pravdépodobnosti P(w,|x)
— vstup
* ntrénovacich vzorul
— umisténi okénka
» okénko o velikosti V okolo x, aby mélo k trénovacich vzoru
— odhad P, (wx)
* Kk, z k trénovacich vzoru patfi do w; — odhad P (w|x) = k;/ k
— klasifikace
 tfida, ktera je nejvice reprezentovana v daném okénku

— dostatek trénovacich vzorl + dostateéné malé okénko — dobré vysledky

41



Metody odhadu hustoty — shrnuti

* metody na odhad hustoty T

L

— Parzenovo okénko
+ definuje se, jak se ma zvétSovat objem V, okénka
« V_jefunkcin

— k,-nejblizSich sousedu
+ definuje se, kolik vzoru k, ma okénko obsahovat — V, se zvétSuje, dokud nema k|,
vzoru

* k, je funkcin

42



Pravidlo k-nejblizSich sousedu

43



Pravidlo nejblizSiho souseda

« pravidlo nejblizSiho souseda

— vstup
« Dr={,..., X} ... ,0oznackované prototypy"
* X ...neznamy vzor — klasifikovan
— vystup
« X' ... prototyp z D" nejblizSi k x — klasifikace x do tfidy, kam patfi x’

« vlastnosti
— suboptimalni
— typicky
« veétSi chyba pravdépodobnosti nez minimalni mozna chyba
— lze ukazat
* pro n—oo. pravdépodobnost chyby < 2 * Bayesovska_ pravdépodobnost chyby

44



Pravidlo nejblizsiho souseda —
proc funguje?

A &4

— 0@’... znacka tfidy, kam patfi prototyp x’
— pravdépodobnost 6’=w),
— aposteriorni pravdépodobnost P(w,|x’)

— velky pocet vzoru
» lze pfedpokladat, ze x’ dostateCné blizko k x
— P(w|x’) = P(w)x)

rozdéleni pfiznakového prostoru do oblasti
— oblast R ={x ;d(x,x,) <d(X,x,), i #k}
— body v oblasti oznaCkovany tridou ,jejich® trénovaciho vzoru
— Voronoiova mozaika

45






Pravidlo nejblizsiho souseda —
viastnosti 1

vlastnosti pravidla

viiv s qwvrs

P(w. | X)= max P(w, | X)

- Plwjlx) ~ 1
« pravidlo nejbliz§iho souseda = Bayesovsky vybér

* minimum chybné pravdépodobnosti malé — pravdépodobnost chyby pfi metodé

v v

v v

« pravdépodobnosti chyby pfiblizné stejna u obou metod
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Pravidlo nejblizsiho souseda —
viastnosti 2

n— oo prdmérna pravdépodobnost chyby
— znaceni ._,_....“_,_.....-~~-_~:_':"_':::j_ _____ na n trénovacich vzorech
P _ Iim P MH:‘_:_‘::;;:: ----------
N300
: Bayesovska chyba
— |ze dokazat e e
* * C * * ...‘,...,.,..~.~,-::::.'.'.'.'.' .............
PSPSP(Z- PJSZP
-l
pOéet t‘r'.lld
N <o

— obecny pfipad — neni znam zadny vztah
» konvergence muze byt libovolné pomala
« chyba P, se nemusi monotonné sniZovat
— obecné nelze analyticky spocitat
« nutné dalSi pfedpoklady o pravdépodobnostni struktufe problému

48



Pravidlo k-nejblizSich sousedu

« zobecnéni metody

— vzor X klasifikovan do tfidy nejvice zastoupené mezi k nejblizSimi trénovacimi
vzory
* nalezeni k nejbliz§ich sousedu (trénovacich vzoru)
« zjisténi tfid nejblizSich sousedu
 vitézstvi tfidy s ,nejvétSim poctem hlasu®
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Zlepseni vypocetni slozitosti

nejblizsiho souseda

literatura
— mnoho analyz ohledné vypocetni slozitosti (pro dim=1 a dim=2)

2 zakladni techniky
— 1. metoda CasteCné vzdalenosti
— 2. eliminace zbyte¢nych prototypu
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Metoda castecné vzdalenosti — 1

vstup
— ntrénovacich vzorua (prototypl) dimenze d
— konstanta r (r<d)

vypocet
— CasteCna vzdalenost d,(x,x’) .... prvnich r pfiznaku
= d(X,X") > d(X,Xqosud_nejblizsi) — Vypocet konci
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Eliminace zbyteCnych prototypu — 2

. metoda
— eliminace prototypd, v jejichz okoli jsou jen
prototypy ze stejné tridy
— rozhodovaci hranice i celkova chyba se nezmeni

. algoritmus
1. begin
2. inicializace j ~ 0, D ~ trénovaci data, n — pocet prototypu
3. vytvofeni uplného Voronoiova diagramu z D
4. do j ~ j+1
5. nalezeni Voronoiovy sousedy pro prototyp X’
6. if (néktery soused z jiné tfidy neZ x,’) then oznaceni x;’
7. until j=n
8. odstranéni vsSech neoznacenych prototypu
9. vytvofeni Voronoiova diagramu ze zbylych (oznacenych) prototypu

10.end 52



Eliminace zbyteCnych prototypu — 2

« prototyp zustava
— pfispiva-li k rozhodovaci hranici — aspon jeden z jeho sousedu patfi k jiné tfidé

* vlastnosti
— negarantuje minimalni mnozinu prototypu (-)
— snizi vypocCetni slozitost (+)
* bez zmeény presnosti vypoctu
— nelze dodate¢né pridavat prototypy do ,vyCisténého“ modelu (-)

« Kk vyCiSteni je potfeba znalost vSech trénovacich dat
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Metriky pro metody nejblizSich
sousedu — 1

metrika
— nezapornost: D(a,b) >0
— reflexivita: D(a,b) =0jenkdyza=Db
— symetrie: D(a,b) =D(b,a)
— trojuhelnikova nerovnost: D(a,b) + D(b,c) > D(a,c)

nejbéznéjsi metriky
— Eukleidovska metrika

D(a,b) = [i(ak_bk)zr

k=1

— Minkowského metrika

q K 1/k
Lk(a,b):(Z\ak—bk\ J
k=1
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Metriky pro metody nejblizSich
sousedu — 2

q K 1/k
Minkowského metrika Lk(a,b)z(Z\ak—bk\ J
k=1
— k=1 ... Manhatannovska vzdalenost
— k=2 ... Eukleidovska vzdalenost

— k= ... maximum z projekci bodl na jednotlivé soufadnicové osy

— jak vypada mnozina bodu ve vzdalenosti 1 od po€atku pro k=1, k=2, k== ?
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Metriky pro metody nejblizSich
sousedu — 2

1/k

d k
« Minkowského metrika Lk(a,b)z[Z\ak—bk\ J
k=1
— k=1 ... Manhatannovska vzdalenost
— k=2 ... Eukleidovska vzdalenost

— k=« ... maximum z projekci bodu na jednotlivé soufadnicové osy

— jak vypada mnozina bodu ve vzdalenosti 1 od po€atku pro k=1, k=2, k== ?
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Metriky pro metody nejblizSich
sousedu — 3

* ne vzdy se hodi Eukleidovska metrika

— napf. vynasobeni kazdé soufadnicové osy konstantou
— odliSné Eukleidovské vzdalenosti v transformovaném prostoru

v v

konstanta a=1/3
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Metriky pro metody nejblizsich
sousedu — 4

» Eukleidovska metrika — invariance vuci posunuti

X, x' x'(s=3)
[ |

Dix,x(s))
A

Dix'"x,)
2.58

5

s>1 — L,(x’,X'(s)) > L,(x",xg) — chybna klasifikace
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Tangentova metrika — konstrukce
klasifikatoru

tangentova metrika
— vypocetné naro¢na (-)
— invariantni vaci zakladnim transformacim (+)

— rtransformaci
* napf. horizontalni a verikalni posun, rotace, skalovani, ¢arové ztenceni, ....

konstrukce klasifikatoru
— pro kazdy prototyp x’
1. aplikace jednotlivych transformaci F;(x’,a)
2. vytvoreni tangentového vektoru TV, pro kazdou transformaci /
TV, = F(X’,a) - X’
3. usporadani tangentovych vektort TV, do matice T(x’)

LY/ E—
e
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Tangentova metrika — klasifikace

» Kklasifikace neznamého vektoru x
— 1. spocteni tangentové vzdalenosti pro kazdy prototyp x’

Dtan(x',x):main{\ ______

zjisténi a — napfr. metod R __
diferencialniho poctu . tangentova aproximace X’ '

— 2. nalezeni prototypu s minimalni tangentovou vzdalenosti od x

60



Tangentova metrika — priklad

« 2 transformace

— rotace a Carove ztenceni s
. linearni kombinace tangentovych

. vektoru s koeficienty a,, a,
p373 X', = X+a, TV +a, TV,

.................................... " Eukleidovska vzdalenost

prototypu a tangentové
2 aproximaci x’,,,

(thinning)

~ tangentovy
. vektor TV,

—

IR SRR A
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Tangentova metrika — priklad

fedlozeny vzory x,a X
£ ) Y X8, tangentova vzdalenost D,_ (x,,x’) = min_ {]| (X'+T(X’)a) — X, ||}

— nejmensi Eukleidovska vzdalenost bodu x,,
k tangentovému prostoru bodu x’
— Eukleid. vzdalenost x, k tangentovéemu prostoru x’
— kvadraticka funkce proménné a




