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1 Uvod

Klasifikace podle nejblizsich sousedt spada mezi neparametrické metody kla-
sifikace. Tyto metody jsou zalozeny na podstatné slabsich predpokladech nez
metody parametrické. Nepredpokladame znalost tvaru pravdépodobnostnich
charakteristik tiid.

Metoda nejblizsiho souseda je zaloZena na hleddni piimo aposteriorni!
pravdépodobnosti. Je myslenkovym rozsifenim metody klasifikace podle nej-
blizsi vzdélenosti od etalonu.

Dalsim vyzna¢nym zastupcem neparametrickych metod klasifikace je me-
toda Parzenovych okének, které aproximuje z dat hustotu pravdépodobnosti.
Touto metodou se ale nebudeme dale zabyvat.

2 Definice a postup klasifikace

Znéame trénovaci mnozinu {(z;, w;) }i=1, k. Kde x; je vzorek, kterému je pii-
fazena tiida w; a K je velikost trénovaci mnoziny. Pro neznamy prvek z
hledame z) takové, ze ||z}, — x| = min||x] — x||;=1, k. Prvek zafadime do
stejné tridy, do jaké nalezi x.

Nejcastéjsi je klasifikace podle jednoho souseda (1-NN), ale existuji i kla-
sifikace pro obecné k sousedt.

3 Priklady pouziti

3.1 Priklad pouziti 1-NN

Zjistime vzdalenosti vSech prvki trénovaci mnoziny od nezndmého prvku.
Vybereme ten prvek trénovaci mnoziny, ktery je nejblize a neznadmy prvek
klasifikujeme do stejné tfidy. V nasem pripadé je nejblize prvek 2. tridy =
neznamy prvek klasifikujeme jako prvek 2. t¥idy (viz obr. 1).

3.2 Priklad pouziti 3-NN

Kolem neznamého prvku vytvotrime hyperkouli, ktera obsahuje praveé tri nej-
blizsi prvky trénovaci mnoziny. Neznamy prvek klasifikujeme do té tridy,

Imajici zkuSenostni povahu
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¥ Prvky 2. tiidy

A Neznamy prvek

Obrazek 1: Popis klasifikace 1-NN

ktera je v hyperkouli zastoupena nejvétsim poctem prvki. V nasem piipadé
klasifikujeme nezndmy prvek do 1. t¥idy (viz obr. 2). P¥i pouziti metod k-NN
pro k>1 je velmi dilezité volba k. Pro dvé t¥idy volime k vzdy liché (kvuli
jednoznacnosti rozhodovani) pro vice tf¥id mohou nastat situace, kdy nelze
jednoznac¢né rozhodnout.
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Obrazek 2: Popis klasifikace 3-NN

4 Vlastnosti k-NN klasifikatoru

4.1 Klady k-NN Kklasifikatoru

e trividlni nédvrh a implementace = slouzi jako dobra referenc¢ni metoda

e v aplikacich ¢asto vychazi PMV(g) ~ P (g) - chyby metod k-NN a
Neuronové sité jsou srovnatelné



4.2

5.1

Zapory k-NN Kklasifikatoru

pro 1-NN plati PV¥(e) > P(e) a to i pfi velké trénovaci mnozing, P(e)
je chyba Bayesovského klasifikatoru,

ale limpy_ .o PYN(e) < 2.P(g) - asymptotickou chybu? mfizeme déle
zmensit pouzitim ”editace” trénovaci mnoziny (viz déle)

pomalé rozhodovani,
ale existuji i rychlé vyhledavaci algoritmy (viz nize)

vysokd pamétova narocnost,
ale moznost kondenzace trénovaci mnoziny (viz nize)

zavisly na metrice ||.|| - zélezi na méfitku = potfeba normalizovat
zaddna generalizace

— Vapnik - Cervonénkisova dimenze je co

— chyba na trénovaci mnoziné je 0, tj. prestoze na trénovaci mno-
ziné ziskame nulovou chybu klasifikace, nelze vyjadfit jaka chyba
nastane na testovacich datech - miize byt jakakoliv

Urychleni k-NN klasifikace

Sofistikovany algoritmus vyhledani nejbliZsich k-
sousedu

klasicky problém vypocetni geometrie (computation geometry) postupy
rychlejsi nez O(logN), pro d3=2,.. k

k-D stromy - data trénovaci mnoziny setiidime podle jedné souiadnice,
nalezneme median a podle n€j rozdélime data na dvé mnoziny. Vzniklé
podmnoziny opét délime podle dalsi soutadnice. Takto postupujeme
dokud neziskdme bunky obsahujici pravé jeden bod. Pti ptileni mno-
zin stfidame cyklicky souradnice podle kterych mnoziny pulime. Pti
klasifikaci novych bodt postupujeme nasledovné:

1. Nalezneme bunku do které patii novy bod.

2chyba pfi velikosti trénovaci mnoziny jdouci k oo
3d je dimenze prostoru vzorki



2. Zmérime vzdalenost nového bodu od bodu leziciho v dané burce a
vzdalenosti od vSech hranic buriky. Pokud bod trénovaci mnoziny
lezi blize nez vsechny hranice, nalezli jsme nejbliz§iho souseda a
algoritmus konci.

3. V pripadé, ze néktreré hranice jsou bliz, nez bod trénovaci mno-
ziny musime prohledat i builky za témito hranicemi.

Obrazek 3: k-D strom

5.2 Vylouceni vzorku, které neovliviiuji klasifikaci (G.
Toussaint)

5.2.1 Vylouceni pomoci Voroniova diagramu

Voronitiv diagram vytvarime nasledovné. Nejprve nalezneme hrany Vorono-
iova diagramu. Mezi dvéma prvky mnoziny existuje Voronoiova hrana prave
tehdy kdyz existuje bod, ktery je od téchto dvou prvka stejné daleko a
vSechny ostatni prvky mnoziny lezi od tohoto bodu dal. Mezi takovymi dvéma
prvky vedeme sténu tak, ze oba prvky jsou podle ni osové soumérné. Spojnice
téchto prvki je na sténu kolmé a sténa ji protind v poloviné délky. Spojenim
stén vzniknou Voronoiovy buniky kolem kazdého bodu, viz Obrazek 4.

Lze dokazat, ze vyloucenim bun€k, jejichz Voronoiova burika sousedi pouze
s bunkami vzorku stejné tiidy se nezméni rozhodovaci nadplocha. Tim do-
sahneme zrychleni klasifikace.

Nevyhodou Voronoiova diagramu je jednak slozitost jeho vypoctu, ktera
je rovna O(NlogN + N%?) a také fakt, Ze pro dimenze vyrazné vétsi nez 1
lezi témér vsechny body pobliz rozhodovaci nadplochy. Vyloucenych bodt je
tedy malo a tim se vyhoda Voronoiova diagramu ztraci.



Obrazek 4: Voronitiv diagram

5.2.2 Aproximacéni metody

Napftiklad Ize pouzit misto Voroniova grafu Gabrieltiv graf. Jeho slozitost je
O(N?)

5.3 Kondenzace (condensing) - Devijer, Kittler

Metody kondenzace jsou iterativni a aproximacni. Aproximacni metody nejsou
optimalni, ale nezvétsuji chybu klasifikatoru. Jsou jednodussi na vypocet.

5.3.1 Kondenzace trénovaci mnoZiny pro 1-NN

e vloz do seznamu A ndhodné vybrany vzorek, ostani vzorky z trénovaci
mnoziny vloz do seznamu B.

e a) klasifikuj vzorky z B metodou 1-NN s trénovaci mnozinou A
b) je-li z; klasifikovadn nespravné, presun x; z B do A

e doslo-li v pfedchozim kroku pii priichodu celym seznamem B k piesunu,
zopakuj predchozi krok.

Vystupem algoritmu je mnozina A coZ je kondenzovana trénovaci mnozina
pro 1-NN. Tato metoda nedava pti tychz datech vzdy stejnou rozhodovaci
nadplochu, zavisi na inicializaci. Kazda z moznych rozhodovacich nadploch
je ale stejné vhodnéa a platné. Na obrazcich 5 a 6 je priklad kondenzace tré-
novaci mnoziny.



Obrazek 5: Priiklad kondenzace - pocatecéni dvourozmérna data. Teckovana
¢ara znazornuje rozhodovaci nadplochu Bayesovského klasifikatoru.

6 Editace trénovaci mnozZiny

Cilem editace je sniZeni chyby PN (g), ne zrychleni postupu klasifikace.
Jedné se o vylouceni prvki z trénovaci mnoziny, které podle hustoty ba-
ysovské pravdépodobnosti vnaseji chybu do klasifikace (samostatné prvky
jedné t¥idy, obklopené prvky z jiné tiidy). Tyto prvky jsou vétsinou chyby
meéteni nebo odchylky od typickych zastupct.

6.1 Alogoritmus editace trénovaci mnozZiny

e nihodné rozdélime trénovaci mnozinu S,, na dvé poloviny S,, a S,,,

Sn = Snl + Sng

e klasifikujeme vzorky z S, metodou k-NN. S,,, pouzivame jako tréno-



Obrazek 6: Priklad kondenzace - zkondenzovana trénovaci mnozina. Plnou
¢arou je znazornéna rozhodovaci nadplocha NN klasifikatoru. Je patrné, ze v
mistech, kde se rozhodovaci nadplochy rozchézeji, je mala pravdépodobnost
vyskytu dat.

vacl mnozinu.

e "vyeditujeme” (vyloucime) z S, vzorky, které nebyly spravné klasifi-
kovany v predchozim kroku

e vzniklou mnozinu S;, pouzijeme ke klasifikaci metodou k-NN

6.2 Asymptoticka analyza
edi _ 1-P(e)
P dt({f) = P(g)TNN(e)
Je-li PPN () << 1 (napf. 0,05), pak je editovany 1-NN quasi-Bayesovsky,

tj. témeér nerozlisitelny od Bayesovského klasifikatoru. Je tieba vzit v ivahu,
7e plati PN (g) > P(e) a proto je zlomek vidy "o kousek” vétsi nez 1.



7 Asymptoticka chyba k-NN klasifikatoru
Chyba klasifikace nejblizsiho souseda pii K vzorcich:
PYN(e) = lim PRN(e)
Stfedni hodnota priméru asymptotické chyby:
P (e) = [, P (elw)p(z)de

1. 2.
— e
PN (e|z) = [ P (el x}) playle) da)

Je-1li pocet vzorkt velmi vysoky je pravdépodobnost, ze zj, je nejbliz§im
sousedem s x, funkci jejich vzdalenosti:

K >>1— p(z,]z) = 0(z), — x)
Pravdépodobnost, ze jak x, tak z) jsou ze stejné t¥idy jako w:
Plwy, o, 2}) = Pl o) Plwrla})

Chybna klasifikace pak nutné nastava v pripadech pro nez z a x} nejsou
ze stejné tiidy:

R
PN (ele,a}) =1 = 3 Ploy|o) Plur o)

Po zpétném dosazeni do predchozich vztaht ziskame:
PYN(elz) = lim PYY(elx) = / - Z Plw ) Plwn |26 (2, — 2)da, —

1-— Z P%(w,|7)

Asymptoticka chyba je pak vyjadrena:

PYYE) = (L= 3 Pwlo)lp(@)ds
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7.1 Maximum chyby PV¥

Lze dokdzat (metodou Lagrangeovych multiplikdtort), ze PYV(¢) nabyva
maxima, kdyz

Ploa) = LoDkl _ Pl g,

P(wslz) =1— P(e|z s=r
tj. kdyz je pro vSechny tiidy stejna chyba klasifikace.

Potom

R 2
P(e|lx
> Pule) = [1 = P + (R —1) (52)
po upravé pravé strany rovnice

R 2 e|xr
2P2(wr|x) =1 2P(e|z) + P2(e|z) + D

coz vede k hledanému tvaru
R
PNN(elz) =1 =3 P*(w|z) = 2P(e|z) — F5 P2(elz)
r=1

ktery udava chybu odhadu pro konkrétni z. Abychom ziskali PVN(¢)
musime integrovat pfes vSechna x. Zde si pomtizeme vyjadienim rozptylu, z
n&hoz vyplyne pfevod jinak problematického ¢lenu P?(g|x).

var{P(elz)} = [,[P(c|x) — P(e)]*p(x)dz = [ P*(elx)p(x)dz — P*(c) > 0

Vidime tedy, ze P?(¢) < [ P*(¢|z)p(z)dx a mizeme tedy nasi rovnici
prepsat nerovnici

PYN(g) <2P(e) — F£5P%(e)

Zavérem pak mizeme zopakovat jiz diive uvedenou a nyni dokézanou
vlastnost

P(e) < PYN(e) < 2P(e)

Vztah mezi chybou Bayesovského klasifikdtoru a asymptotickou chybou
metody nejbliz§iho souseda prehledné znazornuje Obrazek 7.
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Obrazek 7: Vztah mezi chybou Bayesovského klasifikdtoru a asymptotickou
chybou metody nejblizsiho souseda

7.2 Chyba k-NN Kklasifikatoru

Plati, ze chyba metody nejblizsich sousedi klesa s "poctem” nejblizsich sou-
sedl a dale ji lze snizit editaci trénovaci mnoziny, jak bylo uvedeno vyse.

PNN(g) S PkNN(g) S PSNN(g) S PINN(€) S 2P(6)

PlNN

Vkr

P*NN(e) < P(e) +

8 Priklad - Porovnani Bayesovského a 1-NIN
klasifikatoru

P(wi|z) =0,6
P(wylz) = 0,2
P(wslz) =0,2

Bayesovska chyba:
P(e|lx) =1 — max(P(w;|z)) =1—-0,6 =0,4

Asymptoticka chyba:
PVN(glz) =1 -5 P*(wi]z) =1 — (0,36 + 0,04+ 0,04) = 0,56

wi
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