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NEPARAMETRICKE BAYESOVSKE
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Abstrakt: V pfispévku je odvozen neparametricky bayesovsky odhad funkce
spolehlivosti pii Koziolové-Greenové modelu ndhodného cenzorovani, jako
apriorni rozdéleni kumulativni intenzity poruch se predpokladd gama pro-
ces.

1 Uvod

Mezi bayesovskymi metodami jsou jako neparametrické oznacovany ty, které
pocitaji s apriornimi rozdélenimi nikoli pro koneény pocet parametrd urci-
tého rozdéleni, ale pro obvykle nekoneé¢nérozmérné parametry, jako je napft.
distribuéni funkce. Ferguson [2] pfedstavil jako apriorni model na prostoru
pravdépodobnostnich mér rozdéleni Dirichletova procesu a od té doby byla
zkouména jako apriorni celd fada procesi (beta, gama, smiSené, zprava ne-
utralni) s uplatnénim v rtiznych modelech analyzy dat o pfeziti ¢i teorie spo-
lehlivosti, véetné cenzorovani. V nasledujicim textu se budeme vénovat od-
hadu funkce pteziti v Koziolové-Greenové modelu ndhodného cenzorovani [7].
V tomto modelu je rozdéleni cenzoru svazano s rozdélenim cenzorované veli-
¢iny a nelze proto pouzit tradi¢ni odhady.

Jesté predtim ale struc¢né priblizime princip neparametrickych bayesov-
skych metod, nékterd apriorni rozdéleni a uplatnéni téchto metod v analyze
dat o preziti obecné. Z ptrehlednych ¢lankd shrnujicich tuto problematiku
jmenujme [4] ¢ [11].

2 Neparametricka apriorni rozdéleni

Uvazujme pozorovani X s hodnotami v méfitelném prostoru (X, .A), jejichz
rozdéleni () nezname. PFi parametrickém pristupu predpokladame, Ze rozdeé-
leni @) je urcitého typu, ze pochazi z urcité tizké rodiny rozdéleni paramet-
rizované kone¢nym poctem parametrii, napt. ze je normalni, Q = Q, ,> =
N(p, 02). V bayesovské statistice povazujeme parametry za ndhodné veli¢iny,
apriorni informace o nich je vyjadfena apriornim rozdélenim na mnoziné moz-
nych hodnot parametrt (v uvedeném piikladu na R x R™).

Pri “neparametrickém” pristupu se v iivahach o Q neomezujeme, t¥idou
moznych rozdéleni pozorovani mohou byt potencidlné vsechna rozdéleni na
(X, A), nezndmym parametrem je sama pravdépodobnostni mira Q). Pravdé-
podobnosti Q(A) jednotlivych mnozin z A povazujeme za nadhodné veli¢iny
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a celou nadhodnou pravdépodobnost Q = (Q(A4),A € A) muZzeme chépat
jako ndhodny proces indexovany prvky z A. Apriorni informace o ném je
popsana apriornim rozdélenim na mnoziné pravdépodobnostnich mér, resp.
jejich charakteristik, napf. distribu¢nich funkci v pripadé pozorovani s real-
nymi hodnotami.

Asi nejznaméjsim neparametrickym apriornim rozdélenim je rozdéleni Di-
richletova procesu [2].

Definice 2.1. Rekneme, Ze proces ) je Dirichletiiv s parametrem o = ngQo,
kde ng € R™ a Qo je pravdépodobnostni mira na (X,.A), pokud pro libovolnj
rozklad Aq,..., Ap € A, JA; = X disjunkiné, je

(Q(Al)a SRRR) Q(Ak)) ~ D(a(Al)a SRR a(Ak))a
kde D znaci Dirichletovo rozdéleni. Znacime Q ~ D(a).

Je EQ(AZ) - QO(AI) a var Q(Az) - Q()(Al)(l - QQ(Az))/(’n() + 1), rozdé-
leni procesu je tedy soustfedéno kolem pravdépodobnostni miry @, zatimco
no udava stupen koncentrace. Dirichletv proces pokryva ve smyslu nosice si-
rokou tfidu rozdéleni na (X, A), na druhou stranu @ je s pravdépodobnosti 1
diskrétnim rozdélenim. Dirichletovym procesem je napti. Q(A) = > p,dy, (A)
(0, zna¢i Diracovu miru soustfedénou v bodé ), kde body Y1, Ys, -+ € X, na
nichz je hodnota @) soustfedéna, se generuji jako ndhodny vybér z rozdéleni
Qo, a to nezavisle na prislusnych pravdépodobnostech p,, = 6,, [] ; en(1=105),
n € N, kde 61,02, ... jsou nezavislé s beta rozdélenim B(1,ng) [9]. [2] ukazuje
jinou volbu bodu a skokii.

Mnohem sirsi tfidou apriornich rozdéleni pro rozdéleni na X = R jsou
procesy neutralni zprava [1]. O zprava neutrdlnim procesu hovofime, kdyz
normalizované piirtistky distribuéni funkce F'(t) = Q(—o0,t)

F(te) — F(t1) F(ty,) — F(tn-1)
F(t,), ——————, ... ,———————=
1—F(t1) 1—F(tn-1)
jsou nezavislé pro libovolnd t; < to < --- < t,. Totéz muzeme vyjadrit také

pomoci piislusné “kumulativni intenzity” A(t) = —In(1 — F(1)).

Definice 2.2. Rekneme, Ze Q, resp. A je zprava neutrdlni proces, jestlize A
je neklesajici, zprava spojity proces s nezavislymi priristky a A(—o0) = 0,
A(0) = 0.

Nemé-li proces A nendhodnou slozku, s pravdépodobnosti 1 intenzita A
opét piislusi diskrétnimu rozdéleni. Tak jak intenzita A generuje na (R, B(R))
miru, zna¢ime strucné napt. A(s,t) = A(t—) — A(s), A{t} = A(t) — A(t—),
apod. Specialnim pfipadem zprava neutralniho procesu je gama proces.

Definice 2.3. Mayji-li prirustky zprava neutrdalniho procesu A gama rozdélent,
A(s,t) ~ G(no,nolo(s,t)), kde ng > 0 a Ag je néjakd kumulativni intenzita,
nazveme ho gama procesem a znacime A ~ G(no, Ao).
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Parametry ng a Ag maji podobny vyznam jako parametry Dirichletova
procesu, je EA(s,t) = Ao(s,t), var A(s,t) = Ao(s,t)/no. Rozdélenim G(ng, 0)
rozumime rozdéleni degenerované v 0. Podobné jako Dirichletiv proces, i ga-
ma proces muze byt definovan na obecném prostoru, nejen na (R, B(R)).

Podivejme se nyni, jak vypadaji neparametrické bayesovské odhady od-
povidajici uvedenym apriornim procestim. Jako pozorované data uvazujme
jednak uplny nahodny vybér X, ..., X, z rozdéleni @) a jednak vybér s cen-
zorovanim. Pripoustime tedy, ze i-ty ¢as X; muze byt zprava cenzorovan
veli¢inou Y; na ném nezavislou. Skutecné pozorované hodnoty pak tvori na-
hodny vybér dvojic

data = (21;51);-~'7(Zn;5n)7 kde Zz :IIllIl(XZ,Y;) a5i :I[Xq,qu,] (1)
jsou pozorovany ¢as (skuteéné pozorovani X; nebo ¢as cenzorovani) a indi-
kétor cenzorovani. Znac¢me jako Ny = #{i, X; > t}, resp. Ny = #{i, Z; > t},
pocet pozorovani prekracujicich ¢.

Je-li apriornim rozdélenim ) Dirichletiv proces D(a), a = noQo, pak
aposteriorni rozdélenim (Q | X1,...,X,,) je opét Dirichletuv proces, D(« +
> dx,). V ptipadé redlnych pozorovéani tak napt. pfi kvadratické ztratové
funkeci mame jako bayesovské odhady distribuéni funkce F'(z) = Q(—o0, x),
resp. stfedni hodnoty rozdéleni @), prislusné aposteriorni stfedni hodnoty

- (= 2 F, __ E X
Fla) = (a+ 3 0x)(~002) _ moFo(x) +nFu() g5 noEQo+n
ng+n nog +n ng+n

kde Fj je distribuéni funkce prislusna Qg a F), je empiricka distribu¢ni funkce
pozorovani. V piipadé cenzorovanych pozorovani (1) uz konjugovanost sys-
tému Dirichletovych mér neplati, aposteriorni rozdéleni spada mezi beta-
Stacyovy procesy [12]. Odhad funkce spolehlivosti S = 1 — F je ale dobfe
znam a ma tvar [10]

~ noSo(t) + Ny noSo(z—) + N(z—) — u(x
5 = n(J)rn H (nS(x)(+])\7 <
0 e Mo 050 x
kde So(t) = 1 — Fo(t), u(t) je pocet necenzorovanych pozorovani v oka-

mziku ¢ a M} jsou okamziky s (alesponi jednim) cenzorovanym pozorova-
nim, M} = {z £ t,3;Z; = x,0; = j}, j = 0,1. Dokonce rozdéleni Y; se
pro rtzna ¢ mohou lisit a mtze jit také o degenerované nahodné veli¢iny,
cenzorovani ¢asem. PTi zmensujici se mife pocatecni informace ng — 0 je
F — F, aEQ — X a podobné v piipadé cenzorovani dostaneme v limité
neparametricky Kaplanuv-Meiertuv odhad, S(t) — erMtl (I —wu(z)/N(z—)).

Podobnéa “konjugovanost” plati i pro zprava neutralni procesy, ve tfidé
zprava neutrélnich procesii (pfi danych hodnotach cenzort) zistaneme i v p¥i-
padé cenzorovéni, viz [3]. Zajimavou vlastnosti je, ze i kdyZz proces kumu-
lativni intenzity A nema za apriorniho rozdéleni skoky v pevnych bodech,
v aposteriornim rozdéleni se takové skoky v okamzicich pozorovani vzdy ob-
jevi. Ve tridé zprava neutralnich procest ztistaneme dokonce i pfi jiném cen-
zorovani, napt. X; 2 Y;. Zapis odhadt je v obecné $ifi komplikovany, uvedme
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aspon specidlni ptipad gama procesu. Je-li apriorné A ~ G(ng, Ag), kde Ag je
spojita, a jsou-li pozorovani navzajem rizna, pak

S ng + Ny \molo(t) n; + 1\ nodo(®) In((n; +2)/(n; + 1))
FU)ili(no—i—Nt—i—l) H ( n; ) In((n; +1)/n;)

LA =

kde n; = no + Nx,. Aposteriorni rozdéleni A ale gama procesem neni. V pii-
padé cenzorovéani (1) ma (pfi Z; navzéjem ruznych a spojité Ag) odhad opét
stejny tvar, soucin nyni probihd pouze pres necenzorovand pozorovani.

Existuje a pouziva se fada dalsich apriornich rozdéleni, napf. smési Di-
richletovych ¢i gama procestt nebo naopak Dirichletiv proces, jehoz parametr
je smési rozdéleni. Jiné apriorni procesy mohou vést, na rozdil od popsanych,
ke spojitym rozdélenim, nebo pfimo modelovat ndhodné hustoty ¢i (nekumu-
lativni) intenzity poruch. V uréitych situacich mize byt vhodngjsi zabyvat
se misto kumulativni intenzity A jeji variantou A*(z) = f<0’x>(dF(t)/S(t—)),
x >0, viz [5].

3 Odhady v Koziolové-Greenové modelu

V Koziolové-Greenové modelu se u pozorovéni (1) predpokldda, ze distribuéni
funkce F' dob zivota X; je s distribucni funkci Fy Casti cenzorovani Y; svizana
podminkou 1—Fy = (1—F)7 s néjakou konstantou v > 0, tzn. ze kumulativni
intenzity jsou si timérné, Ay = yA. Rozdéleni X; a Y; tak maji spolecny
parametr a i v pozorovani samotné cenzorujici veli¢iny (Y; = ¢t nebo Y; = t)
je obsazena informace o kumulativni intenzité A. S tim uvedené priklady
odhadii nepocitaji. Podobny problém fesi v modelu konkurujicich si rizik [8]
zavedenim “vicerozmérného” Dirichletova procesu.

Budeme predpokladat, ze “parametry” A a ~ jsou pfi apriornim rozdé-
leni nezévislé, A je gama proces G(ng, Ag) a rozdéleni v ma hustotu 7 (7),
~v > 0. Pro jednoduchost zapisu budeme dale predpokladat, ze Ag je kumu-
lativni intenzita spojitého rozdéleni, ze pozorovani Z; jsou navzajem riuzna
a jiz uspofadand vzestupné. Ozna¢me jesté dale jako Go(a,b), a > 0,0 > 0
rozdéleni na R s hustotou a momentovou vytvorujici funkci

le oz —e7b® In((a —6)/(b—0))

@) = @y °> % MO ="

, 0 < min(a,b),

které vyplyne jako aposteriorni rozdéleni skokid u A, a nakonec

1o )”OAO(ZJ—MZJ)
no + Nijl(]‘ + ’Y)
no+Nz; (147)

et )
ot Nz, (1+7)+1°
Dj(v) = (;Lo+]flsz(1+'y)+1

—In o e

Ci(v) = ( ) (2)

;=1
5; =0,
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kde NNV; stale znaci pocet pozorovani Z; prekracujicich ¢, za nasich specidlnich
pfedpokladt tedy Nz, =n — j.

Nyni muzeme zformulovat tvrzeni o aposteriornim rozdéleni parametra.
Prestoze pii apriornim rozdéleni proces A nemé skoky v pevné danych bo-
dech, v aposteriornim rozdéleni takové skoky jsou, a to v bodech pozorovani.
Skutec¢nost, ze rozdéleni téchto skokii nezavisi (v nasem piipadé) na konkrét-
nich ¢asech pozorovani je dana homogenitou gama procesu jakozto Lévyova
procesu (viz [3]).

Tvrzeni 3.1. Je-li A apriorné rozdélena jako gama proces G(ng,nolo), kde
Ao je absolutné spojitd funkce, a v ma apriorni hustotu 7(vy), v > 0, a je
nezavislé s A, pak pii dangch pozorovanich (1) s uspordddnim Zy < --- < Z,
pro aposteriorni rozdéleni plati

e (A | data,v) je rozdéleni procesu s nezdvislymi priristky, pricemz pro
(s,t) C (Ziy Zig1),1=0,...,n (volime Zy =0, Z,,41 = 00) je

(A(s,t) | data,v) ~ G(ng + Ns(1 4+ 7v),noMo(s,t))
aprot=2Z; ma A vt skok s rozdélenim

Nz (1 N, (1 1 L
(A{Z;} | data,v) ~ Go(Nz; (1 +7), Nz,(1 +7) +1), 5 =1,
Go(Nz,(1+7) +1,Nz,(1+~)+1+7), & =0,

e (v|data) md rozdéleni s hustotou

(v | data) o (HC ) (), y>0.

Diikaz. Aposteriorni rozdéleni ziskdme postupnymi aktualizacemi po jednot-
livych pozorovéanich (Z,6). Kazdé takové pozorovani zachycuje bud dvojici
X=tY 2t kdyz Z =1t,6 =1, nebo X > t,Y =t, kdyz Z = t,6 = 0.
Naznacime dukaz aktualizace po prvnim pozorovani pro pripad s § = 0, tj.
vypocet aposteriorniho rozdéleni po pozorovani dvojice X > ¢, Y =t.
Zvolme libovolné déleni 0 =ty < t; < -+ <t < oo s délicimi body ruz-
nymi od ¢ a necht i je ten index, pro néjz t € (t;_1,t;). Postupujeme ve dvou

krocich. Nejprve urcéime aposteriorni rozdéleni veli¢in v a A = (A1,..., \g),
kde \; = A(tj_1,t5), 5 = 1,...,k, pfi daném Y = ¢t. Jejich momentova
vytvorujici funkce mé v bodé (90, 01,...,0;) hodnotu

M) =EU|Y = 1) = / Moyt (Brs - 07y | Y = D) dy, (3)
0

U = e"%e2 A% Spocteme I(z f M) fy (t)dt, x € (ti—1,t:), kde fy
zna¢i nepodminénou hustotu Y a odtud pak M(t) = (=1/fy(¢))(dI(t)/de).
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7 definice podminéné stredni hodnoty mame

I(x)/y> E(U|Y)dP:/ U dP=EU -P(Y >z|A,7))

Y>x

= E(Uei’yA(m)) — E(e’YGO H e*)‘j(’Y*GJ) . e*Ail(’Y*Qi)eAizei . H e)\j9j>
7<i >t

/OO 0o H( ng )”OAE? ( no )nok?l(:c)
= e R — o —_—
0 jisnoty —0; no+7 — 0
ng )"0/\?2(55) ( no )no)\?
’ d
(no —0; j]-:-[ ng — 0; () dy

pii znaceni \) = E\; = Ag(t;-1,t;) a podobné A}, (z) = Ag(ti—1, ), Ay () =
Ao(z,t;). Ve vysledném vyrazu pro M (t) (po zminéném zderivovani) si pii
srovnani s (3) pfecteme hustotu 7(v |Y = t) a vytvoiujici funkci My, y—)-
Ta se rozpada na soucin vytvorujicich funkei velicin A, veli¢iny Ay, ..., Ax
jsou tedy pri daném ~ (a Y = ¢) nezavislé. Kromé \; jde o vytvorujici funkce
gama rozdéleni, veli¢ina \; = A(t;—1,¢;) méa vytvorujici funkei jako soucet
nezavislych veli¢in s rozdélenimi G(ng + 7, noMo(ti—1,t)), Go(no,no + 7)
a G(no,nolMo(t,t;)). Ve skutecnosti popisuje tato trojice rozdéleni veli¢in
A(ti_l, t), A{t} a A(t, ti).

Nakonec pfidame jesté pozorovani X > t, aktualizované aposteriorni hus-
tota napt. pro A = (\j, j # i, Ai1, Aey = A({t}), Ai2) a v bude

7MY X >tY =) « P(X >t | ANy, Y =t)r(\,v|Y =1)
=P(X > t[ANTA Y| Y =t) =e” Cuci MMM () y [V = 1),

V pfipadé s 6 = 1 bychom stejnym postupem nejprve urcili rozdéleni
parametrti pfi X = t a ndsledné piidali Y = ¢. Podobné bychom aktualizovali
aposteriorni rozdéleni pfi dalsich pozorovanich, do déleni bychom zatradili
také vSechny ¢asy predchozich pozorovani. |

V dtikazu jsme vyuzili, jak radi [6], konkrétniho tvaru apriorniho rozdé-
leni. Obecnéjsi diikazovou techniku, zaloZzenou na Lévyoveé mife neklesajiciho
procesu A, nabizi [1]. Ke spravné aposteriorni hustoté ale vede i jednodu-
chy intuitivni pfistup — zkombinovat apriorni hustotu parametrt s vérohod-
nostni funkci danou pozorovanimi. Do apriorni hustoty ovSem musime pro
(apriorné) nulové veliciny A\(;3 = A{t}, t = Z;, formalné zapsat “hustotu”
AfjaefnoA{i}, Arjy > 0, jakozto hustotu “gama” rozdéleni G(ng,0). Mame
tedy

AT —noxs . y—1 a—noA(s
w(A)ocHAj e TeAGe i
a do vérohodnostni funkce s kazdym pozorovanim pridavame c¢len typu

e~ i< A (L47) =325 i Ay (1+7)pi
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pro pozorovani v ¢ase t;, kde p; = 1 — e~ Mi} u pozorovani necenzorovaného
ap; = e M (1 — e M) u cenzorovaného. P¥i daném v rozezname pak
hustotu A a snadno zjistime i normovaci konstanty C;(y) a D; (7).

Uvedme koneéné tvar bayesovského odhadu funkce spolehlivosti pro dobu
zivota pti kvadratické ztratové funkci, tj. aposteriorni stfedni hodnotu veli-
¢iny exp(—A(t)).

Tvrzeni 3.2. Za predpokladi predchoziho tuvrzeni mame pro funkci spolehli-
vosti S bayesovsky odhad

R / (H Cl(v)Dy (v)) CH(7)Cia(7)Di(7) (H C;(y)D, (7)) 7(7) dy

t) _ 7<i J>1

/ <H Cj (’y)) Ci1(7)Ci2(7) (H D; (’y)) 7(y) dy

J#

t € (Zi—1,2Z;), kde Cii(7y), resp. Cia(y) jsou jako Ci(v) v (2), ale s exponenty
noAo(Zi_1,t), resp. noMAo(t, Z;) a CF, resp. DT jsou jako C a D, ale s Ny(1+
v) + 1 misto N¢(1 4 7).

Diikaz. Pouzijeme znaceni jako v dikazu predchoziho tvrzeni, ale s délenim
0=Zp<Z1<--<Zpaste (Zi—1,7Z;). Politame

5(t) = Be 0 = B[ (T Be™ [ ) Ble 01 7)) Bl 7)),

Jj<i

kde vSechny stfedni hodnoty rozumime navic jako podminéné pozorovanimi
(1), tj. pfi aposteriornim rozdéleni. Ve vyrazu uvedené stiedni hodnoty E(.|7)
jsou postupné C;f ()/C;(v), D (v)/D;(7) a C(7)/Cir (7). O

Omezujici predpoklady jsme zavedli jen z divodu piehlednosti, v jejich
uvolnéni ndm nic nebrani. Pokud napf. pfipustime skoky v “apriornim od-
hadu” Ay, pak v ptipadé shody nékterého pozorovani s bodem skoku se
jako aposteriorni rozdéleni skoku v takovém bodé misto rozdéleni Gy ob-
jevi rozdéleni s hustotou imérnou rozdilu gama hustot a misto “normovaci
konstanty” D(y) rozdil “konstant” C(v). Podobné, lze dospét k aposterior-
nim rozdélenim i v pripadé shod ¢asti nékterych pozorovani. V piipadé dvou
cenzorovanych pozorovani ve stejném case t = t; to znamena v prislusném
délicim bodé ¢len e=2M: (1 — e~ *17)2, kdyz byla obé cenzorovand, nebo
e Mt (1 — e~ M117)(1 — e~ M4, kdyZ jedno bylo cenzorované a jedno niko-
liv. Tomu pak odpovidaji i normovaci konstanty, misto D;(y) dostaneme
(no+2)(no+2+2v) (no+1)(no+2++)

(no+2+7)2 (no+1+4+7)(no+2)
typy cenzorovanych pozorovani jako jsou X =Y =tnebo X 2 Y)Y =t

Podobny postup jako pro gama proces je mozné uplatnit také pro jina
apriorni rozdéleni. Napf. v piipadé apriorniho Dirichletova procesu 1—e =4 ~

D(«) v normovacich konstantach vyjdou rozdily digama funkei.

In , resp. In Podobné muzeme uvazit i jiné
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