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ABSTRAKT. Prispévek se v nékolika prikladech zabyva bayesovskymi odhady a
nékterymi jejich vlastnostmi. Popsany jsou odhady parametra urcitych zaklad-
nich rozdéleni, odhady z oblasti regrese, nebo analyzy dat o preziti. Priklady
zahrnuji i empirické bayesovské odhady a neparametrické bayesovské odhady.

1. BAYESOVSKY PRISTUP

V obvyklém modelu matematické statistiky mame k dispozici vysledky nahod-
ného pokusu v podobé pozorovani ndhodnych veli¢in X = (X1,..., X,,) s hustotou
f(x) = f(z;0). Hustota f je zndma jen CasteCné, je zndm jeji tvar az na néko-
lik parametri, 6. Napt. vime, ze X tvoii ndhodny vybér z normalniho rozdéleni
N(p, 02), jehoz parametry, @ = (i1, 02) ale nezname. Ukolem je uéinit urcité zavéry
o rozdéleni pozorovanych hodnot tykajici se parametru 6 nebo jeho funkci. Re-
sime takové tulohy, jako je hledani bodového nebo intervalového odhadu, testovani
hypotéz, apod.

Pri klasickém pristupu pocitame s parametrem 6 jako s neznamou, ale pevnou
konstantou, k zavértiim pouzivame tvar hustoty f(z;6) a pozorovani X. Ruzné typy
odhadu zahrnuji odhad metodou maximéalni vérohodnosti, momentové odhady, atd.

P1i bayesovském pristupu naproti tomu povazujeme parametr ¢ za ndhodnou ve-
licinu, jejiz hodnotu sice nepozorujeme, ale jejiz rozdéleni zname. Hustotu velic¢iny
0 zna¢me 7(#). Tato hustota vyjadfuje apriorni informaci o moznych hodnotéach
parametru #, informaci, kterou mame jesté pred pokusem, tedy ziskanou nezavisle
na pozorovanich X. Technicky, hustotu pozorovani f(z;#) chdpeme pfi tomto pii-
stupu jako podminénou hustotu f(x|6) veli¢iny X p#i danych hodnotéch velic¢iny 6.
K zévérum pak oproti klasickému pfistupu navic pouzijeme apriorni hustotu 7 (0).

Apriorni hustota muze byt zvolena zcela objektivné, napf. na zakladé zkuSenosti
s pozorovanimi z minulosti, nebo na zakladé vnéjsich informaci, napt. z fyzikalni
podstaty problému. Moznéa je ale také subjektivni volba, vyjadfujici individualni
nazor na pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych hodnot parametru. Vyskytuje se i
volba z nouze tak, aby ,,to slo spocitat®. Pokud nam jde ale jen o konkrétni hodnoty
odhadti parametrt a nepotfebujeme odhady studovat tfeba teoreticky, neni problém
zvolit apriorni hustotu, ktera vérné odrazi apriorni informace, a odhady hledat pro
konkrétni data s pomoci pocitace.

Veskeré zavéry zalozené na datech se odvijeji od aposteriorniho rozdéleni para-
metru. Vztah mezi apriorni a aposteriorni hustotou zachycuje Bayesova véta:

Tato prace vznikla s podporou vyzkumného zaméru MSM 4977751301.
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Tvrzeni 1.1. Md-li vektor (X,Y) sdruzenou hustotu f(z,y), pak podminénd hus-
tota slozky Y za podminky, Ze X = x, je

[ y)f(y)
flylz) = —=—773,
WD =)
kde f(x |y) znaci podminénou hustotu X pri dangch hodnotdch slozky Y, f(x) a
f(y) jsou margindlni hustoty sloZek.

Prepiseme-li tvrzeni v nasem oznaceni, dostavame pro aposteriorni hustotu pa-
rametru 6 pri danych hodnotach pozorovani X = x vztah

(1.1) (0| x) o< f(z|0)m(0).

Aposteriorni hustota je az na néjakou normovaci konstantu rovna soucinu vérohod-
nostni funkce L(0) = f(x;0) = f(z | §) pro parametr § na zakladé pozorovani X a
apriorni hustoty 7(#). Kombinuje tak apriorni informaci o parametru s informaci
obsazenou v pozorovanich.

Jako apriorni hustoty se pouzivaji i tzv. nevlastni hustoty, tj. nezaporné funkce
7(f) s [ m(0) = oo (integral neni roven 1,  tedy neni vlastni hustotou, ani ji nelze
znormovat tak, aby se hustotou stala), pokud aposteriorni hustota vyjde vlastni.
V pripadé prace s diskrétnimi rozdéleni na mistech hustot vystupuji pravdépodob-
nostni funkce a na mistech integral sumy.

Podobneé jako u klasickych odhadi, rozliSujeme i pfi bayesovském pristupu rizné
typy odhadi. Jako bodovy odhad mitiZzeme pouzit obdobu maximalné vérohodného
odhadu, tj. tu hodnotu 6, kde aposteriorni hustota 7(6|z) nabyvé nejvyssi hodnoty.
Jingm typem odhadil jsou stiedni hodnota aposteriorniho rozdéleni = E(6|X),
nebo aposteriorni medidn, odpovidajici minimalizaci primérné ztraty pii ztratové
funkei kvadratické, L(8,6) = (6 — )2, resp. s absolutni hodnotou, L(6, 6) = |0 — 6].
Bayesovskou (1 — «v)-konfidené¢ni oblast (interval) definujeme jako takovou mnozinu
I,proniz P( € I|X) = 1—a. O hypotézach mizeme rozhodovat pfimo porovnanim
pravdépodobnosti, s jakymi pii aposteriornim rozdéleni nastavaji, nebo také pomoci
ztratovych funkci.

Podrobny vyklad o bayesovskych metodéach, véetné odpovidajicich partii z teorie
rozhodovani, lze nalézt napf. v knize Berger (1985) nebo ve skriptech Huskova
(1985). My se ted budeme vénovat slibovanym piikladim bayesovskych odhadi.

2. PRAVDEPODOBNOSTI USPECHU

V prvnim piikladu se budeme zabyvat Bernoulliovym schématem. Nasim tikolem
je odhadnout pravdépodobnost p vyskytu uréitého jevu (pravdépodobnost tispéchu)
v ndhodném pokusu. Proto pokus n-krat nezavisle zopakujeme a sledujeme pocet
vyskyti jevu v téchto n opakovanich. Nahodna veli¢ina S udavajici pocet vyskyti
v n opakovanich, tedy pocet ,aspéchi“ v bernoulliovské posloupnosti, ma binomické
rozdéleni S ~ Bi(n, p), vérohodnostni funkce pro parametr p mé tedy tvar

(2.1) L) = P(s = k1) = ()1,

pozorovany pocet vyskyti k£ mize byt 0,1,...,n.
Nemame-li zddnou apriorni informaci o pravdépodobnosti p, zvolime pro ni ne-
urcitou hustotu rovnomeérné rozlozenou na oboru hodnot

(2.2) m(p) =1, pe(0,1).



BAYESOVSKE ODHADY V NEKTERYCH MODELECH 3

Je ovSem nutné poznamenat, ze tomuto neurcitému apriornimu rozdéleni pro prav-
dépodobnost p odpovidd u poméru sanci v = p/(1 — p) hustota 7(v) = (1 + )2,
~v > 0, preferujici nizké hodnoty parametru ~ pfed vét$imi (viz obr. 1). Neur¢ité
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OBRAZEK 1. Odpovidajici si hustoty parametru p (nahofe, rovno-
mérnd) a parametru v (dole, rovnomérnd neni).

informaci o pravdépodobnosti p tedy neodpovida neurcita, rovnomérné rozlozena
informace o poméru Sanci .

Vypocet aposteriorniho rozdeéleni je jednoduchy, podle Bayesovy véty je Gmérna
soutinu (2.1) a (2.2). P¥i vypodtu si nemusime vsimat nésobici konstanty (}) z (2.1),
protoze neobsahuje proménnou p. PiSeme strucné

m(p|S=k) xp(1—p)" -1, pe(0,1).

A7 na normovaci konstantu vidime ve vyjadreni aposteriorni hustoty hustotu beta
rozdéleni B(k 4+ 1,n — k + 1), na obr. 2 je znazornén jeji tvar v konkrétnim piipadé
(dalsi znazornéni hustot beta rozdéleni viz obr. 3). Bayesovskym odhadem hledané
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OBRAZEK 2. Apriorni hustota (¢arkované) a aposteriorni hustoty
parametru p v pripadé k = 7, resp. k = 10 tspéchi pti n = 10
opakovanich.
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pravdépodobnosti p je pomoci aposteriorni stfedni hodnoty odhad
k+1

n+1’

zaroven jde i o bayesovsky odhad maximalné vérohodného typu.

Apriornim rozdélenim, které umoznuje zachytit bohatsi nez neurcitou apriorni
informaci, a pfitom jesté nezkomplikuje vypocet, je beta rozdéleni B(a,b), a,b > 0,
s hustotou
(23) m(p) = B(a,0) 'p" (1 =p)* !, pe(0,1),

kde B(a,b) oznacuje beta funkci. Rovnomérnou hustotu (2.2) dostaneme pii a =

P=E(p|S=k =
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OBRAZEK 3. Hustota beta rozdéleni B(a,b) pro rizné kombinace
hodnot parametrt a a b.

b = 1. Aposteriornim rozdélenim plynoucim z (2.3) je rozdéleni s hustotou
m(p| S =k)ocp*(1—p)" " p*H(1-p)*!
=p" 1 —p)*T"F ~Bla+ kb +n — k),

tedy znovu beta rozdéleni. Pfechod od apriorni k aposteriorni hustoté tak spociva
jen v upravé parametri rozdéleni. Parametr p bychom bayesovsky odhadli jako

. a—+k
2. -
(25) b a+b+n’

coz je stfedni hodnota aposteriorniho rozdéleni.

Nékdy mame divod uvazovat jako apriorni rozdéleni urcity typ rozdéleni, ne-
zname ale jeho parametry (zde parametry a a b). Je-li v takové situaci k dispozici
alespon informace o pravdépodobnosti vyskytu rtznych jejich hodnot, mizeme i
parametry apriorniho rozdéleni déale povazovat za ndhodné veli¢iny (mluvi se o hy-
perparametrech), zavést dalsi iroven apriornich rozdéleni a analogické vzorce pro
aposteriorni rozdéleni pti danych pozorovanich odvodit i v takto komplikovanéjsim
modelu.

Jinou moznosti je nahradit nezndmé parametry apriorniho rozdéleni vhodnymi
odhady. Pti jejich hledani mtzeme vyuzit i pfipadna dalsi pozorovani, jejichz roz-
déleni vychazi ze stejného apriorniho rozdéleni. Bayesovské odhady, kde k odhadu
parametri apriorniho rozdéleni bylo pouzito dat, se oznacuji jako empirické baye-
sovské. Takovy typ odhadu pouzijeme v nasledujicim piikladu.

(2.4)
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3. NEHODY RIDICU

Chceme pro jednotlivé fidice odhadnout pravdépodobnost, s jakou budou mit
v piistim roce nehodu (napt. kvili stanoveni vySe pojistného pro nastavajici rok
v pojisténi vozidel). K dispozici mame informace o poc¢tech ,nehodovych“ roku za
uplynulych n = 10 let od N = 20 ridict:

(3.1) 0,0,2,0,0,2,2,0,6,4,3,1,1,1,0,0,5,1,1,0.

Predpokladame, ze pravdépodobnosti nehod se u ridi¢a v pozorovanych letech ne-
ménily, u j-tého Fidice ji znac¢me p;, j =1,..., N. Zavedme dale pomocné veli¢iny
Xj; s hodnotami X;; = 1, kdyZ j-ty fidic mél v i-tém roce nehodu, a X;; = 0,
kdyz ji nemél. Roky povazujeme za nezéavislé, tedy ndhodné veli¢iny S; = >, Xjs,
udavajici pocty roktlt s nehodou za uplynulych n let u jednotlivych ridi¢d, maji
binomické rozdéleni, S; ~ Bi(n,p;).

Bylo by mozné odhadnout pravdépodobnosti p; spoletné pro vSechny fidice,
takovym kolektivnim odhadem by bylo

p=(N"1>_S;)/n=(1/20)-29/10 = 0,145.

Nasim cilem je ale odhadnout pravdépodobnosti p; individualné. Také x2-test ho-
mogenity rozdéleni veli¢in X;;., j = 1,..., N, ukazuje, Ze je nelze povaZovat za
shodné. Naivni individualni odhady p; = S;/n ale nejsou pro piimé stanoveni po-
jistného vhodné, napf. ridictim, ktefi neméli v minulosti nehodu, by podle nich
nalezelo nulové pojistné.

Predpokladejme, ze pravdépodobnost p pro nehodu v roce je mezi fidici rozlozena
s beta rozdélenim, p; ~ B(a,b)’, Tomu odpovid4 dle (2.4) aposteriorni rozdéleni
(pj | S5 = k) ~B(a+ k,b+n — k) a bayesovsky odhad (2.5), ktery mizeme pro
j-tého tidice zapsat ve tvaru

a+b a n k ng n
3.2 Pl = A o
(3.2) P; a+b+na+b+a+b+nn n0+np0+n0+np]
N~ =
Po no

tedy jako linearni kombinaci stfedni hodnoty py parametru p (je po = Ep =a/(a+
b)) a individualniho odhadu p; = >, X;i;/n = k/n. Lze ukazat, Ze tento odhad je
nejlepsim odhadem linearnim v pozorovanich X;, a to dokonce pii vSech apriornich
rozdélenich parametru p, které vedou ke stejnym hodnotam Ep, Evar(S | p) a
var E(S | p), jako jsou ty v nasem ptipadé.

Nezndmé parametry a a b, vyskytujici se v bayesovském odhadu (3.2) tykajicim
se j-tého ridice, nyni odhadneme z dat vsech fidi¢i. VSimnéme si, ze

a
EX; =EE(X;;|p)=Ep= — po,
j (Xji | p) p ot b Do
Evar(X;; E(p(1 —
var(Xji|p) _ B =p) _ oy

var E(Xj; | p) varp
Nabizi se tedy vyuzit zfejmych odhadi

J

1Tento model volime s ohledem na predchozi vyklad. Nepopisujeme tedy obvykly model, kde
pocet nehod za urcité obdobi mé u j-tého ridi¢e Poissonovo rozdéleni s parametrem ); a rozdéleni
parametru A mezi ¥idi¢i se fidi gama rozdélenim.
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_ n . ~
Evar(Xj; | p) ~ N~! Z(mw(l —pj)),
J

1 n o _. ~
V&I‘E(in |p) ~ S%j - N Z(?’L— 1pj(]- _pj)>7

J

kde s%j oznacuje vybérovy rozptyl mezi individualnimi odhady, tj. spocteny z hod-
not pi,...,pn. Vyraz odeéitany v poslednim fadku od 81233_ upravuje odhad var E(X ;|
p) tak, Ze i tento posledni odhad je, stejné jako pfedchozi dva, nestranny. Pro pozo-

9 T T T T T T T T T

|

I a = 0,5603 —
8 'l b = 3,3039 pi B |

E=0 0  0,0404
7Hh 0,1 0,1125 |

| 0,2 0,1847
6l 0,8 0,6174 | |

\
k=1
5t ‘\ -
\

L[ k=2 i

4 \
k=4 _ k=38
al X k=6 1
\
\
2 \ B
N
N

1 ~_ -
0 L — = i - I h

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

OBRAZEK 4. Apriorni hustota s odhadnutymi parametry (¢arko-
vané) a aposteriorni hustoty pro rtzné pocty nehodovych roki
S; =k.

rovand data (3.1) vychazi ng ~ 3,8643, pg ~ 0,1450, a odtud a = 0,5603, b = 3,3039.
Odpovidajici tvary hustot parametru p; jsou na obr. 4, hledanym odhadem (3.2) je

Py = 0,154 - 0,145 + 0,846 - ;.

Odhad f)?ay tedy kombinuje spolehlivy odhad p = 0,145 kolektivni pravdépodob-
nosti po s individualnim nebayesovskym odhadem pj, ktery byl pofizen z malého
poctu pozorovani z 10 roku u jednoho fidice. Oproti p; je odhad ﬁ?ay vzdy posunut
smérem ke kolektivnimu odhadu p.

4. NORMALNI IQ

V predchozim prikladu jsme si pii urcéeni parametrti apriorniho rozdéleni museli
pomoci odhady. Jindy ale kompletni informace o apriornim rozdéleni vyplyne pfiro-
zené. Necht 0 oznacuje inteligencéniho kvocient jistého ditéte, jeho hodnotu uréujeme
pomoci IQ testu. Je znamo, ze vysledek testu X ma normalni rozdéleni pravdépo-
dobnosti se stfedni hodnotou € a smérodatnou odchylkou 10. Dlouhodobé vyzkumy
ukazaly, Ze rozlozeni kvocientu u déti ptislusného véku je normalni N(100, 152).
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Tedy pii dané hodnoté kvocientu § ma méfeni X normalni rozdéleni N(6, 10?)
s hustotou 1 (z — 9)2

f(“e):\/ﬁe"p(_W)

a apriorni hustota parametru 6 je
1 ( (0 — 100)2>

m(0) = ——ex
(®) V21 - 225 P 2225
Aposteriorni hustotu parametru 6 pfi daném pozorovani X dostavame podle (1.1)
jako

(0] X =2) o f(z]0)m(0) exP<_ (x—0)° (0 —100) )

2102 2. 225
1 1 z 100

02— 4 ) 420(-2 4 2 )
‘“Xp< (102+225)+ (102+225>

T 100 1 1 . —1\2 1 1 .1
(o2l B+ ) o )
ocexP( < (102+225)(102+225) / (102+225)
22254100102 225 - 102 9 4 900
~N< : ) :N<— = 100, —>
9295 + 102 295 + 102 37T 13 13

Na obrazku 5 je znazornéna situace v pripadé, ze I1Q test dal vysledek X = 120.

0.06 T T T T T T T T T

pro X =120

0.04

0.02

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

OBRAZEK 5. Apriorni hustota (tence vlevo) a aposteriorni hustota
inteligencniho kvocientu 6 v pripadé, ze vysledek 1Q testu je 120.
Céarkované vérohodnostni funkce.

Bodovym odhadem inteligen¢niho koeficientu je jakozto stiedni hodnota aposte-
riorniho rozdéleni prvni z jeho parametri,
~ 9 4
0=E0|X)= 1—3X + 1—3100 = 0,69X + 0,31 - 100,
zatimco interval

~ 900 ~ 900y . ~ ~
(9 ~U1-a/2\| 737 0+ ur—q/2\/ 1—3) = (0 —8,32-uj_q/2,0 —8,32-u1_q/2),

kde u, oznacuje 100p % kvantil standardniho normalniho rozdéleni N(0, 1), je ba-
yesovskou 100(1 — «) % konfidenéni oblasti.
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Analogickym postupem ziskdme aposteriorni rozdéleni pro stiedni hodnotu nor-
malniho rozdéleni v obecnéjsim pripadé s vice pozorovanymi hodnotami X. Jsou-li
pozorovani tvofena ndhodnym vybérem X7, ..., X,, z normélniho rozdéleni N(u, o2),
kde rozptyl o2 zname?, pak za predpokladu, Ze apriorni rozdéleni parametru p je
normélni N(a, b?), je aposteriornim rozdélenim opét norméalni rozdéleni

2b2

( nb’T +o%a o nb?

nb? + o2 ' nb2 + o2 nb? + o2

a T oznacuje prumér pozorovanych hodnot. Aposteriorni stfedni hodnotu mizeme
zapsat ve tvaru

)zN(wE—l—(l—w)a,waz/n), kde w =

. b?
(4.1) i=wZ+ (1 —w)a, kde w:nb;l——i—a”

a predstavuje bayesovsky bodovy odhad. Konfidené¢nim intervalem s pravdépodob-
nosti 100(1 — ) % je
~ o o
(M - ul—a/Q\/Eﬁv = ul—a/Qﬂ%)

a tento interval je vzhledem k 0 < w < 1 vzdy kratsi nez intervalovy odhad pii
klasické pristupu.

Podivejme se nyni na bayesovsky odhad (4.1) z klasického hlediska. Jeho stfedni
¢tvercova chyba (MSE) je pfi dané hodnoté parametru p rovna

MSEi =E(i—p)? =varii+ (Efi— p)? =w?var X + (wWEX + (1 —w)a — p)?,
zatimco stiedni ¢tvercova chyba klasického odhadu primérem X je
(4.2) MSEX =E(X —p)? =varX = o?/n

pro viechna y € R. Pramér X je v piipadé normalniho rozdéleni jak zndmo nej-

b2 malé

15F

0.5

OBRAZEK 6. Prtibéh MSE X (¢arkované) a MSE /i pro rfizné hod-

noty b? v zavislosti na p — a.

lep$im odhadem, zadny odhad proto nemuze mit MSE lepsi nez (4.2) soucasné pro
vSechna pi. Presto, podivejme se, pro ktera p je u bayesovského odhadu MSE 1 lepsi.
Mame MSE i1 < MSE X praveé tehdy, kdyz

w?o?/n + (1 —w)?(a — p)? < o?/n,

2

2Pro pripad s nezndmym rozptylem o< viz priklad s regresi.
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tj. kdyz

(4.3) i —al < /202 + o2 /n,

viz obr. 6. Vime-li pii praktické aplikaci, ze hodnoty parametru p se zcela jisté
budou pohybovat v né€jakém omezeném intervalu, pak pti vhodné volbé cisel a a b
(a jako stfed tohoto intervalu a b dostatecné velké, tak aby byla splnéna nerovnost
(4.3)) poskytuje odhad tvaru (4.1) v tomto oboru hodnot parametru p lepsi odhad
(méteno klasicky), nez je odhad klasicky. K této volbé a a b pfitom nebyla pouzita
zéddna apriorni informace s vyjimkou znalosti oboru hodnot parametru pu.

5. REGRESE

Dalsim zobecnénim odhadu stfedni hodnoty normélniho rozdéleni je odhad pa-
rametri v linedrnim regresnim modelu s normalné rozdélenymi chybami. Uva-
zujme standardni model s k parametry 8 = (f51,...,0k) a n pozorovanimi y =
(Y1, ---,Yn)'y n < k, popsany po slozkich vztahy

yzzzwijﬂj"i_ei; 7::1,...,77,,
J

nebo maticové
(5.1) y=Xp3+e.

Matici regresortt X = (x;;) predpokladame s plnou hodnosti k. Oznacme klasicky
odhad metodou nejmensich ¢tverci jako

(5.2) b= (X'X)"'X'y.

Chyby e = (e1,...,ep) pfedpoklédéme nezavislé, normalné rozdélené s nulovou
stfedni hodnotu a rozptyly 02. Pozorovani jsou tedy také normélné rozdélend, y
ma n-rozmérné normalni rozdelem N,,(X3,0%1) s hustotou

Fy; B,02) = (2m02) /2~ (v=XB) (y=XB) /207

Namisto parametru o2 pocitejme nadale s prevracenou hodnotou rozptylu o =2 (pa-
rametr presnosti).
Nejprve se podivame na pripad s neinformativni apriorni hustotou tvaru

(5.3) T(B07%) 1 (07 = (077", BER, 077>0.

Je to nevlastni hustota, kde slozka [ ma rovnomérnou hustotu a je nezavisla se
o0~ 2. Po¢itame aposteriorni rozdéleni:

w8072 1y) = fly|B,072) - 7(B.07?)
o (072)" 2 exp[—(y — XB)'(y — XB)o2/2] - (=)
(5.4) = (07" exp[—(8 - b) X' X(8 - b)o ‘2/2]
(5.5) x (o7 2)" B2 exp [ (y — Xb)'(y — Xb) 072/2],
Sh

kdyz jsme pti prechodu na treti radek vyuzili kolmosti vektoria y — Xb a X3 — Xb;
Sy oznacuje rezidualni soucet ¢tvercti odpovidajici odhadu metodou nejmensich
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¢tverctu b. Toto rozdéleni se oznacuje jako normalni-gama rozdéleni, protoze pod-
minéné rozdéleni vektoru 3 pfi daném o2 (viz (5.4)) je normalni rozdéleni a mar-
ginalnim rozdéleni slozky o2 (viz (5.5)) je gama rozdéleni, konkrétné
(5.6) (Blo72,y) ~ Ni(b,o*(X'X)71),

(072 [ y) ~ G(Sy/2. (n — k)/2).

Marginalni rozdéleni vektoru (3 v aposteriornim rozdéleni dostaneme zintegrovanim,

(B ly) = /0°° (8,072 |y)m(o?)do 2 oc (8 = 0)' X' X (8 —b) + 5p) /2.

A7 na linearni transformaci jde o hustotu k-rozmérného t-rozdéleni o n — k stupnich
volnosti a u jednotlivych slozek o (jednorozmérné) rozdéleni t,, .

Bayesovsky odhad vektoru § mizeme urcit prostfednictvim podminéné stiedni
hodnoty uz z (5.6) jako

B=E@B|y)=b=(X'X)"'X"y

a shoduje se s odhadem metodou nejmensich ¢tvercli, podobné bayesovské konfi-
denc¢ni intervaly pro jednotlivé parametry f3;, resp. oblast pro cely vektor § vychazeji

bi £ t1—a/a(n — k)v/ (X' X)71)uS/(n — k),

L(B=b)'X'X(B-b)/k
resp. {5, So/(n—R)

tedy znovu stejné jako intervaly spolehlivosti, resp. oblast standardné pouzivané
v nebayesovské statistice.

Pokud bychom normalni-gama rozdéleni zvolili uz jako apriorni rozdéleni, kon-
krétné

< Fialkyn =k},

(5‘0_2) NNk(ao,UzMO_l) a 0'_2 NG(SQ,TLQ),

pak aposteriorni rozdéleni je opét stejného typu s parametry
a1 = My (Moag + X' Xb) =3, My = My + X'X,

(57) . o _ ’ -1 / —1\—1/p
ny —no—l—n, Sl —So+Sb+(b CLQ) (MO +(X X) ) (b ao).

Vy8e uvazovany pripad s neuréitostni apriorni hustotou (5.3) odpovida formalné
hodnotam parametra My = 0 (resp. MO_1 = 0), So = 0 a ng = —k. Samoziejme,
volime-li pocet slozek vektoru (3 roven k = 1, odhad parametrt regrese se redukuje
na problém odhadu stredni hodnoty, jimz jsme se zabyvali v predchozi ¢asti.

Uvahy o bayesovskych odhadech v regresi uzavieme piikladem, kde navic bude
potfeba jesté odhadnout neznamy parametr apriorniho rozdéleni. Pro jednoduchost
piedpokladejme, Ze v modelu (5.1) rozptyl 02 chybového ¢lenu zndme, a pro regresni
koeficienty 3 volime apriorni rozdéleni

B~ Ni(0,7*(X'X) ™),
kde 72 je néjak4 kladna konstanta. Mame aposteriorni rozdéleni (3|y) ~ N (72(0%+
72)b, 0272 /(0% + 72) (X' X) 1) (srov. s (5.7)) a bayesovsky odhad
2

(5.8) B=B@ly) = (1- 5

024712
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Jestlize parametr 7 apriorniho rozdéleni nezndme, budeme muset vyraz, v némz
se vyskytuje odhadnout. Odhad zalozime opét na pozorovanich y. Vyuzijeme, ze
nepodminéné rozdéleni transformovaného vektoru b je

z = (X'X)_1/2X’y ~ N (0, (02 + TQ)Ik),
odkud za predpokladu k£ > 2
E(2'2/(0?+7%) " =E(1/x3) = 1/(k — 2)

jako moment x? rozdéleni veli¢iny 2'2/(c? + 72). Stfedni hodnotu nahradime po-
zorovanim a odhadujeme
1 k-2
o2 +72 7z
Dosazenim tohoto odhadu do (5.8) dostavame

s = (1- G

coz je Jamesuv-Steintiv odhad (ptivodni ¢lanek Stein (1956)). Tento zkraceny odhad
je z klasického hlediska lepsi nez odhad metodou nejmensich ¢tvercti b a to v celém
oboru hodnot parametru 3 — pro vsechny hodnoty parametrii  je stfedni ¢tvercova
chyba predpovédi X B 7s mensi nez u predpovédi Xb.

6. NEPARAMETRICKE BAYESOVSKE ODHADY

Na zavér nastinime bayesovskou variantu neparametrického pristupu. Opét, uva-
zujme pozorovani Xi,..., X, z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(z), z € R, ktera
je tentokrat kompletné neznama. Jejim neparametrickym odhadem miize byt napft.
empiricka distribuéni funkce F,(z) = #{i; X; < x}/n.

Pri bayesovském pristupu povazujeme parametry, v tomto pfipadé tedy hod-
noty distribuéni funkce F'(z), z € R (parametri tedy mame nekoneéné mnoho),
za ndhodné veliciny, tj. celou distribuc¢ni funkci F' za ndhodny proces indexovany
realnym ¢isly. Apriorni rozdéleni tohoto procesu, coz je rozdéleni na mnoziné vsech
distribu¢nich funkeci, vyjadiuje apriorni informaci.

Asi nejzndméjsim apriornim procesem je Dirichlettv proces (Ferguson (1973)).
Necht Fj je néjaka distribucni funkce a ng > 0. Proces F' je Dirichletiiv s paramet-
rem ngFy, piSeme F' ~ D(ngFy), jestlize pro kazdé déleni —oo =ty < -+ < t, = 00
realné osy je

(Ul, .. ,Uk) ~ D(al, c. ,ak),

kde U; = F(t;) — F(ti—1) a a; = noF(t;) — noF'(t;i—1) oznacuji pfiristky procesu

F, resp. distribu¢ni funkce Fj na intervalech vzniklych délenim a D(ay,...,ax)
oznacuje k-rozmeérné Dirichletovo rozdéleni s hustotou
I'ai+---+a _ _
m(ugy .. up) = (1 k) un o uf* w20, Zuizl.

T(ay)-----T(ag) 1
Dirichletovo rozdéleni je vicerozmérnou obdobou beta rozdéleni, slozky maji beta
rozdéleni, U; ~ B(a;,ng — a;). Pfi apriornim rozdéleni F' ~ D(noFp) je EF(t) =
Fy(t) a var F(t) = Fo(t)(1 — Fo(t))/(no + 1), z parametrit apriorniho Dirichletova
procesu Fj predstavuje centralni hodnotu F' a ng popisuje miru koncentrace apri-

informaci. Aposteriorni rozdéleni parametru F je

(F | Xl, e ,Xn) ~ D(?’L()FO —}—TLFe),
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tedy opét Dirichlettiv proces. Bayesovskym odhadem, tj. stfedni hodnotou aposte-

riorniho rozdéleni, je

e noFO (t) =+ nFe(t)

F(t) = .

ng +n
Tento odhad je vazenym primeérem mezi stfedem apriorniho rozdéleni Fj a kla-
sickym neparametrickym odhadem pomoci empirické distribu¢ni funkce F. Slozky
v priameéru jsou zastoupeny v pomeéru apriorni presnosti ng a rozsahu pozorovani n.
Ne vzdy mame k dispozici iplné pozorovani ndhodného vybéru. Napr. v ana-

lyze dat o preziti, kde X,; predstavuji doby Zivota jedincti nebo tieba doby do
poruchy zafizeni, jsou ¢asto pozorovani cenzorovana zprava (sledovany jedinec se
odstéhuje, nebo zemfe z jiné nez sledované priciny, ¢ekani na poruchu je z casovych
divodt ukonceno). I cenzorovand pozorovani ale obsahuji informaci o sledované
veliciné. Jako ukazku zvolme nadhodné cenzorovani, kdy s kazdou velicinou X; je
svazana jesté dalsi ndhodné veli¢ina Y;, casovy cenzor, a i-té pozorovani je ukon-
¢eno v okamziku X;, nebo v okamziku cenzorovani Y;, podle toho, ktery nastane
diive. V pripadé ukondeni cenzorovani mame alespori ¢astecnou informaci X; = Y;.
Pozorovani miizeme shrnout pomoci veli¢in

Zi=min(X;,Yi) a 6 =Ixzv) =, X, >V

Ukazuje se (Susarla and Van Ryzin (1976)), Ze bayesovskym odhadem funkce pie-
ziti S(t) = 1 — F(t) pfi danych hodnotach cenzoru Yi,...,Y,, je-li apriorné F' ~
D(”OF 0)7 je

~ So(t) + N, So(s—) + Ns_ —
(6.1) (1) = noSo(t) + Ny H noSo(s—) + U(S), t>0,
no+n noSo(s—) + N
kde Sy = 1 — Fjy, soucin probiha pres okamziky s cenzorovanymi pozorovanimi

{s,3; Z; £t,0; = 0}, déle Ny = #{i; Z; < s} oznacuje polet pozorovani nepiekra-
Cujicich s a u(s) je pocet necenzorovanych pozorovani v okamziku s.

Obrézek 7 zobrazuje tvar odhadu (6.1) na prikladu miniaturnich dat uvedenych
v ¢lanku Kaplan and Meier (1958). Data tvofi necenzorovand pozorovani s casy
0,8, 3,1, 5,4, 9,2 a pozorovani cenzorovana v casech 1,0, 2,7, 7,0 12,1. Jako centralni
distribu¢ni funkce Fyy apriorniho Dirichletova procesu je zvoleno exponencialni roz-
déleni, 1 — Fy(z) = e %122 2 > 0, a jako no postupné 4, 8 a 16. Odhad m4
v okamzicich s necenzorovanymi pozorovanimi skoky, v okamzicich cenzorovanych
pozorovani jen neni hladky, derivace zleva a zprava se lisi. S rostouci neurcitosti
apriorni informace (ng — 0) se odhad (6.1) blizi k neparametrickému Kaplanovu-
Meierovu odhadu.
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znaceny okamziky pozorovani.

6. SUSARLA, V., AND VAN RYZIN, J., Nonparametric Bayesian estimation of survival curves from
incomplete observations, J. Amer. Statist. Assoc. 71 (1976), no. 356, 897—-902.



	1. Bayesovský pøístup
	2. Pravdìpodobnosti úspìchù
	3. Nehody øidièù
	4. Normální IQ
	5. Regrese
	6. Neparametrické bayesovské odhady
	Literatura

