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Cldnek poddvd zdkladni informace o ba-
yesovském pristupu k identifikaci systémii,
o tzv. bayesovském ucent. Vyklad je demon-
strovdn na jednoduchém prikladu, kterym
je hod potencidlné poskozenou minci. Jsou
zde vyzdviZeny prednosti bayesovského
uceni ve srovndni s obvyklym ucenim me-
todami klasické statistiky. Tyto prednosti
spocivaji predevsim v moznosti zahrnout
apriorni informace do procesu odhadovdni
a moZnosti ddt smysl i odhadiim z velmi ma-
lého mnoZstvi dat.
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1. Uvod

Statistika slouzi pro pozndvéni a predvi-
dani jevi v redlnych podminkach neurcitos-
ti. Jeji popisné i analytické ndstroje jsou mi-
mofddné bohaté ([1], [2], [3]) a jen specialis-
té jsou schopni je G¢inné vyuZit. I ti jsou vSak
Casto nuceni zkousSet, kterd z dostupnych
a potencidlné slibnych metod je vhodnd v uva-
Zovaném konkrétnim piipadé.

Bayesovsk4 statistika je mnohdy chdpdna
jako jedna varianta ze zminéného arzendlu
statistiky. Tento pfispévek, ktery je tvodem
k dal§im dvéma ¢ldnkim zaméfenym na pra-
xi, se pokousi ukazat bayesovskou statistiku
jako zpusob mysleni, ktery:

- umoZiiuje nerozporné vyuZit teoretickou,
experimentdln{ a expertni znalost,

- poskytuje nejen odhady neznamych veli-
¢in, ale i informaci o jejich pfesnostech,
ato i v konec¢nych ¢asech pozorovanti,

- soustfeduje pozornost uZivatele na mode-
lovéni jeho specifického problému a ni-
koliv na vybér statistické metody.
Vyznam pro praxi zvlaste€ posledniho rysu

nelze precenit; pifipadné nedspéchy ve zpra-
covani nejsou subjektivni chybou zplsobe-
nou Spatnym vybérem metody, ale bud jsou
ddny objektivné, nebo mohou byt zlepSeny
lepSim modelovanim.

V tomto ¢lanku budeme zminéné vlast-
nosti ilustrovat na ,,$kolnim* pfikladu od-
hadovdni vlastnosti hodli s poSkozenou
minci. Tim uvedeme specialisty z jinych
oblasti do myslenkové struktury bayesov-
ského zpracovani informaci, aniZ bychom
text pretiZili technickymi detaily. Pfispévek
slouZi jako dvod ke zmiflovanym ¢ldnkim
a miZe byt vyuZi i jako dvod systematic¢-
té&jstho studia, pro které je mozné doporu-
cit [4], [5].

56

2. Parametricky model pozorovanych dat

Hézime opakované minci a sledujeme, zda

padne rub, oznaceny ¢islem 0, ¢i lic, oznace-
ny c¢islem 1.

2.1 Pozorovand data

Pozorovand data tvoii posloupnost
y(T):[Yl;)’z"-)’T] (H

vniz y, € {0; 1}

kde y, oznacuje vysledek -t€ho pokusu.

Pozn.: V souvislosti se zavedenym znace-
nim posloupnosti dat pouZivdme toto znace-
ni: y(t) = [y(t = 1); y]. To je tieba chdpat
v souladu s konvenci jazyka Matlab, kdy
[a,; [ay all=1la; ay; a,l.

Modelovany proces je ndhodny, nebot ne-
jsme schopni zajistit trvale stejné podminky
hazeni. Jsme tedy schopni nejvySe stanovit
stupeni o¢ekdvani riznych moZnych vysled-
ku, stanovit pravdépodobnosti f(y(T)) vSech
moznych konkrétnich vysledka y(7). Jako
priklad jedné takové posloupnosti vysledki
uvedme

y(10)=[1;0;1;1;1;0;1; 0; 1; 1] )

2.2 Teoreticky model

Pro zpracovani a vyuziti vysledku pokusu
je tfeba tyto pravdépodobnosti f{y(T)) popsat,
je tfeba vytvofit model procesu hdzeni. Proto
uvazujeme mozné chovéni procesu, vytvaiime
jeho teoreticky model. Zde napft. predpoklada-
me, Ze vysledek #-tého hodu neni ovlivnén ani
vysledky hodli minulych ani budoucich. Déle
predpokldddame, Ze pravdépodobnost lice O se
neméni s ¢islem hodu, tj. s ,,Casem* ¢. ProtozZe
nevime, zda mince je poskozend ¢i nikoliv, je
teoreticky motivovany parametrizovany model
procesu v jednom ¢asovém okamZiku ¢

bjel-o1-6p

yt € {O’. 1} (3)
©e(0; 1)
2.3 Vérohodnostni funkce
Tento model je zndm aZ na nezndmy Ca-
sové neproménny parametr ©. Oznacime-li

V,.r poCet, kolikrdt se v posloupnosti y(T)
vyskytl lic, a v kolikrit rub, tj.

(2002) ¢islo 7

T

Vo1 = 2(1 _yt)

t=1

1ze model celé soustavy zapsat ve tvaru

fcvme):ri[fnv,w):

. o C))

-[]e (-6} =" (1-0)

=1

V prvni rovnosti jsme vyuZili podminku
nezdvislosti hodu.

Pravdépodobnost pozorovanych dat s kon-
krétné dosazenym pozorovanim a nahliZend
jako funkce nezndmého parametru se nazyva
vérohodnostni funkce. Pro zdiraznéni této
zévislosti je oznacovdna

L(0) = f(y(T) = méfend data | ©)

V nasem piipadé

L(0)=0""(1-0)"T
Ezp;gvnzmi l;;(g;lotaér)r; Vird Vo Pro vzorek
jeL,= - 0)°.

Pozn.: Zde pouZité predpoklady nejsou
univerzdlni. Napriklad vysledek t-tého poku-
su miiZe dynamicky zdviset na nékolika ¢i
vSech predchozich pokusech. Pak by bylo
nutné zvolit jinou parametrizaci a vérohod-
nostni funkce by mohla dostat obecnéjsi tvar

fblrje)=TJrb-1.0)

Ani uvaZovand data nejsou jednoznacné
ddna. Napriklad bychom jako vstup u, do pro-
cesu hdzeni mohli uvazovat, zda pred t-tym
hodem poloZime na dlari minci navrch licem
(u, = 1) ¢i rubem (u, = 0). Pak by potiebny
parametrizovany model dosdhl svého (témér)

vy

nejobecnéjsiho tvaru

FH() ulr)e)=
- Hf Oyt -1). uc). ©)

f(u,ly(t - 1), u(z - 1), @)

modelujici obecny dynamicky rizeny proces.

Slovo “témér” znamend, Ze mdme jesté
mozZnost pripustit zmény nezndmého parame-
tru © a modelovat ménict se vlastnosti min-
ce, kterd miiZe napt. padat do bldta a ménit
s kaZdym hodem své fyzikdlni vlastnosti.

Tyto mozZnosti zde ddle nerozvijime. Uvd-
dime je vSak proto, abychom zdiiraznili, Ze
volba spolecné zpracovdvanych dat a para-
metrizovaného modelu je hlavnim ndstrojem
pri TeSeni konkrétnich problémii.
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3. Problémy uéeni

Na uvazovaném piikladu ukdZeme, jak
bayesovskou metodikou fesit problémy uce-
ni, tj. odhadovani parametru modelu a pred-
povidéani budoucich hodnot dat. Lze ukazat,
Ze vysledky uceni jsou zdkladnimi prvky po-
tfebnymi pro feSeni rozhodovacich tloh, jako
je testovani hypotéz o alternativnich mode-
lech, ndvrh systému sazeni na budouci hody,
navrhy diagnostickych systémii, zpétnovazeb-
niho fizeni ¢i poradnich systémi pro operd-
tory ([5], [6], [7D).

Zde se omezime na odhadovdéni, tj. na
kvantitativni vyroky o nezndimém parame-
tru zaloZené na pozorovanych datech, a na
pfedpovidani, tj. na kvantitativni vyroky
o budoucich datech zaloZené na datech po-
zorovanych.

4. Obvyklé uéeni

Pro pochopeni moZnosti bayesovského
uceni nacrtneme standardni (klasicky, fishe-
rovsky) piistup k problémim uceni.

Vérohodnostni funkce L (0) fikd, jak je
pravdépodobny pozorovany datovy vzorek
pro rizné hodnoty parametru. Lze tedy oce-
kdvat, Ze nejlepsi odhadéT parametru © maxi-
malizuje vérohodnostni funkci. Tento maxi-
mdlné vérohodny odhad se vskutku hojné
pouZzivd. Odhad, jako funkce ndhodnych dat,
je ndhodny a je moZné studovat jeho rozloZe-
ni i asymptotické vlastnosti, tj. chovani pro
T — oo. Odvodit rozloZeni maximélné véro-
hodného odhadu je obecné obtizné. Byla vSak
dokdzdna fada obecnych dobrych, asympto-
ticky zarucenych vlastnosti ([1], [2]).

Pro hdzeni minci je maximalné vérohod-
ny odhad dédn vztahem

A _ Vi

Vi
= = LT
Vit Vorr

T 5)

Vit

kde je relativni Cetnost padlych licu

v celém vzorku. Pro konkrétni vybér (2) je
6,,=0,.

Odpovidajici pfedpovéd dalsi hodnoty dat
3 je mozZné zkonstruovat na zakladé paramet-
rizovaného modelu (3) f(yT+1|é), pricemz
nezndmd hodnota parametru © se nahradi
jeho odhadem éT. Budoucim hodnotdm y._. |
pfifazujeme pravdépodobnosti f(yT”l@T).

Pro konkrétni vybér (2) ocekdvime, Ze
v jedendctém hodu padne lic s pravdépo-
dobnosti éw =0,7 arub s pravdépodobnosti
1-6,,=03.

ProtoZe klasické postupy vychézeji pouze
z naméfeného datového vzorku, vysledky
mohou byt pro velmi kritké ¢asové horizon-
ty nerozumné. Ze stejného duvodu nelze do
procesu odhadovani zavést expertni znalost.
Napiiklad neni formdlni prostor pro znalost
vychdzejici z hodnoceni vzhledu a stupné
poskozeni mince.
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4.1 Pfiklad krdtkého horizontu pfi
klasickém uceni

Nerozumnost odhadu s kratkym horizon-
tem budeme demonstrovat pro jediny po-
zorovany hod s T = 1. Podle (5) je odha-
dem é] parametru O relativni Cetnost pad-
lych lich pfi jednom hodu, tj. é1 =1, jestlize
padl lic, a él =0 v pfipad¢, Ze padnul rub.
TudiZ naSe predpovéd je f(yzlél) = éw Ze
s jistotou v nésledujicim hodu padne to, co
padlo pravé ted.

5. Bayesovské uéeni

5.1 Bayes@v vzorec

Parametry odhadujeme podle Bayesova
vzorce. V ném vystupuji hustoty pravdépo-
dobnosti (zkratkou hp) dvou typl objektd.
Jsou to data y(7), nesouci informaci o ne-
zndmych parametrech, a tyto parametry O.
Bayestiv vzorec s témito objekty ma tvar

Flep(r)=
_ihirlelre)

g

kde jsou

f(©) = f(Oly(0)) apriorni hp, vyjadiujici
oc¢ekdvdni riznych hodnot O pfiraze-
nych expertem je$té pred zacdtkem
odhadovani,

f(y(T)lé) vérohodnostni funkce (4),

AOly(T)) aposteriorni hp, kterd vyjadiuje
expertni stupefi ocekdvani riznych hod-
not O, korigovany pozorovanymi daty

y(1), 0€(0;1).

«rbirjelre)  ©

Pozn.: Aposteriorni hustota pravdépodob-
nosti {Oly(T)) je funkci © a data y(T) zde
vystupuji jako konstanty. Faktor 1/f(y(T)) je
proto jen pouhd normalizacni konstanta, kte-
rou jsme vypustili a nahradili znaménkem
imérnosti o . Normalizacni konstantu lze
kdykoliv dopocitat tak, aby integrdl z hp byl
Jednotkovy.

Dosadime-li za vérohodnostni funkci
podle (4), dostaneme odhad parametru ©
ve tvaru

f<e|y<r>>o<[tfl[f(y,w)]f(@b(o»z

_ @vl}.'r (] _ @)Vo}-T f(@ly(o)) (7)

Pozn.: Apriorni hp nese vychozi informa-
ci o parametru © (napr. pohledem na minci
zjistime, Ze neni tak prilis poskozend, a Ze jako
vychozi Ize uvaZovat hodnotu 0,5). Tato in-
formace miiZe byt bud',,expertni“, tj. zadand
na zdkladé zkuSenosti, nebo miize byt ziskd-
na na zdkladé tzv. apriornich dat, tj. dat zmé-
fenych do zacdtku odhadovdni.

(2002) ¢islo 7

Kombinaci expertni znalosti s apriornimi
daty je metoda tzv. fiktivnich dat, kdy expert
sestavuje fiktivni pokus tak, aby data z ného
odpovidala jeho apriornim predstavdm. Po-
moct nich je potom vytvorena apriorni hp

J(OIy(0)).

V Bayesové vztahu vystupuje vérohod-
nostn{ funkce a apriorni hp v souc¢inu. Z vy-
pocetnich ditvodu je vhodné, aby obé hp mély
strukturdlné shodny tvar.

5.2 Apriorni hustota pravdépodobnosti pro
hod minci

Apriorni hp zavedeme v obdobném tvaru,
jako méd vérohodnostn{ funkce

retyo)<e""(1-6)

(®)
kde n,, a ny, jsou apriorni statistiky,‘bliie
popsané v kap. 5.4, a —1 v exponentu je vy-

¢lenéna z formdlné vypocetnich divodu.

np;0-1

5.3 Aposteriorni hustota pravdépodobnosti
pro hod minci

Uvedenou volbou apriorni hp zajistime
stejny tvar aposteriorni hp, tj.

fleh(r)<e""(1-e)

np,; -1

©)

5.4 Piepocet statistik pro hod minci

Rekursi pro statistiky dostaneme dosaze-
nim (8) a (9) do Bayesova vztahu (7) a po-
rovnanim exponentt. Tak dostaneme

My =Mo + Vi
- (10)
Tg;r =No.0 T Vo1

kde
T

Vo = z(l _)’r)

7=1

je pocet padlych rubu a

Vit =zy‘[

7=1
je pocet padlych lict v T hodech.

Pro odhad tedy stac¢i kromé apriornich sta-
tistik . a n, pamatovat si jen dvé &isla v,
a V. ve kterych je uloZena informace ziska-
nd z dat. Odtud je také vidét vyznam promén-
nych n,, ang,. Lze je chdpat jako poCty dat
ve fiktivnim experimentu.

5.5 Vysledky pro hod minci

Bayesovskym odhadem je obecné aposte-
riorn{ hp, kterd udava rozdéleni pravdépodob-
nosti pro v§echny mozné hodnoty nezndmé-
ho parametru.

Bodovym odhadem ©, minimalizujicim
kvadratickou vzdélenost odhadu od skutecné
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—= fl@IY(T))
“o n
|

—=> fleluT)

Obr. 1. Odhadovdni s riuznou délkou datového vzorku a nulovou apriorni informaci

hodnoty parametru po 7 méfenich, je podmi-
nénd stfedni hodnota aposteriorni hp

(:)T = E[@l)’(T)]:

1
- [o rler)ae-—" (11
0

. +hg,7

Je vidét, Ze tento vyraz je formalné shod-
ny s vysledkem (5), ktery jsme obdrZeli me-
todou maximélnf vérohodnosti. Statistiky n ;.
any jsou ale souctem cetnosti piislusné stra-
ny V. a V. aapriornich statistik n  a ng.
Apriorni informace jej tak muZe vyrazné
ovlivnit.

Lze ukdzat, Ze rozptyl D odhadu O, vyja-
drujici neurcitost odhadu @T ,je

ple(r)~~6é,(1-6,)

- (12)

odkud je vidét, Ze odhad parametru se pri-
béZné zptesiiuje v tom smyslu, Ze neurcitost
aposteriorni hp je 7-krdt mensi neZ apriorni
hp.

Predpovéd budouci hodnoty dat y..  je
uddna prediktivni hp

f(VTH |y(T)):

:.1[ flrf@)rley(r)ae (13)

Y =1= f(yTHly(T)): éT
Y11 =0 :>f(,VT+1|)’(T)): 1 _éT

Pro bodovy odhad §T+1 tedy plati formalné
stejny vztah jako pii klasickém uceni. Jeho
vyznam je vSak ponékud jiny, zvIasté v pii-
padé kratkého horizontu.

Uvedené skutecnosti budeme ilustrovat
v nésledujicich piikladech.

(14)
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5.6 Priklad krdtkého horizontu pfi
bayesovském uceni

Budeme sledovat ptiklad (4.1) kratkého ho-
rizontu z kapitoly 4.1 o klasickém ucenf a ukd-
Zeme jeho bayesovské feSeni. Budeme opét
uvazovat odhad parametru a predikci budou-
ctho hodu y, pfi jediném pozorovaném hodu v
T = 1. Pfitom chceme zajistit stejné podminky
experimentu, tj. v ptipadé bayesovského uce-
ni chceme uvaZovat co nejslabsi apriorni in-
formaci. Tu vyjadiime pomoci rovnomérného
rozdéleni apriorni hp. Podle (8) takovou hp do-
staneme v piipadé volby n,  =n = 1. Statis-
tiky v ¢ase T'= 1 budou podle (10)

ny =1+y

;1 :1+(1_y1)
Odtud plyne
oy _ nl;l
m;+ g,
y=1=6,=2/3

»=0=06,=1/3

Predpovéd vysledku budouciho hodu (napf'.
piedpovédlice) je iy, = 1ly,) = A@] rovna 2/3
pro piipad, Ze v prvniho hodu padl lic, a 1/3
pro pfipad, Ze v prvnim hodu padl rub. Pred-
povéd budouciho vystupu neni jednozna¢nd 1
nebo 0, ale pfipousti vZdy s pravdépodobnosti
1/3 i druhou alternativu.

5.7 Priklad bodovych odhadd pfi uéeni

UvaZujeme piiklad hodu poskozenou minci,
kdy z deseti hodt padl sedmkrét lic (viz datovy
soubor (2)). UkdZeme vypocet odhadu paramet-
ru © pomoci obvyklého a bayesovského uceni.

5.7.1 Obvyklé uceni
Pocet licu je 7, pocet hodu 10. Odhad pa-
rametru O je

~ 7

6,,=—=07
10 10

(2002) ¢islo 7

5.7.2 Bayesovské uceni se slabsi apriorni
informaci

Predpoklddejme, Ze poSkozeni mince je
zanedbatelné, a tedy obé pravdépodobnosti by
mély byt stejné a rovny 0,5. Touto skute¢nosti
si ale nejsme piilis jisti. Zvolime proto aprior-
ni statistiky n, =1 an =1, které odpovidaj
,-dvéma apriornim datim®. Apriorni hp potom
odpovidd odhadu 1/(1+1) = 0,5, konecné sta-

tistiky jsoun, , =1+7=8an; ,=1+3=4

a konec¢ny odhad je
~ 8 _
6, =—=0,6
10775

Noev s

5.7.3 Bayesovské uceni se silnéjsi apriorni
informaci

UvaZujeme stejnou situaci jako v pfedcho-
zim piipadé, ale jiZ jsme se z diivéjsich poku-
su presvédcili, Ze tak malé poskozeni, jaké je
u na$i mince, nemd témét Zadny vliv. Statisti-
ky proto volime n,, = 100 a n,,, = 100, odpo-
vidajici ,,dvéma stum apriornich dat“. Aprior-
ni odhad je stejny: 100/(100+100) = 0,5, ko-
necné statistiky jsou n o = 100 + 7 =107
any, =100 + 3 = 103. Konecny odhad je

107
=210 0,51

Vidime, Ze obé& apriorni informace ,,pii-
tdhly*“ vysledek k a priori pfedpoklddané hod-
noté 0,5, avSak vétsi hodnoty statistik maji
proti informaci z dat vétsi vliv. Je to pocho-
pitelné. Prvni apriorni informace odpovidd
jednou a priori zméfenému lici a jednomu
rubu. Druhd odpovidd 100 licim a 100 ru-
bum. Proti nim vZdy stoji deset zméfenych
dat a odhad je optimdlnim kompromisem mezi
apriorni informaci a informac{ ziskanou z dat.

Uplnym popisem parametru @ je ale apos-
teriorni hp. Na dal$im piikladu ukdzeme jeji
vyvoj béhem rekursivniho odhadu a jeji vy-
sledny tvar pro rtiznou apriorni informaci.

5.7.4 Priklad aposteriorni hustoty pravdé-

podobnosti pii bayesovském uceni
UvaZzujeme stejny hod minci jako v pied-

chozim prikladu, ale budeme sledovat celou
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aposteriorni hp nezndmého parametru O,
a to pro ruzny pocet méfenych dat a ruz-
nou apriorni informaci. Data budeme zis-
kdvat na simulovaném experimentu, kde
volime skute¢nou, tj. simulovanou, hodno-
tu parametru © = 0,4. Pro ilustraci budeme
v jednotlivych ptipadech uvadét trojrozmér-
ny graf, ve kterém budou za sebou fazeny
hp parametrt tak, jak se ménily s pfibyva-
jicim poctem zpracovanych dat. Nejstarsi
prubéhy hp jsou v grafu vzadu, smérem
doptedu postupuji novéjsi.

Zdrojovy kéd simulace v jazyce Matlab je
uveden v tab. 1 a lze si jej stdhnout z adresy
http://www.automa.cz/download/0588.txt

5.7.5 Srovnani kratkého a dlouhého dato-
vého vzorku

Se zvétSujicim se poctem zpracovanych
dat se zpfesiiuje odhad. To se projevi sniZo-
vanim rozptylu aposteriorni hp. Na obr. 1 jsou
dva experimenty s parametrem ©=0,4. Levy
je s deseti daty, pravy se 150 daty.

Z levé casti obr. 1 je patrné, Ze aposterior-
ni hp z malého datového vzorku je dosti ne-
urcitd (ma velky rozptyl — §itku). Prava ¢ést
obr. 1 ukazuje, jak se s pfibyvajicim poctem
zpracovanych dat aposteriorni hp postupné
zpresiiuje (rozptyl klesd). Kone¢ny prubéh
(nejvice vpredu) je jiZ dosti presny.

Zacétky na obou Cdstech obr. 1 (tj. pru-
béhy Uplné vzadu) jsou velmi ,,nejisté*
a ,roztékané®. Je to dano tim, Ze oba starty
jsou bez jakékoliv apriorni informace a snazi
se presné respektovat veskerou informaci,
kterou jednotliva data pfindseji.

5.7.6 Vliv slabé apriorni informace

Tento experiment (obr. 2) odpovida pred-
chozimu se 150 daty, na zacdtku je ale apli-
kovana apriorni informace. Tvéfime se, jako
bychom neznali skute¢nou hodnotu parame-
tru ©, a zaddme apriorni informaci odpovi-
dajici nepoSkozené minci. Nejdiive pouZije-
me ,,slabou informaci* s hodnotami aprior-
nich statistik n,, = n,, = 10. Levy obrdzek

ukazuje vyvoj aposteriorni hp, pravy vyvoj
bodového odhadu.

Z obr. 2 je patrné, Ze pocatecni vyvoj apos-
teriorni hp se hezky ,,uklidnil®. Navic hod-
nota koeficientu byla ur¢ena spravné, proto-
Ze na konci experimentu byla ne zcela sprav-
nd apriorni informace ,,pfebita® mérenymi
daty a hodnota parametru © se odhadla
spravné: @T =0,4.

5.7.7 Vliv silné apriorni informace

Jde o stejny experiment, jako je pfedchozi,
ale s apriornimi statistikami n , = n,, = 100.
Vysledek ukdZeme na obdobnych obrazcich,
jako jsou predchozi.

Z obr. 3 je vidét, Ze pouZitd apriorni infor-
mace byla pfili§ silnd — nedovolila, aby se pro-
sadila spravnd hodnota parametru, kterd je 0,4.

6. Zaveér

Clanek je tivodem do problematiky baye-
sovského uceni. Po ném budou nasledovat dalsi
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Obr. 2. Odhadovdni se slabou apriorni informaci
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Obr. 3. Odhadovdni se silnou apriorni informaci
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dva c¢lanky, zabyvajici se teorif a aplikaci ba-
yesovského pristupu k odhadovani smési v pra-
xi. Ty se pouzivaji k modelovéni sloZitych sys-
tému pro podporu operdtorti. Metody bayesov-
ského uceni jsou predkldddny v jednoduché
podobé na nejjednodussim statistickém piikla-
du, kterym je hod potencidlné poskozenou
minci. Na tomto ptikladu jsou ilustrovadny z4-
kladn{ principy bayesovského ucent, jsou vy-
zdviZeny jejich prednosti a provedeno srovnén{
s obvyklym u¢enim metodami klasické statis-
tiky. V zavéru piispévku jsou uvedeny vysled-
ky experimentii pro simulovany pokus hodu
minci a demonstrovan vliv apriorni informace
pfi bayesovském uceni.

Priklad je simulovdn v jazyce Matlab a jeho
zdrojovy kéd je pro pfipadné zdjemce rovnéz
uveden nebo si jej 1ze stdhnout na adrese
www.automa.cz/download/0588.txt. VSem, kdo
si s nim zkusi pohrdt, pfejeme pifjemnou zdbavu.

Tento vyzkum byl ¢dste¢né podporovin
grantem EU IST-1999-12058 a grantem GA
CR ¢&. 102/99/1564.

Literatura:

[1] HATLE, J. - LIKES, J.: Zéklady poctu pravdé-
podobnosti a matematické statistiky. Praha,
SNTL 1974.

[2] ANDEL, J.: Matematicka statistika. Praha,
SNTL1978.

[3] RAO, R. C.: Linedrni metody statistické induk-
ce a jejich aplikace. Praha, Academia 1978.
[4] PETERKA, V.: Bayesian approach to system
identification. In Trends and Progress in Sys-
tem Identification. P. Eykhoff (Ed.). Oxford,

Pergamon Press 1981. Pp. 239-304.

[5] BEREC, L.: Algorithm for Determination of Mo-
del Structure of Predicted and/or Controlled Pro-
cess. Tech. Rep., 1842, Praha, UTIA AV CR 1995.

[6] KARNY, M. - NAGY, I. - NOVOVICOVA J.:
Quasi-bayes approach to multi-model fault de-
tection and isolation. In: Adaptive Control and
Signal Processing. John Willey and Sons, vol.
16, 2002, no. 1, pp. 61-83.

Tab. 1 Vypis programu

% Vyvoj aposteriorni hp pri hodu minci s P(lic)=Ths
% s apriorni hp zadanou pomoci statistik nl a n0
rand ('seed’, 125)

clc, clear all, clf,
% Zadani vstupnich ddaju
h=.01; % krok diskretizace
T=150; % pocet kroku simulace

Ths=.4;

n1=20; n0=20;
Thv=h:h:1;
yt=fix(rand(1,T)+Ths);
Thm=[]; Thh=[];

[}

% Cyklus pro cas (zpracovani dat)
for t=1:length(yt)

nl=nl+yt(t); n0=n0+l-yt(t);

Tht=[];

for Th=Thv
fTh=Th” (nl) * (1-Th) * (n0) ;
Tht=[Tht fTh];

end

Tht=Tht/sum(Tht) /h; Thm=[Tht; Thm]
Thh=[Thh The];

The=nl/(nl+n0);
end
% Kresleni vysledku
figure (1)

subplot (211),waterfall (Thm), grid on, view(-20,75)
subplot (212) ,plot (Thh,’x’,'markersize’,3),grid on,axis([1,T,0,1])

o\

simulovand pravdepodobnost licu
pocatecni hodnoty statistik

o\e

o\

diskretizace hodnot parametru
simulace mince

o\

o\e

prepocet statistik

o\

konstrukce aposteriorni hp

; % normovani hp
% bodové odhady

[7] KARNY, M. - BOHM, J. - GUY, T. V. - JIR-
SA, L. - KANOURAS, A. - NAGY, L. - NE-
DOMA, P. - QUINN, A. - TESAR, L. — PAR-
RY, D. — TICHY, M.: Prodactool background
— theory, algorithms and software. Tech. Rep.,
2001 (draft of the report).
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Thomas Bayes - genidalni outsider

Z Cetnych matematiku a vSestrannych véd-
ct, kteti v 18. a 19. stoleti vytvofili zdkladni
préce v oblasti teorie pravdépodobnosti a sta-
tistiky, jsou nej¢astéji uvadéni bratii Bernoulli-
ové, Euler, Laplace, de Moivre, Gauss a dalsi.
Clenem této vybrané spole¢nosti svétem uzna-
vanych védci se stal i anglicky duchovni, ,,ge-
nidlni outsider* — Thomas Bayes.

Pochézel z rodiny duchovniho, ktery pa-
tfil ke skupiné prvnich Sesti vefejné vysvé-
cenych nonkonformistickych duchovnich
v Anglii. (Pozn. red.: Nonkonformisté se
v sedmndctém stoleti odstépili od stdtni an-
glikdnské cirkve. PoZadovali nezdvislost an-
glikdnské cirkve na stdtu, mj. to, aby jmeno-
vdni duchovnich nepodléhalo souhlasu stdt-
nich orgdnit a aby anglicky panovnik nestdl
automaticky v cele cirkve. Odmitali i nékteré
cirkevni ceremonidly.) Stejné jako otec, byl

60

i Thomas vysvécen nonkonformistickym du-
chovnim a zpocatku pusobil jako otcliv po-
mocnik ve starSovstvu presbyteridnské cirk-
ve v Holbornu. V roce 1720 se stal duchov-
nim v presbyteridnské kapli v Tunbridge
Wells, 60 kilometru jizné od Londyna. Tuto
funkci vykondval aZ do roku 1752, kdy ode-
Sel do penze, ale ve svém dosavadnim pliso-
bisti zZil naddle. Stal se zimoZnym starym
mlddencem, a piestoZe Zil v provincidlnich
podminkdch, udrZoval kontakty s mnoha
vzdélanymi piételi.

Bayes byl roku 1742 zvolen ¢lenem Royal
Society, navzdory tomu, Ze v oblasti matemati-
ky publikoval za svého Zivota pouze jednu pra-
¢i, a to navic anonymné. Slo o Introduction to
the Doctrine of Fluxions (1736 — Uvod do nau-
ky o infinitesimdlnim poctu; na vysvétlenou
uvedme, Ze terminem ,fluxional calculus*

(2002) ¢islo 7

1. Newton oznacoval infinitesimdlni pocet). Ba-
yes touto svou praci ostfe nesouhlasné reago-
val na spis The Analyst (1736), ve kterém ir-
sky teolog a filozof, biskup George Berkeley
(1685 — 1753), napadl logické zdklady Newto-
nova infinitesimélniho po¢tu. Druhym Bayeso-
vym spisem, jenz vySel za jeho Zivota, byl Di-
vine Benevolence (1731 — BoZska dobrotivost).

Bayesova teorie pravdépodobnosti byla
uvedena v jeho praci Essay towards solving
a problem in the doctrine of chances (Esej
smérovand k feSeni problému ve védé o nd-
hodé¢), publikované ve Philosophical Trans-
actions of the Royal Society of London (Filo-
zofickd pojedndni londynské Kralovské spo-
le¢nosti) v roce 1746 — tedy jiZ po Bayesové
smrti. Bayesovu prici zaslal do Royal Socie-
ty jeho pfritel Richard Price, ktery ji nasel
v pisemnostech poziistalosti.
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Bayes se touto svou praci stal jednim ze
zakladatelu induktivni statistiky (statistickd
analyza opirajici se o vzorky tvorici malé po-
dily zakladniho statistického souboru). V dobé,
kdy pocet pravdépodobnosti byl viceméné ve
svych pocatcich, Bayes se jiZz zabyval problé-
mem, jak by bylo mozné uvadét pozdéjsi zku-
Senosti do souladu s apriornimi predpoklady,
resp. jak takové zkuSenosti zméni ndsledné

hodnoceni situace proti apriornim predpokla-
dim. Slo tedy do jisté miry o dynamické ovéfo-
véani hypotéz, véetné korektury téchto hypotéz.

Klasickd matematickd statistika Bayesovu te-
orii — Bayesova véta fikd, jak zménit apriorni
pravdépodobnost dodate¢nou informaci — odmi-
td. Bezpochyby k tomu prispél i zmatek v tom,
co Bayes skute¢né fekl, co myslel a co bylo poz-

vz

déjsim vykladem do jeho tivah vloZeno.

PrestoZe klasickd matematicka statistika
uvrhla Bayesovu vétu do klatby, objevili se
jeji dusledni obhdjci. Patii mezi né napf. i je-
den z nejvyznamnéjsich statistikii moderni
doby Leonard Savage. Bayesova teorie tak
pravé v poslednich letech proziva své znovu-

zrozeni.

(Josef Hermann)

Leonard J. Savage

Leonard Jimmie Savage se narodil 20. lis-
topadu 1917 v Detroitu (USA). Vystudoval
matematiku na Michiganské univerzité. Ha-
bilitoval praci na téma metrika a diferencidln{
geometrie. Léta 1941-1942 strdvil v Prince-
tonu v Institute for Advanced Study. Zde se
setkal s vyznamnym matematikem von Neu-
mannem a pod jeho vlivem se v roce 1944
stal ¢lenem Statistical Research Group na Ko-
lumbijské univerzité (USA).

V roce 1954 vydal knihu The Foundati-
ons of Statistic (Zaklady statistiky). To je jeho
psdny principy subjektivni statistiky a tcelo-
vych funkci. Specidlni pfipady téchto funkci
byly objeveny von Neumannem a Morgen-
sternem v jejich pracich o teorii her.

Dalsi Savegeho praci je How to gamble if
you must: Inequalities for stochastic proces-
ses (1965), napsand spolecné s L. Dubinsem.

- znovuobjevitel bayesovského uéeni

Dal3i Savageho publikace a ¢lanky se ty-
kajf statistické dedukce. Uvedl v nich mj. tes-
ty baysovskych hypotéz a postup pro baye-
sovské odhady. Jeho bayesovsky pfistup je
v rozporu s klasickou statistikou, reprezento-
vanou v moderni dobé pfedev§im matemati-
kem Fisherem.

Ne nevyznamné jsou i Savageho prace
o filozofickych zdkladech statistiky.

(Bk)
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