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1 O cem text pojednava a kdo by jej mél cCist

Je vseobecné znamo, ze pocitace mohou zpracovat pouze omezené mnozstvi infor-
mace. V pripadé pocitacového zpracovani ¢isel se nejedné pouze o jejich omezené
mnozstvi, ale také o omezené moznosti pri vyjadfovani jednoho ¢isla. Je tedy
celkem pochopitelné, Ze celd ¢isla umime zpracovavat pouze v jistém rozsahu.
Napriklad soucasné pocitace maji mimoradné dobrou podporu pro praci s ¢isly
lezicimi v intervalu —2147483648 az 2147483647 (32bitové vyjadieni); je asi také
ziejmé, ze rozsah reprezentovatelnych ¢isel mizeme zvétsovat tak dlouho, dokud
budeme mit k dispozici volnou pameét. V kazdém pripadé ale musime akceptovat
skutecnost, ze pocita¢ muze kvili omezené paméti pouze aproximovat celocisel-
nou aritmetiku; zejména v kombinatorickych vypoctech se miizeme velmi snadno
dostat mimo rozsah reprezentovatelnych ¢isel a vypocetni algoritmus musi byt
vybaven prostfedky na tuto skute¢nost zareagovat.

Podobné omezeni bude zfejmé platit i pro vypocty s redlnymi ¢isly. I zde se
musime smitit s tim, ze umime reprezentovat pouze cisla z omezeného rozsahu.
Navic musime prijmout nové omezeni — ¢islo z povoleného rozsahu umime repre-
zentovat pouze s omezenou presnosti. Tato dvé omezeni prinasi mnohé tézkosti a
mnohé otazky:.

Prvni otédzka se primo nabizi: méa smysl zabyvat se se odliSnostmi aritmetiky
realnych ¢isel a jeji pocitacové aproximace? Bohuzel se ukazuje, ze je to v mnoha
pripadech nezbytné. Bohuzel zde nemtzeme udélat stejnou tvahu, kterou mizeme
udélat u celociselné aritmetiky a kde ji casto ¢inime: pokud budeme pracovat
s dostatecné malymi ¢isly, poskytuje pocitacova aproximace celociselné aritmetiky
presné vypocty. Nanestésti poc¢itacova aproximace redlnych cisel poskytuje presné
vysledky spise vyjimecné, ve vSech ostatnich pripadech poskytuje vice ¢i méné
nepresny vysledek.

Druh4d otazka bezprostredné navazuje: mé smysl zabyvat se nepresnosti, kdyz
jsou pocitace standardné vybaveny mechanismy pro vypocty s presnosti na 15
desetinnych mist? Pro predstavu — takovou presnost potrebujeme, chceme-li mé-
Iit prumér Zemé s presnosti na setinu mikrometru. Neni takto mala nepresnost
z fyzikalni podstaty véci skuteéné zanedbatelna? Bohuzel si ukdzeme, Ze pri ne-
vhodném programovani (a ignorovani rozdilu mezi pfesnou a neptesnou aritmeti-
kou) muze byt skutecna chyba celého vypoctu mnohem vétsi; nékdy tak velka, ze
vysledek je nesmyslny. Jindy se kvtili ignorovani rozdili mtize vypocet zacyklit,
skoncit chybou, zkratka muze vést k nepredvidatelnym dtsledkim, ackoliv algo-
ritmus je na prvni pohled spravny.

Tento text tedy za prvé ukazuje rizné chyby, ke kterym miize vést nepozorné
zachézeni s pocitacovou aritmetikou. Hned v tvodu budiz feceno, ze neptijde
o vypocty z ,kosmického vyzkumu“, kde by se daly blize neurcené numerické
potize ¢ekat; naopak, piijde o obycejné tlohy, s kterymi se muze potkat kterykoliv
programator.

Za druhé si ukazeme nékteré dilezité aspekty reprezentace ¢isel s plovouci



desetinnou ¢arkou podle standardu IEEE 754; budeme predpoklddat, ze ¢tenar je
s koncepci pojmu ,,plovouci desetinna ¢arka“ obeznamen, zZe zna pojmy exponent
a mantisa a ze priblizné tusi, jak probihaji zakladni aritmetické operace s ¢isly
s plovouci desetinnou ¢arkou. Také si vSimneme casto prehlizenych hodnot INF
a NaN a ukazeme si, jak je prakticky vyuzivat.

Za tteti si ukazeme nékteré standardni numerické potize a zptisoby, jak se daji
resit.

Ve zbytku textu se budeme vénovat zvlastni discipliné, a to geometrickym
vypoctim v pocitacové aritmetice. Oproti jinym vypoctim maji totiz své zvlast-
nosti: Casto se na zdkladé (nepfesné) vypoctené hodnoty musime rozhodovat
ano/ne, konvexni/nekonvexni a podobné. V | poéitacové“ geometrii také nemusi
platit bézné geometrické zakony: dvé riznobézky mohou mit vice nez jeden pru-
seCik, anebo nemuseji mit zadny; ostatné neni vlastné viibec zfejmé, co znamena
pojem ,primka“ atd.

Ackoliv bude posledni ¢ast pomérné tizce zamérend, nabizi velmi inspirativni
pohled na pocitacovou aritmetiku pro vsechny mirné pokrocilé programatory ¢i
programujici matematiky. Tolik tedy k obsahu textu a predpoklddanému publiku.

2 Mizeme si dovolit ignorovat zvlastnosti
pocitacové aritmetiky?

Jak vsichni programatori védi, pro prakticky kazdy program se daji zkonstru-
ovat prapodivnd vstupni data, ktera jej dokonale zmatou. Napriklad hackerské
utoky na jakoukoliv infrastrukturu jsou toho skvélym dokladem. Nejinak je tomu
u numerickych vypocti.

Katastrofalni odec¢teni

Clanek [3] ukazuje pozoruhodny vypocet demonstrujici Sikovné vybranou tilohu
a katastrofalni disledky ignorovani zvlastnosti poc¢itacové aritmetiky. Uloha je az
smésné jednoducha: vypocet funkéni hodnoty funkce

y = fla,b) = 333,7565 + a®(11a%b? — b5 — 1216% — 2) + 5,50° + % (1)
proa = 77617 a b = 33096. Podle toho, na jaké platformé pocitame a pouzivame-li
jednoduchou (float, 32 bitt, 24bitovd mantisa), dvojitou (double, 64 bitt, 53bi-
tova mantisa), rozsifenou (interni, 80 bitt, 64bitova mantisa) nebo ¢tyfnasobnou
(float128, 128 biti, 113bitova mantisa) presnost, obdrzime ruzné vysledky — pred
dalsim ¢tenim si je prohlédnéme v tabulce 1.

Jak z posledniho tadku tabulky plyne, ani jeden numericky vypocet nebyl
spravny, a to ani piiblizné! Clanek [3] nejenom problém detailné analyzuje, ale



Maple V, Intel y = —1,18059... x 10*

C++, Intel, 24 bitt mantisa y= 6,33825... x 10%
C++, Intel, 53 bitt mantisa y= 11726
CH-+, Intel, 64 bitti mantisa y= 5,76461... x 10'7
C++, Sun, 24 biti mantisa y= 6,33825... x 10%
C++, Sun, 53 bitid mantisa y= 1,1726
C++, Sun, 113 bitd mantisa = 1,1726

PROFIL/BIAS analyza intervalu y € [—8,264 ... x 10*';7,0835... x 10%!]

presny vypocet y=—0,82739...

Tabulka 1: Vysledky vyhodnoceni virazu (1) pri pouziti rizniyjch vgpocetnich pro-
stredki.

také poukazuje na pri¢inu: oznacime-li si dva z c¢lent funkce f jako z, x:
y = f(a,b) = 3337505 + a®(11a2b? — b8 — 1215* — 2) + 5,50° + —

—— 2b7
z x

snadno potiz lokalizujeme. Pro dand a = 77617, b = 33096 totiz plati

z = —7917111340668961361101134701524942850
x = +7917111340668961361101134701524942848

Pro korektni vypocet z 4+ x = —2 tedy potfebujeme aritmetiku, ktera zvladne 37
platnych desitkovych cifer; aritmetika s horsi presnosti povede k nepredvidatel-
nym vysledkiim.

Uvedeny piiklad je zajisté ponékud umély. Nazorné ale demonstruje skutec-
nost, ze ackoliv jsou vSechny vstupy i mezivysledky bezpecné v rozsahu pouzivané
aritmetiky, mize byt vysledek zcela Spatné.

vvvvvv

Konvexni obalka

Jednou ze zdkladnich urychlovacich metod v geometrickych vypoctech je test na
konvexni obalku. Napiiklad pii pohybu robota je tieba detekovat, zda nenarazi
do prekazky. Jelikoz je tvar robota obvykle komplikovany, vyplati se jej napred
,obalit“ do konvexniho tutvaru a test provést nejprve s nim. Pokud text dopadne
negativné, mame jistotu, ze ani vnitrek konvexniho utvaru do ni¢eho nenarazi.
Konvexni utvary se pouzivaji proto, ze algoritmy pracujici s nimi jsou podstatné
jednodussi (a rychlejsi) nez algoritmy pro praci s obecnymi tvary.

Algoritmus pracujici s konvexnimi utvary pochopitelné musi na vstupu dostat
konvexni ttvar. Clanek [4] ukazuje rizné chyby, které miize standardni algoritmus
vypoctu konvexni obalky nékolika bodi udélat, viz obr. 1: obalka je sice konvexni,
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ale zjevné neobaluje vSechny vstupni body; obalka je nekonvexni; obalka je ne-
konvexni a dokonce sebeprotinajici. Da se oc¢ekavat, ze dalsi vypocty zalozené na
chybné konvexni obdalce nepovedou ke smysluplnym vysledktm.

D2, D3

a) b) c)

Obréazek 1: Priklad nékolika typi chyb v konstrukci konvexni obdlky. a) Kon-
vexni obdlka neobsahuje bod psy. Vsimnéme si, Ze body p1, pa, p3, pa leZi prakticky
na stejné primce jako hrana ps — ps. b) Obdlka obsahuje zjevnou nekonvezitu.

¢) Obdlka obsahuje zjevnou nekonveritu, navic je sebeprotinagici.

Je velmi inspirativni pochopit, jak k takovym chybam muze dojit.
Vyse uvedené obrazky byly vytvoreny néasledujicim (spravnym!) inkremental-
nim algoritmem zalozenym na nasledujicich skute¢nostech:

Bod p lezi nalevo od hrany ab, je-li trojihelnik abp orientovany proti sméru
hodinovych rucicek.

Bod p lezi uvnitt konvexniho polygonu c;cs . . . ¢, orientovaného proti sméru
hodinovych rucicek, lezi-li bod p nalevo od vSech hran cics, cocs, ..., cpey.

Bod p lezi vné konvexniho polygonu c;cs ... ¢, orientovaného proti sméru
hodinovych rucicek, lezi-li bod p napravo od alespon jedné z hran c;cs, cocs,
..., CpCy.

Pokud bod p lezi vné konvexniho polygonu c;cs ... ¢, orientovaného proti
sméru hodinovych rucic¢ek, potom bod p lezi napravo od nékolika hran c;cs,
CoC3, ..., Cpc1. Tyto hrany tvori neprazdny spojity fetéz. Ostatni hrany
tvori také neprazdny spojity retéz.

Samotny postup konstrukce konvexni obalky je jednoduchy:

Vstup: body p1, p2, ..., pp, n > 3.

Vystup: posloupnost bodu ¢y, ¢, ..., ¢, konvexniho polygonu s hranami
C1C2, C2C3, ..., CpCy.
Algoritmus:



1. Inicializuj prvni verzi obalky: ¢; = p1, ¢c3 = pa, c3 = p3, m = 3.

2. Uprav konvexni obalku tak, aby orientace ¢y, co, c3 byla proti sméru
hodinovych rucicek.

3. Opakuj proi € {4, 5, ..., n}:
(a) Najdibody ca, cp (A < B) takové, ze bod p; lezi napravo od vSech
hran cjcjyq (A < j < B). Séitani v indexu chdpeme cyklicky.
(b) Pokud takové body c4, cg nebyly nalezeny, je bod p uvnitf stava-
jici konvexni obalky. Pokracuj dalsi iteraci.
(c) Ve stavajici konvexni obdlce nahrad body ca, cat1, ..., cg po-
sloupnosti bodu ¢4, p, cg. Uprav m a pokracuj dalsi iteraci.

Pokud vstup neobsahuje kolinearni trojici bodt, pracuje spravné. A zde se
skryva kamen trazu. Napriklad na obrazku la zacal algoritmus s body pi, po,
p3 a spravné vyhodnotil, ze tvori trojihelnik orientovany proti sméru hodino-
vych rucicek. Kdyz pak mél rozhodovat o bodu py, ktery lezi témér na spojnici
pip2 (resp. pip3), kvili numerické chybé Spatné vyhodnotil orientaci trojihel-
niku pspips. Tim nespravné usoudil, ze bod p4 lezi uvniti trojihelniku pipops a
pokracoval déle. Pridavani dalsich bodi uz nemohlo tuto chybu zvratit.

Pred uvedenim algoritmu jsme formulovali skutec¢nosti, na kterych spocivalo
jeho geometrické uvazovani. VSechny skutecnosti spoc¢ivaly na vyhodnoceni ori-
entace trojuhelniku abe, a = [ay, ay], b = [by, by], ¢ = [cq, ¢y ]:

1 a, ay
orientace(a, b, c) =sign |l b, b,
1 ¢ ¢

Je-li znaménko determinantu kladné, je trojuhelnik abc orientovan proti sméru
hodinovych rucicek; je-li zaporné, ma orientaci opacnou; je-li determinant nulovy,
jsou body a, b, ¢ kolinearni. Bohuzel, v aritmetice s omezenou presnosti miize
byt vysledek testu nespravny a jediné spatné rozhodnuti muze znehodnotit cely
vypocet. Skutecnosti, které jsme si pred uvedenim algoritmu formulovali, jsou
tedy platné pouze pri pouziti presnych vypocti; v nepresné aritmetice muzeme
ke kazdé skutecnosti najit protipriklad.

K uvedenému prikladu je vhodné doplnit t¥i poznamky.

Prvni: Algoritmus pro tvorbu konvexni obélky viibec neuvazoval situaci, kdy
jsou tri body kolinedrni. I kdyby ji vSak uvazoval, vime uz, Ze v nepresné arit-
metice je vyhodnoceni kolinearity prinejmensim problematické. Nestaci tedy do
algoritmu pridat dalsi vétve pro pripad kolinearity; je tfeba tuplné prehodnotit
celé geometrické uvazovani.

Druha: S kolinearnimi body se miizeme setkat velmi ¢asto, zejména tehdy, je-li
mnozina bodt generovana z CAD modelu, kde pfimky jsou dokonale rovné. Tam
kolinearita plyne z podstaty véci. U takové mnoziny bodu se mizeme navic setkat



s dalsim jevem: pokud mélo nékolik bodu geometricky lezet na jedné primce,
ale souradnice téchto bodi nelze v pouzité aritmetice vyjadrit presné, budeme
pracovat s body, které ve skutecnosti kolinearni nejsou.

Tteti: V praxi obvykle pracujeme s rozsahlymi daty, napriklad s mnozinami
miliona bodu. V tak velkych mnozinach je jiz znacna pravdépodobnost, ze néktera
trojice bodt bude shodou okolnosti témér kolinearni — a problém je na svéte.

Geometrické mnozZinové operace

V geometrickém modelovani se ¢asto oblé kfivky aproximuji lomenou carou,
zejména tehdy, jde-li o modely ziskané 3D skenem realného predmétu. Dejme
tomu, ze kruznici mame aproximovanou n-uhelnikem a chceme vypocitat sjedno-
ceni tohoto n-tthelniku se svou kopii pootocenou o tihel «, viz obr. 2. Vysledky
testi provedenych v zavedenych programovych balicich (viz [8]) hovori za své:

program n « [rad] ¢as vypoctu vysledek

ACIS 1000 10~ 5 min spravny

ACIS 1000 107° 4,5 min spravny

ACIS 1000 10-¢ 30 min zacykleni?
Microstation9s 100 1072 2's spravny
Microstation95 100 0,5 x 1072 3 s nespravny
Rhino3D 200 1072 15s spravny

Rhino3D 400 1072 — havérie programu

U =

Obrazek 2: Sjednoceni n-uhelniku se svou kopii pootocenou o thel .

Zdroj problému je celkem ziejmy. Pri konstrukei sjednocent je treba vyhodno-
covat pruseciky hran ptivodnich objekti, pricemz nékteré hrany jsou témeér rov-
nobézné. Vypocet takového priiseciku je nachylny k numerické chybé. Program to
muze ignorovat a vysledek muze byt jakykoliv (Microstation95, Rhino3D). Jiny
program si toho mtize byt védom a na situaci reagovat; to ale muze vést k vyraz-
nému prodlouzeni doby vypoctu (ACIS). Zdroj [11] uvadi, ze feSeni netrividlnich
situaci zabird az 90 % ¢asu vypoctu.



Simulace vlnéni

Pti modelovani siteni vilny se sleduje ¢elo viny (viz [8]), které déli prostor na
dvé casti — cast ,za vlnou“ a ¢ast ,pred vlnou“, viz obr. 3. Jakmile se projevi
kvalitativni chyba a vlnoplocha se za¢ne protinat, nelze rozhodnout, ktera cast
prostoru uz byla vlnou zasazena. Jakékoliv rozhodovani zalozené na topologicky
Spatném tvaru vlnoplochy pozbyva smysl.

Obrézek 3: Simulace cela vinoplochy s vektorem sméru Sireni. Pri sebeprotinajici
se vlnoplose nelze ani urcit, kterym smérem se bude vina ddle sirit.

Modelovani hladkych ploch

Komplikovanéjsi plochy v CAD se typicky tvoii pomoci ofezovych kiivek (trim
curves); napiiklad valcova plocha s dirou (viz obr. 4) je definovana jako parame-
trickd valcova plocha s dodatecnou informaci, podle které povrch obsahuje diru
pro jisté hodnoty parametri plochy. Ofezové krivky je v praxi nutné aproximovat,
a zde je kamen urazu. Maji-li se napojit dvé oriznuté plochy, neda se jednoduse
zajistit, aby byl spoj presny; muze se stat, ze mezi nimi vznikne mikroskopicka
skvira. Na druhou stranu napriklad algoritmy pro vypocet mechanickych vlast-
nosti téles predpokladaji, ze téleso je definovano uzavienou plochou. Nedodrzeni
predpokladu mize vést k libovolnému vysledku vypoctu.

Testovani kvality

Nékteré vyrobky prochazi naroc¢nou vystupni kontrolou, pri které se na zdkladé
namérenych hodnot (napiiklad rozméru) musi posoudit, zda je vyrobek v pre-
depsané toleranci. Pfi neopatrné implementaci vypocta se muze snadno stat, ze
se nekvalitni vyrobek prohlasi za bezvadny. Naopak prilis opatrny vypocet miize
oznacit vyrobek v toleranci za vadny. Jsou-li vyrobky velmi drahé, oboji je po-
chopitelné zna¢ny problém (viz [8]).
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Obrazek 4: Vilec s dirou, kterou prochdzi jiny vdlec. Problematické teleso je vdlec
s dirou — jak zajistit, aby plocha diry presné navazovala na vnéjsi pldst vdlce?

Shrnuti

Ackoliv je nésledujici odhad z roku 1998 (viz [8]), je presto alarmujici: pri vypo-
¢tech proudéni vzduchu kolem kridla letadla se pouzivaji sité s typicky 50 miliony
elementt. Povrchova sit se generuje 10-20 minut, objemova sif dalsi 3—4 hodiny,
samotny vypocet proudéni zabere cca hodinu a dalsi 2—4 tydny se hledaji a opra-
vuji chyby zpiisobené numerickymi chybami v generovani siti. Z roku 2002 po-
chézi odhad, podle kterého zpiisobi numerické chyby softwaru v automobilovém
primyslu ro¢né skodu jedné miliardy dolarta (viz [8]).

Numerické chyby mohou mit i doslova katastrofalni disledky; v roce 1996
se zritila raketa Ariane, protoze software nereagoval na preteceni pri prevodu
desetinného ¢isla (double) na celé ¢islo (int).

Co s tim?

Kupodivu existuji typy programi, kde rozumnou odpovédi je ,nic“. Jde zejména
o programy, kde preferujeme rychlost pred presnosti, kde se pripadné chyba pro-
jevuje pouze lokalné a nema vyznamny vliv na dalsi priabéh programu. Uvedeme
si dva priklady.

e V aplikacich pro zpracovani zvuku (¢i obecné signalu) pracujeme se vzorky
Casto reprezentovanymi hodnotami s plovouci desetinnou ¢arkou. Algoritmy
zpracovani signalu se obvykle nevétvi podle hodnot vzorkl, a pokud ano,
pak mald nepresnost na vstupu zplisobi malou nepfesnost na vystupu.
I kdyby vsak byla vystupni nepresnost velka, chyba v jednom vzorku mé-
lokdy zpiisobi slysitelnou degradaci zvuku.

e Programy pro rychlou vizualizaci musi na zakladé (neptfesné) hodnoty s plo-
vouci desetinnou ¢arkou rozhodovat, zda pixel obarvit, nebo neobarvit. Ra-
déji se ale spokoji se Spatné vypoctenym pixelem, nez aby za cenu znacného
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zpomaleni Tesily jeho korektni zobrazeni. Na obrazku bude totiz typicky na-
nejvys nékolik promile Spatné zobrazenych pixeli, coz je akceptovatelna dan
za rychlost.

Odpovéd ,nic“ ma vsak dva dulezité predpoklady. Za prvé, jeden vypocet
neovlivni dalsi vypocty, tedy chybny vysledek se nesiii dal. Za druhé, vysledek
celého vypoctu (tj. obrazek, zvuk apod.) neslouzi ke kritickému rozhodovéni, tedy
lokélni chyba skutecné nemtize zpiisobit skodu.

Zde by nemél vzniknout mylny dojem, ze audiovizualni aplikace nepfresnosti
resit nemusi! Coby ilustraci si uvedme priklad vystupu tzv. rasterizéru, v nasem
pripadé programu pro konverzi PDF dokumentu do fidicich prikazii produkéniho
tiskového stroje, viz obr. 5. Vinou chyby rasterizéru se dva objekty se spole¢nou
hranou vyhodnotily jako oddélené a mezera mezi nimi se nevyplnila barvou. Sice
je pravda, ze se kvuli tenké ¢are v plose jednolité barvy zadna raketa nezriti,
zakaznik se vSak da stézi presvédcit, ze ma za takové vytisky platit plnou cenu.

Obrazek 5: Sken casti vytisténého dokumentu, 4Xx zvetseno. Svétla cara vznikla
nepresnosti rasterizace stinu od Zlutého objektu nahore. Ackoliv je velmi tenkd, je
na tiskoviné zretelne videt.

Druhym extrémem k odpovédi ,nic“ je pocitat vse presné. To méa pocho-
pitelné také sva tuskali. I pokud pomineme, Ze nékteré vypocty se na pocitaci
presné vyhodnotit nedaji, zejména vypocty s transcendentnimi ¢isly (Ludolfovo
¢islo, Eulerova konstanta apod.), pfesto dospéjeme k poznani, Ze pro vétsinu tloh
se ,presné‘ vypocty nehodi. Hlavnim divodem je ¢asova naroc¢nost presnych vy-
poctu; byvaji radové 10000x pomalejsi oproti vypoctim s plovouci desetinnou
carkou, viz [7]. Zpomaleni je obzvlast nepfijatelné, uvédomime-li si, ze vétsina
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vypoctu s plovouci desetinnou ¢arkou probéhne dostatecné presné, extrémni pres-
nost je typicky zapottebi pouze u velmi malého mnozstvi pripad.

mozno vse s Cisly v plovouci desetinné ¢arce a neptresnost ignorovat, a pouze v kri-
tickych pripadech pristoupit s presnéjsimu vyhodnoceni. Nepresnosti jsou i tam
nevyhnutelné, ale robustnost programu lze presto zaridit peclivou implementaci.
Katastrofalni chyby zptusobené nepresnosti jsou sice vzacné, ale pri obrovském
mnozstvi zpracovavanych dat se objevuji relativné casto.

3 Obecné vlastnosti cisel s plovouci desetinnou
carkou

Na uvod kapitoly podotknéme, zZe realna c¢isla mizeme v pocitaci reprezentovat
mnoha zpusoby: zlomky, ¢isly s pevnou desetinnou ¢arkou (fixed point), ¢isly
s plovouci desetinnou ¢arkou (floating point), ¢isly s adaptivni presnosti, ¢isly
s definovanym intervalem nejistoty atd., viz [9, 5]. Jelikoz souc¢asné hardwarové
architektury zdaleka nejlépe podporuji praci s plovouci desetinnou ¢arkou (floa-
ting point), bude velmi vhodné si této reprezentace vsimat blize. V této kapitole
si pripomeneme nékteré znamé skutecnosti a poukazeme na méné znama fakta.
Zejména prvni ¢ast kapitoly pojednévajici mimo jiné o specialnich koédech defino-
vanych standardem IEEE 754 je mimotradné dilezita pro vsechny programéatory,
kteri do programu napisi klicové slovo float.

3.1 Vlastnosti aritmetiky podle IEEE 754

Aproximace realnych c¢isel ¢isly s plovouci desetinnou c¢arkou napadla vétsinu
tvarct prvnich vypocetnich systémii. Bohuzel, kazdého napadla trochu jinak.
Proto bylo kdysi prakticky nemozné prenést program z jedné pocitacové archi-
tektury na jinou, protoze ta implementovala zakladni aritmetické operace jinak
a vysledky nebyly identické. A jak jsme jiz vidéli, i drobnad chyba muze vést
k zasadnimu poskozeni vypoctu.

Zejména proto byl v roce 1985 schvédlen standard IEEE 754 [1], ktery popisuje
nekolik datovych typi pro préci s ¢isly s plovouci desetinnou ¢arkou a popisuje,
jaké vlastnosti maji mit zakladni operace s nimi. Vlastnostmi se mysli zejména
(ale nejenom) zaokrouhlovani.

Definované operace jsou:

e scitani, odcitani, nasobeni, déleni, zbytek po délend,
e druha odmocnina,

e porovnavaci operatory,
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e konverze mezi celo¢iselnymi typy a typy s plovouci desetinnou ¢arkou,

e konverze mezi rtiznymi typy s plovouci desetinnou ¢arkou definovanymi
IEEE 754,

e konverze mezi desitkovym (textovym) a bindrnim tvarem ¢isla s plovouci
desetinnou carkou,

e feseni vyjimecnych situaci ve vypoctu (napt. déleni nulou).

Kromé toho standard IEEE 754 nékteré jevy vyslovné nespecifikuje, napti-
klad jisté detaily kédu NaN (viz dale). Je tedy zfejmé, Ze maximalné prenositelna
aplikace se musi spolehnout vyhradné na seznam specifikovanych vlastnosti, pre-
nositelnost aplikaci vyuzivajicich nestandardizované operace (vypocet logaritmu,
goniometrickych funkei atd.) se nedé zarudit.

Bohuzel to neni vSe. Vyse uvedené by platilo, pokud by programétor vyuzival
elementarni operace primo, tj. pomoci strojového kdédu. Prakticky vsechny vypo-
¢etni programy jsou ale psané v néjakém vyssim programovacim jazyku, napriklad
v C/C++, Fortranu, Matlabu a podobné. Nanestésti tvurci prekladact obvykle
nebyvaji experty na detaily prace s plovouci desetinnou c¢arkou a programator ma
obvykle velmi malou predstavu o tom, jak vypocet skutecnée probiha.

Rzné zaludné chyby mohou nastat zejména pri neopatrné praci s datovymi
typy (pficemz za neopatrnost Casto muze tvirce prekladace) a pri ignorovani
specidlnich hodnot ¢isel (hlavné INF a NaN). Na detaily se postupné zamérime.

Zakladni datové typy

Standard IEEE 754 definuje nékolik zakladnich typi. Pro bézného programatora
maji nejvétsi vyznam t¥i z nich, single (jednoduchd presnost, v.C++ obvykle
datovy typ float), double (dvojita presnost, v C++ obvykle datovy typ double) a
double extended (rozsifend dvojita presnost, pfima podpora v C++ neni bézn4)
ve verzi implementované na mikroprocesorech Intel.

VsSechny aproximuji realné ¢islo znaménkem a dvéma celymi ¢isly: exponentem
a mantisou; ¢islo je pak dano jako

mantisa
9pocet bitd mantisy—1

(2naménko) x Qemponent (2)

Standard IEEE 754 predpokladéd zaklad exponovani 2 a i nase ivahy budou
tento zaklad predpokladat. Pro jiné zéklady je totiz nutné nékterd tvrzeni ty-
kajici se presnosti vypoctu preformulovat, viz napt. [2]. Zajemci mohou rovnéz
nahlédnout do normy IEEE 854, ktera je rozsitenim normy IEEE 754 pro zaklad
exponovani 10.

Pro nase tcely bude stacit, kdyz si pripomeneme, ze jednotlivé datové typy se
lisi zejména pocCtem bitu pro exponent a mantisu. Az na vyjimecné pripady také
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plati, Ze ¢isla se ukladaji v tzv. normalizované podobé, kdy je nejvyznamné;jsi bit
mantisy roven jedné. Tato jednicka se nékdy uklada a nékdy ne; tabulka 2 ji do
poctu bitti mantisy zapocitava.

single double extended double (Intel)

celkovy pocet bit 32 64 80

pocet bitlh mantisy 24 53 64

pocet bitu exponentu 8 11 15

rozsah exponentu [—126;+127] [—1022;+1023] [—16382; +16383]
platna desetinna

mista (priblizné) 7 16 19

Tabulka 2: Nejbéznejsi formaty podle normy IEEE 754.

Napted si vSimnéme v tabulce 2 nékterych detaili.

Tabulka uvadi priblizny pocet platnych desetinnych mist. Je to hodnota, ktera
byla jednoduse urcena z poctu bitii mantisy: jestlize naptiklad v pfesnosti single
miZeme reprezentovat 22¢ = 16777216 riznych mantis, odpovidd to asi 7-8
cifram v desitkové soustave, protoze log22* = 7.2. To oviem neznamend, ze by
¢islo v presnosti single Slo presné reprezentovat osmicifernym desetinnym c¢islem!
Napriklad ¢islo

1,111111111111111111111115 x 27126 = 27125 _ 9~149

kde dolni index 2 znaci binarni vyjadieni, ma presné desitkové vyjadreni dlouhé
112 platnych cifer:

2,35098856151472858345576598207153302664571798551 79808553659
26236850006129930346077117064851336181163787841796875 x 1072 .

Udaj o po¢tu platnych desetinnych mist je tedy t¥eba brat s jistou rezervou.
Jistou dilezitost, byt v mirné odliSném kontextu, ma ovsem presny pocet de-
setinnych mist, ktery potfebujeme k jednoznacnému vyjadieni libovolného ¢isla
v dané presnosti. Napriklad pro presnost single potifebujeme 9 cifer; pro pres-
nost double potfebujeme 17 cifer, viz [2]. Algoritmus pro jednoznacny prevod
mezi binarnim a desitkovym vyjadienim musi pracovat velmi opatrné; i proto je
tento prevod zafazen mezi standardnimi IEEE 754 operacemi a vyzaduje se jeho
precizni implementace.

Jak tuto védomost prakticky vyuzit? Vétsina programétort si je védoma exis-
tence riznych binarnich forméatt pro ¢isla s plovouci desetinnou c¢arkou, v nej-
jednodussim piipadé lisSicim se poradim bytu (maly endidn vs. velky endidn).
Proto se v ,prenositelnych“ souborech casto vyjadiuji ¢isla v textové podobé,
tj. v zapisu desitkovym ¢islem. Platformni nezavislost takovych soubort je ovsem
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velmi diskutabilni; musi totiz byt zaruceno, ze prevody mezi desetinnou a binarni
reprezentaci ¢isla budou probihat bezpecéné. Zajistit bezpecénou konverzi je vsak
provést trivialni bitové manipulace. Proto je u kritickych dat mnohem vhodnéjsi
uplné se textové reprezentaci vyhnout.

Déle si pozorny ctenar z tabulky 2 jednak uvédomi, Ze rozsah exponenti
kazdého typu nevycerpava rozsah umoznény poctem biti exponentu, jednak si
vSimne, ze rozsah exponentu je nesymetricky.

Diky mensimu rozsahu exponentii je mozné reprezentovat specialni hodnoty.
Napftiklad v pTesnosti single indikuje hodnota exponentu —127 hodnotu 0; jelikoz
¢isla v presnosti single maji ulozenou mantisu bez jednicky na nejvyznamnéjsi
pozici (redlné tedy ukladaji 23 bitt mantisy), nebylo by jinak mozné hodnotu
nuly presné zaznamenat. Naopak hodnota exponentu 128 indikuje specialni kody
(INF, NaN), kterym se budeme vénovat pozdéji.

Diky nesymetrii exponentt je celkovy pocet vsech moznych exponentii sudy;
protoze potiebujeme dvé hodnoty exponentu rezervovat (pro nulu a specidlni
kédy), je tato volba prirozena. Diky zvolenému typu asymetrie (] —126| < 127) je
systém odolnéjsi viuci preteceni; prevracend hodnota nejmensiho mozného cisla,
tj. 1/27126 = 27126 je v presnosti single reprezentovatelnd. Je sice pravda, ze
prevracena hodnota maximalniho ¢isla zptsobi podteceni, ale obecné vzato je
podteceni méné kritické nez pfeteceni [2].

Podivejme se nyni na avizované potize s datovymi typy.
Zkusme si predstavit, co udéld nésledujici program v C/C++ (viz [2]):

1 int main() {

2 double q;

3 q = 3.0/7.0;

1 if (q == 3.0/7.0) printf("Rovnost\n");

5 else printf ("Nerovnost\n");
6 return O;

7}

V zavislosti na architekture a prekladaci miize program vypsat jak , Rovnost®,
tak ,Nerovnost“! Analyzujme, pro¢ tomu tak je.

Mikroprocesory Intel interné pocitaji operace v pohyblivé fadové Carce v ez-
tended double presnosti (neni-li feceno jinak) a pred ulozenim vysledek zaokrouhli
na pozadovanou (single nebo double) presnost. M4 to rozumny diavod. Jak jsme
vidéli na strané 5, velkym problémem numerickych vypocti je ztrata platnych ¢is-
lic pTi odecitani podobnych ¢isel. Proto mé obvykle smysl provadét vypocty s vyssi
presnosti a vysledek zaokrouhlit. Podobné to mé smysl u vypoctii s transcendent-
nimi funkcemi (logaritmus, goniometrické funkce apod.), kde nemame zaruceno
presné zaokrouhleni (viz str. 30). Mikroprocesor ma proto nékolik registri pro
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praci s cisly s plovouci desetinnou carkou, v pripadé mikroprocesort Intel s ez-
tended double presnosti. Tam se pokud mozno ukladaji mezivysledky pti vypoctu
komplikovanéjsiho vztahu.

Nyni je asi pochopitelné, pro¢ se mize uvedeny program chovat nevyzpyta-
telné. Vypocet 3,0/7,0 na fadce 3 probéhne v extended double presnosti, zao-
krouhli se na double presnost a ulozi do proménné q. I podruhé (na radce 4)
probéhne vypocet 3,0/7,0 v extended double presnosti, do pomocného extended
double registru se nacte hodnota proménné q (zaokrouhlend) a ¢isla se porov-
naji. Neni divu, Ze se nemusi rovnat! Peclivé napsané prekladace proto musi pred
porovnavanim provést zaokrouhleni na pozadovanou presnost.

Obvyklou namitkou je nazor, podle kterého se nesmi ¢isla s plovouci desetin-
nou c¢arkou testovat na rovnost. Néco pravdy na tom je, namitka ovsem nenavr-
huje postup, jak rovnost otestovat. Ostatné, relace ,,vétsi nez“ bude srovnatelné
spolehliva, jakmile budou testovana ¢isla témér stejna.

Nejjednodussi pomitckou je tzv e-test: misto a = b se testuje |a — b| < €. Jed-
noduché pomiticky obvykle skryvaji rizné nastrahy a nejinak je tomu i zde. Prvni
problém je samoziejmé s volbou prahu e. Obvykly postup naivniho programa-
tora € <— 0,0001 (nebo podobné) samoziejmé selhdva, jakmile se pracuje s velmi
malymi ¢isly (viz rozsah exponentu IEEE datovych typt). Druhy problém je na-
prosté rozbiti relace ,,rovna se“. U relace ,,rovna se* pochopitelné plati implikace

a=b N b=c = a=c
Jakmile misto ,,rovné se“ pouzivame e-test, implikace neplati:
la—bl<e A |Jb—c<e # |Ja—c|<e

P1i naivnim nasazeni e-testu je tedy mozné, ze v jednom misté se program
rozhodne, ze a # ¢ (protoze |a — ¢| > €), zatimco na jiném misté se implikaci
rozhodne o opaku (protoze |a —b| < € a |b— ¢| < €). Jelikoz robustni program se
musi rozhodovat konzistentné, neni ziejmé e-test dlouhodobé udrzitelny.

Dalsi problémy s extended double presnosti nasleduji. Pokud vypocet vyrazu
obsahuje ¢ést, kterou lze vyhodnotit pouze za jistych okolnosti (napt. druhou od-
mocninu jen tehdy, je-li argument nezaporny), je obvyklé pred vypoctem ovérit
kritické ¢asti vyrazu (konkrétné naptiklad test znaménka argumentu odmocniny).
Pokud prekladac¢ pred testem argument zaokrouhli napi. na presnost double,
zjevné se netestuje spravné c¢islo — v samotném pocitaném vyrazu bude argu-
ment odmocniny bez zaokrouhleni.

Programator si ¢asto kviili zprehlednéni kodu nebo zvyseni efektivity vypoctu
komplikovanéjsi vyraz rozdéli na podvyrazy, vypocita je oddélené a ulozi do po-
mocnych proménnych; samoziejmé se skrytym zaokrouhlenim. Komplikovanéjsi
vyraz se pak zjednodusi ndhradou podvyraziu za hodnoty v proménnych — ale je
ziejmé, ze vysledek uz nebude identicky.
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S extended double se poji jedna dalsi nepiijemnost.

Zakladni operace maji byt podle standardu IEEE 754 implementovany tak,
aby vypocet probéhl jakoby dokonale presné a vysledek se zaokrouhlil na po-
zadovanou presnost. To znamend, Ze vSechny cifry (bity) vysledku jsou platné.
Pokud ale interné pocitame v extended double presnosti, vysledky operaci jsou
prubézné zaokrouhlovany na eztended double presnost a vysledek je navic zao-
krouhlen na pozadovanou, naptiklad double presnost. Dvoji zavérecné zaokrouh-
leni ovSsem miize vést ke zneplatnéni posledni cifry. Mizeme to demonstrovat
jednoduchym prikladem. Dejme tomu, Ze presny vysledek je 15,46 a pozadované
presnost je celociselna. Spravné zaokrouhleny vysledek je tedy 15. Pokud ale
vysledek naptred zaokrouhlime na extended presnost, v nasem ptikladu to bude
presnost na jedno desetinné misto, obdrzime napred 15,5, a pak findlnim zao-
krouhlenim 16. Dalo by se sice argumentovat, Ze chyba na poslednim mistu neni
dilezita, ale jednak jsme jiz vliv podobnych ,nepodstatnych* chyb vidéli, jednak
mnohé presné algoritmy spoléhaji na platnost vsech cifer.

Zavérem muzeme povedét, ze neopatrnd manipulace s ¢isly interné reprezen-
tovanymi riznou presnosti muze vést k prapodivnym vysledkim. To ovSem neni
povelem k zavrzeni extended precision a jinych technik docasné prace s vyssi
presnosti — jen je tfeba postupovat opatrné. Mimo jiné proto vznikla v roce 2008
revize standardu IEEE 754, kterd podobné zadrhele fesi (viz [13]).

Kédy INF, NalN a dalsi

Béhem vypocti s redlnymi ¢isly miize program tmyslné ¢i ¢astéji netimyslné vy-
zadovat operaci, jejiz vysledek neni matematicky definovany. Jsou to zejména
déleni nulou a odmocnina ze zaporného ¢isla, pri pouziti jinych nez IEEE 754
operatortt muze byt takovych pripadi mnohem vice. Kromé toho miize sice ma-
tematicky vysledek existovat, ale nepiijde vyjadrit zadnym platnym cislem se
zvolenou presnosti.

S nejjednodussim pripadem jsme se jiz setkali; napriklad vysledek 1,0/3,0
nelze vyjadrit zadnym IEEE 754 kédem. Jak vime, operace musi vratit vysle-
dek zaokrouhleny na nejblizsi mozné ¢islo ve zvolené presnosti. Co se vSak mé
stat, pozadujeme-li v jednoduché piesnosti vysledek 1,0/1071°7 M4 se rovnéz
zaokrouhlit na nejblizsi mozné &islo, tj. cca 3,4 x 1038, nebo se méa volajicimu pro-
gramu oznamit preteceni? M4 se vysledek 1,0/10%4° zaokrouhlit na nulu, nejmensi
mozné ¢islo (cca 1,2 x 1073®), nebo se ma ozndmit podteceni? M4 se pfi snaze
o vypocet 1,0/0,0 vratit nejvétsi mozna hodnota, specidlni kéd, nebo se mé vola-
jici program zastavit? Rozhodnout tyto a dalsi otazky neni viibec snadné, protoze
kazda volba zptsobi problémy. Tvurci standardu IEEE 754 se snazili, aby tyto
problémy zptisobily co nejméné rozdilti mezi zakony realné a priblizné aritmetiky:.

Pti pokusu o operaci, kterd vede k vyjimecnému vysledku (napf. déleni nulou),
by samoziejmé Slo vypocet zastavit. Zdaleka ne vzdy je to ale nejrozumnéjsi
moznost. Napriklad pri numerickém feseni rovnice f(x) = 0 musi algoritmus
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vyhodnocovat funkci f v riznych bodech zadaného intervalu. Je jisté prijemnéjsi,
kdyz algoritmus pracuje i tehdy, kdyz se pri vyhodnocovani omylem ,strefi“ do
hodnoty mimo defini¢ni obor funkce f. Pokud by kazda takova ,trefa“ byt i jen
vyvolala mechanismus vyjimky, trvalo by hledani kofenu funkce typicky mnohem
déle nez pri bezproblémovém chodu.

Proto se v IEEE 754 zavadi specidlni veli¢iny: NaN (not a number; nedefino-
vand hodnota), INF (nekone¢no), —INF (minus nekonecno), 4+0 (,kladnd nula®),
—0 (,zdporna nula“) a denormalizovand ¢isla. Budeme se jim postupné vénovat,
ukazeme si divody jejich zavedeni a praktické ukazky pouziti. Dilezitym disled-
kem je jasné definovana hodnota libovolné operace s libovolnymi operandy, tj.
standardem IEEE 754 je definovan soucet INF a bézného ¢isla, podil dvou NaN
atd.

Kod INF se generuje vzdy, je-li vysledkem operace ¢islo v absolutni hodnoté

Vv

nejvyssi mozné cislo; napiiklad v jednoduché ptesnosti by vysledkem ,/(280)3
bylo ¢islo 1,819, zatimco spravny vysledek je 1,3 x 103¢. Oproti tomu je argument
odmocniny v IEEE 754 aritmetice roven INF a je definovano, ze vINF = INF.
Obecné plati, ze v pripadé lim,_,, f(x) = 0o je i vysledek vyhodnoceni f(INF) =
INF. Se stejnou logikou bylo zavedeno, ze 1,0/0,0 = INF, protoze lim,_,o, 1/x =
+00.

Praktickym prikladem pouziti INF ve vypoctu je vydcisleni funkce (viz [2])

fz) =

x
2+1°

Takovy zapis je Spatny ze dvou davodi. Za prvé pro velka x dojde snadno k pre-
teceni ve jmenovateli. Za druhé bude pro velkd x kvili preteceni vysledkem
x/INF = 0 misto presnéjsiho 1/z. Vztah muzeme opravit jednoduse prepsanim

na
1

Pro velka x bude pracovat presnéji a bez preteceni, pro mala x rovnéz a diky INF
aritmetice bude spravné pracovat i pro x = 0, protoze se spravné vyhodnoti 1/(0+
INF) = 0. Bez INF aritmetiky by byl tfeba test na = = 0, ktery pochopitelné
nedéla dobrotu v pipeline nebo paralelnim zpracovani.

Analogicky ke kodu INF je definovan kod —INF, ktery je vysledkem napft.
—1,0/0. Se zavedenim —INF se poji zajimavy problém: maji se lisit hodnoty
1,0/INF a 1,0/—INF? Ve standardu IEEE 754 se lisi, nebot nula mé definované
znaménko; existuje tedy +0 a —0. Diky tomu je napriklad pro vSechna x platna
rovnost 1/(1/x) = z. Kromé toho je mozné rozliSovat mald kladnd a zdporna ¢isla
+e a —e, kterd se vlivem podteceni zaokrouhlila na nulu. Poc¢itame-li napriklad
odmocninu takového ¢isla, mizeme snadno rozlisit v/+e = 0 od v/—e = NaN. Na
druhou stranu je pravda, ze zavedenim —0 a +0 se nékteré véci komplikuji. Na-
priklad test x = y nestaci provadét porovnavanim bit po bitu, protoze IEEE 754
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aritmetika definuje —0 = +0. Tim se také zanasi podivné chovani, kdy z x = y
neplyne f(z) = f(y), naptiklad 1/ +0 # 1/ — 0. Tvurci IEEE 754 ale usoudili, ze
vyhody znaménkové nuly prevazuji jeji nevyhody; tak nebo tak, se znaménkovou
nulou musime pocitat.

Kéd NaN se generuje v pripadech, kdy neni mozné konzistentné rozhodnout
o vysledku. Je zndmo, ze pokud lim, o f(z) = 0 a lim, ,0g(x) = 0, potom
lim, o f(x)/g(z) mize nabyvat libovolné hodnoty. Obdobné pro lim, ., f(z) =
00 a lim, . g(z) = oo muze byt hodnota lim, ., f(z) — g(x) libovolna. V tako-
vych pripadech generuji IEEE 754 operace kéd NaN. Stejné tak jej generuji pro
odmocninu ¢i logaritmus zaporného cisla a podobné. Presnéji fe¢eno, generuji ne-
ktery z kodt NaN, protoze miize byt uzitecné rozlisovat, jakou operaci kod NaN
vznikl. Standard IEEE 754 ovSsem jednotlivé kédy NaN nerozlisuje, respektive
nechava jejich pocet a vyznam na diléi implementaci.

Posledni zvlastni kategorii kodi jsou denormalizovana ¢isla. Zminime je jen
pro uplnost; pro praktické vypocty je jejich vyznam pomérné maly a i vétsina
presnych algoritmt s nimi prilis neoperuje.

P1i reprezentaci ¢isel v normalizovaném tvaru je nejmensim reprezentovatel-
nym ¢islem ny,;, = 1,0 x 290 kde ep,;, je minimalni mozny exponent; napriklad
u presnosti single je ey = —126. Mezi nulou a ny;, je tedy pomérné velkd
mezera. Pokud ale umoznime zapisovat ¢isla s exponentem e;, — 1 v nenorma-
lizovaném tvaru (tj. nejvyznamnéjsi bit mantisy je explicitné 0), plynule mezeru
mezi nulou a n,;, zaplnime.

Ma takové chovani praktické opodstatnéni? Ano. Pocitame-li napriklad v pres-
nosti single hodnotu x/(z — y) pro velmi blizkd z a y, muZe se v rozdilu ve jme-
novateli vétsina cifer odecist a vysledek x — y bude mensi nez ny;,. Vysledkem
x — y tedy bude po zaokrouhleni nula i presto, ze x # y, a tedy vysledek déleni
bude INF! V aritmetice s normalizovanymi ¢isly tedy plati x =y ¢ = —y = 0;
negaci takto elementarniho aritmetického pravidla se samoziejmé veskeré tivahy
o spravnostech vypocti stavaji nespolehlivymi. Pravé tento nedostatek resi de-
normalizovana ¢isla; da se ukazat, ze jejich zavedenim opét pro libovolnd x a y
platiz =y & x—y =0, viz [2].

S denormalizovanymi ¢isly se poji jedna perlicka. Mnoho programovacich ja-
zyku zavadi konstanty typu DBL_MIN, FLT_MIN apod. s vyznamem minimalniho
reprezentovatelného Cisla v presnosti single, double apod. Pozor! Tyto konstanty
mohou oznacovat nejmensi mozné ¢islo v normalizovaném tvaru! Je tedy mozné
regulérné definovat hodnotu proménné float x, pro kterou 0 < x < FLT_MIN.
Konkrétné napt. Microsoft Visual Studio definuje v souboru float.h hodnotu
FLT MIN = 1,18 x 10738, ovSem nejmensi mozna hodnota v pfesnosti single je
priblizné 1,4 x 1075,

Zabyvejme se nyni bezprosttednimi praktickymi disledky specidlnich kodi

definovanych v IEEE 754.
Béznou praxi pri vypoctu komplikovanéjsi hodnoty f(x) je pred samotnym
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vypoctem otestovat, zda x patii do defini¢niho oboru funkce f. Napriklad pri
vipoctu kotenti kvadratické rovnice ax? + bz + ¢ se typicky testuje znaménko dis-
kriminantu b? — 4ac a nenulovost koeficientu a. Jak jiz vime, takové testy jednak
nefunguji vzdy dobte pti vypoctech v extended precision, jednak jakékoliv testo-
vani komplikuje paralelni vypocet nékolika funkénich hodnot (rozbiti instrukéni
pipeline, potize s SIMD instrukcemi). Pokud naopak funkéni hodnotu napred vy-
pocteme a az nasledné otestujeme, zda je vysledkem konec¢né ¢islo, je problém
vyTesen. Programovaci jazyky obvykle takové testy nabizeji, jen o nich vétsina
programatoru nevi. Napiiklad v C/C++ jsou tyto testy definoviny v float.h
pod nazvy finite(), _isnan() atd.

Pti zpracovani dvourozmérnych dat potifebujeme casto vyhodnocovat udaje
v jiné nez obdélnikové oblasti. Napriklad program pro vizualizaci funkce f(z,y),
jehoz vstupem bude (obdélnikovd) matice s funkénimi hodnotami, potfebuje né-
jak vizualné odlisit body s regulérnimi funkénimi hodnotami od bodii, kde funkce
neni definovana. Mnoho programéatorii si pomaha pomocnym dvourozmérnym po-
lem s ptiznaky ,hodnota funkce existuje/neexistuje“ nebo jinymi zbyteénymi po-
stupy; prirozené reseni je neplatné funkéni hodnoty oznacit kédem NaN a zajistit,
aby vizualiza¢ni program na tuto hodnotu korektné reagoval.

Hodnoty INF a NaN nepfinaseji jen Sikovné vlastnosti, ale i nékteré méné
zfejmé jevy pri vyhodnocovani relaci =, <, >, < a >. Pokud se naptiklad kod
NaN porovnava s cislem y, je vysledkem vzdy false. Proto se muze nezkuseny
programator podivit, Ze program

1 int main() {

2 float x = 3;

3 while (x >= 0) {

4 x = sqrt(x - 1);

5 }

¢ }
probéhne korektné, zatimco na prvni pohled ekvivalentni podminka v cyklu po-
vede k nekoneénému opakovani:

1 int main() {

2 float x = 3;

3 while (! (x < 0)) {
4 x = sqrt(x - 1);
5 }

6 X

Uvedenym prikladem také poskytujeme navod, jak bez pomoci internich funkei
otestovat, zda je x = NaN:

1 if (x==x)
2 { /* x neni NaN %/}
3 else

4 { /* x je NaN */}
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Posledni poznamka, kterou uvedeme v kapitole o vlastnostech aritmetiky
podle IEEE 754, se tyka rozdilt mezi presnou a nepfesnou aritmetikou.
Kv1ili omezené presnosti ¢isel je zfejmé, ze napriklad nemusi platit

?

1+ (10* — 10*) = (1 + 10%°) — 10*° . (3)
Soucasné prekladace vSak casto v ramci optimalizace premysli, jak vyraz vyhod-
notit co nejefektivnéji, pripadné zda vyraz viibec vyhodnocovat. Bohuzel pii svém
uvazovani obvykle pouzivaji vlastnosti presné aritmetiky. Proto se mtze chovani
programu prelozeného s optimalizacemi znac¢né lisit od neoptimalizovaného kodu.

3.2 Obecné vlastnosti vypoctia s ¢isly s nepresnou
aritmetikou

Jak jiz bylo feceno, nepfesnostem se v praktickych vypocétech nevyhneme. Progra-
mator vsak miize postupovat tak, aby se mnohym potizim vyhnul s vynalozenim
minimalniho usili. V této casti textu se seznamime s nékolika uzitecnymi zptisoby
uvazovani.

Zaokrouhlovani

Vime, ze celoc¢iselna aritmetika poskytuje presné vysledky, pokud béhem vypo-
¢tu nedojde k preteceni nebo podteceni. Pokud proto potfebujeme vyhodnotit
vypocet, jehoz vstupem jsou celd ¢isla, a ocekavame opét celd ¢isla, je velmi ris-
kantni vypocet kviili pohodlnosti vyhodnocovat v neptesné aritmetice. To se tyka
zejména vypoctl se zlomky.

Coby priklad si muzeme uvést prevzorkovani obrazu. Na obrazku 6 se mtzeme
presvéddit, Ze nespravnad implementace (obrazky 6a, 6b) muze vést k neocekava-
nym vysledkim. Podivejme se, jak problémy vznikly.

Vstupem tlohy je obrazek definovany matici I, jejiz prvky I[k,[] predstavuji
vzorky funkce f v bodech [kA; + 4., IA; + i,], kde k, [ jsou celociselné indexy
prvku, Ay je vzorkovaci vzdéalenost a realna ¢isla iy, 4, urcuji pozici prvku I{0, 0].
Hodnotu funkce f v obecném bodu [z, y| definujme stylem ,nejblizsi soused“, tj.

f(z,y) d:eff round (x — ZI)AI + 1,, round (y — Zy)AI + 1,
Ap Ap

= ][round (x;;x)round <y;;y>] ,
kde funkce round predstavuje zaokrouhleni k nejblizsimu celému cislu. Pro jed-
noduchost predpokladejme, ze indexy k, [ nejsou omezené.

Nasim tkolem je vytvorit ,,obrazek zvétseny a posunuty“. PopiSeme jej matici
O s prvky O[m, n], které predstavuji vzorky funkce f v bodech [mAg+o0,, nAo+
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a) b) c)

Obréazek 6: Ruzné metody prevzorkovani obrazu: a) matematicky korektnt, ale pro-

gramatorsky naivni implementace vyuZivajici cisla s plovouci desetinnou carkou,

b) lepsi, ale stale nedokonald implementace redukujici pocet operact, c) korektni
implementace zaloZend na celyjch cislech.

0y], kde m, n jsou opét celociselné indexy prvku, Ao je vzorkovaci vzdélenost a
0z, 0y jsou realnd cisla popisujici pozici prvku O[0, 0]. Plati tedy zfejmeé

Olm,n| = f(mAo + 0,,nAo + 0y)

= f(round <mAO R Zm)AI ~+ 15, round (nAO oy Zy)AI + iy>

A[ AI

mAo + 0, — iy nAo+Oy—iy)
A, ),round ( A, .

=7 lround (

Naivni vypocet vsech prvka O[m,n] bychom tedy mohli provést takto:

1 for (m=...; m< ...; mt+) {

2 for (n=...; n< ...; nt+) {

3 X = m * delta_o + o_x;

4 y = n * delta_o + o_y;

5 index_x = round((x - i_x)/delta_i);
6 index_y = round((y - i_y)/delta_i);
7 o[m,n] = il[index_x, index_y];

s 1

Pokud ovsem zkusime kéd spustit pro A; = A, = 0,1, ¢, =iy, =0a 0, = 0y =
0,05, dostaneme vysledek jako na obrazku 6a (srovnej s korektnim vystupem na
obrazku 6c¢).

Pivod chyby je zjevny: ¢islo A; = 0,1 nelze korektné reprezentovat ¢islem
podle standardu IEEE 754. Cislo o, = 0,05 je piesné polovinou vzorkovaci vzda-
lenosti, a navic jej také nejde ve standardu IEEE 754 reprezentovat. Vypocty
na fadcich 3-6 jsou pak zatizeny zaokrouhlovacimi chybami. Jelikoz je vypocet
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funkce round v okoli rozhodovaciho prahu velmi citlivy na vstup, je vybér vzorku
na radku 7 témeér dilem néhody.

O néco lepsi Teseni bere v potaz chyby zaokrouhlovani a snazi se vypocet
preusporadat tak, aby se pii A; = Ap nasobily indexy m, n jednickou:

1 for (m= ...; m< ...; mt+) {

2 for (m=...; n< ...; nt+) {

3 index_x = round(m*(delta_o/delta_i) + (o_x - i_x)/delta_i);
4 index_y = round(n*(delta_o/delta_i) + (o_y - i_y)/delta_i);
5 o[m,n] = il[index_x, index_y];

6 T}

Kéd poskytuje pro vyse uvedené parametry (A; = A, = 0,1, 4, =i, =0 a
0, = 0, = 0,05) uspokojivé vysledky. Jakmile ale zvolime matematicky ekviva-
lentni parametry i, = 1, = 100 a o, = o, = 100,05 dostaneme vysledek jako na
obrézku 6b — pro dostatecné vysoké hodnoty indext (v nasem piipadé je prahem
256) vypocet ,presko¢i“ a tiplné vynechd jeden fadek, resp. sloupec vstupu.

Problematické misto je nyni skryto v rozdilu 100,05 — 100. Jelikoz ¢islo 100,05
nelze ve standardu IEEE 754 presné reprezentovat a cast bitti mantisy je treba
vénovat hodnoté 100, je hodnota 100,05 & 100 rozdilnd od hodnoty 0,05 © 0, tj.
nékolik bita presnosti bylo ztraceno. Nepatrna chyba se projevi pravé na rozhrani,
kde tyto ,ztracené bity“ zacnou hrat roli.

Proto je jedinym spolehlivym fesenim vyhnout se konverzi celé ¢islo — de-
setinné Cislo — celé ¢islo. Program by tedy mél detekovat pripady, kdy A; a
Ao jsou v jednoduchém celoc¢iselném poméru a vypocet proménnych index_x,
index_y zalozit na celoc¢iselné aritmetice.

Periodické funkce

Uvedeny problém zaokrouhlovani je vsak interné ptritomny i ve vypoctech, kdy
bychom jej na prvni pohled necekali.

Ve vypoctu funkéni hodnoty f(x) periodické funkce f, napf. tan(z), je typicky
nutné napred hodnotu x normalizovat na hodnotu x,, tj. omezit na interval za-
kladni periody, tedy napf. na interval [0, 7). Normalizaci teoreticky vypocteme
snadno: =, = (x mod ) = x — «w|z/7|. Pokud je tedy  mnohem vétsi nez m,
tj. délka periody funkce f, dojde pri normalizaci intervalu ke znacné chybé a
vysledek f(z) je nepfesny az nesmyslny. Pro ilustraci problému se podivejme na
tabulku 3 shrnujici vysledky vypoctu sin(10%2).

Uvedeny priklad vypoc¢tu funkce tan(z) skryva dalsi tskali: pro = blizka /2
je funkce tan(z) velmi strmd, ¢ili nepatrnd nepresnost v x zptusobi zna¢nou ne-
presnost vysledku. Tato jednoduchd tvaha se dé Fici i jinak: pro z blizké 7/2 je
vypocet tan(z) spatné podminény.

Podivejme se na pojem podminénosti blize.
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platforma sin(10%?)

presny vysledek —0,8522008497671888017727 . ..
Vax VMS (g or h format) —0,852200849 . ...
HP 48 GX —0,852200849762
HP 700 0,0

HP 375, 425t (4.3 BSD) —0,65365288 . . .
Matlab V.4.2 c.1 for Macintosh 0,8740

Matlab V.4.2 c.1 for SPARC —0,8522

PC: Borland TurboC 2.0 467734 x 107240
Sharp EL5806 —0,090748172
DECstation 3100 NaN

TT 89 Trig. arg. too large

Tabulka 3: Vijpocet sin(10%?) na rizngch platformdch. Vinatek z tabulky prevzaté
z [15]. Jak autor [15] poznamendud, ¢islo 10* se dd v presnosti double reprezento-
vat presne. Vysledky byly zasldny mnoha uZivateli a nebyly diskutovdny s vyrobci.

Podminénost

Pocitame-li f(x), ale x zndme pouze v aproximaci x’ s absolutni chybou é, tj.
' = x + é, dostaneme vysledek f(z') = f(z + é) = f(x) + éf'(x), kde f'(z) je
prvni derivaci funkce f(z). Je tedy pochopitelné, Ze se vyhybame situacim, kdy je
|f'(x)] > 1. Toho lze ¢asto snadno dosdhnout pouhym preformulovanim vztahu.

Napriklad ¢lanek [6] navrhuje tfi alternativni vzorce pro vypocet ihlu 6 svi-
rané¢ho vektory r a s:

r-s
¢ = acos (4a)
]|
2A
0 = asin (4b)
I s|
24
6 = atan —— atan2(2A,r - s), (4c)

kde A je plocha trojihelniku sviraného thly r a s; v ¢lanku [6] je rovnéZ uveden
postup presného vypoctu A. Nejznaméjsi vzorec (4b) plyne piimo z vlastnosti
skaldrntho sou¢inu; malokdy se vsak hovoii o tom, ze vypocet acos(z) je velmi
spatné podminény pro || v okoli 1. Podobné vlastnosti mé i funkce asin(x).
Naproti tomu prvni derivace funkce atan(z) je vSude mensi nez 1 a z hlediska
podminénosti je tedy nejvyhodnéjsi. Pokud navic pro vypocet vyuzijeme funkci
atan2(x,y), kterou nabizi vétsina matematickych knihoven, neni ani tfeba speci-
alné osetrovat pripady s nulou ve jmenovateli zlomku.
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Detailnéjsi pohled na pojem podminénosti nabizi napriklad [14], ve stru¢nosti
Pii vypoctu f(z) je casto x vysledkem néjakého vypoctu; musime tedy pred-
pokladat, ze je néjakym zpusobem zaokrouhlené na hodnotu x’. Zajima nas, v ja-
kém vztahu jsou f(z) a f(a').
Budeme predpokladat, ze 2’ je srovnatelné velké jako x; zavedeme tedy rela-
tivni chybu e:
/ /

x r —x ,
—=14e < =—e & I —xT=e€x.
T

Relativni chybu e jsme zavedli misto absolutni chyby é pouzivané v predchozich
odstavcich proto, ze je pro nasledujici analyzu vyhodnéjsi. Zajimat nas bude
absolutni hodnota relativni chyby vysledku, t;j.

|f (') — f(x)
f(z)

Korektné vzato bychom sice méli predpokladat, Ze i samotny vypocet funkce f
je zatizen zaokrouhlovaci chybou, pro jednoduchost ale tento predpoklad zane-
dbejme.

Provedeme formalni ipravu

F@) — f@)]  1f@) — f@)] | Ja] |2 —af
@ = @ el

Prvni ¢len soucinu je ziejmé odhadem |f’(x)|, posledni ¢len je absolutni hod-
nota relativni chyby z’. Proto miZeme psat

[f(2) = f(2)]

‘f(:l:)| = 'Lif(x) ‘6’ )
e | ()] x ||
)| X |T
) =l

Cislo k¢(x) nazyvame relativnim cislem podminénosti funkce f v bodu z; né-
zev se Casto zkracuje na cislo podminénosti. Ptiblizné udava, jak se zvétsi relativni
chyba vysledku oproti relativni chybé x.

Jako priklad pouziti vypocitejme relativni podminénost funkce f(x) =z —y
(y je konstanta), tedy vypoctu rozdilu dvou ¢isel. Ziejmé plati f/(x) = 1, a proto

2]

Kp(r) =

=yl

Relativni ¢islo podminénosti diverguje k nekonec¢nu pro x — y, tedy i teoreticky
mame potvrzeno, ze rozdil dvou blizkych ¢isel je zatizen znacnou relativni chy-
bou. Stejnym postupem zjistime, ze operace nasobeni (f(x) = x X y) a déleni
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(f(z) = y/x) jsou dobfe podminéné (k(x) = 1 pro vSechna x). Rovnéz zjistime,
ze vypocet druhé odmocniny (f(z) = y/z) je velmi dobfe podminény, protoze
f'(z) =1/(2+/7) a tedy r¢(x) = 0,5 pro vsechna x.

Pozorny ¢tenar si ovsem uvédomi, ze zavérecny vysledek je jistym zptisobem
v rozporu se zacatkem kapitoly, kde jsme tvrdili, Ze je vhodné vyhybat se vypoctu
funkce f(z) pro |f'(x)| > 1 — coz pro funkci odmocniny znamend pro z < 0,25.

Zdéanlivy nesoulad je zptsobeny odlisnym pojetim pojmu chyba vypoctu. Za-
timco v prvnich tvahach jsme se zabyvali absolutni chybou é = f(z') — f(x),
v uvahéch o podminénosti jsme vychdazeli z formulace relativni chyby e = (f(2') —
f(z))/f(x). Oba dva pohledy na chybu maji svoje opodstatnéni a své uziti; po-
jmem chyby vypocétu bychom se tedy méli zabyvat hloubé¢ji. Vénujeme mu proto
nasledujici podkapitolu.

Tento oddil uzavieme zpétnym pohledem na vypocet tthlu mezi dvéma vek-
tory podle vzorci (4a—4c) na strané 25. Podobné, jako jsme definovali relativni
¢islo podminénosti k¢(z) coby miru zvétseni relativni chyby vypoctu funkce f
v bodu z, mohli bychom definovat absolutni ¢islo podminénosti A, které bude
udavat miru zvétseni absolutni chyby vypocétu. Méli bychom je zrejmé zavést
jako pomér absolutni chyby vypoctu funkce f(x) ku absolutni chybé argumentu
funkce. Snadno zjistime, ze

fp(x) =

a tedy (jak jiz vime), vypocet funkce f(x) v bodu z, pro ktery |f'(z)| > 1, bude
zatizen vétsi absolutni chybou.

Podivame-li se detailné na vsechny vzorce (4a—4c) a nakreslime si jejich pri-
béhy, pribéhy prvnich derivaci a ¢isla podminénosti (viz obr. 7), zjistime, ze
univerzalni je skutecné vzorec (4c¢) zaloZeny na vypoctu funkce atan(z), resp.
atan2(z,y). Kdyz si navic uvédomime, ze by kvili nepfesnostem vypoctu mohl
byt argument funkei asin(z) ¢éi acos(z) mimo rozsah [—1,1] (a tedy vysledkem
vypoctu by byl kéd NaN), jevi se vzorec (4c) jako jesté uzitecnéjsi.

V) =Sy

2" — x|

' ()]

+3
+1
N I
-1 1 1 10 fl2) +10
f(z)
f(z)
-3 -3 -3
asin(z) acos(r) atan(x)

Obrazek 7: Zdvislost zvétsovani velikosti absolutni (purpurovd) a relativni (azu-
rovd) chyby pri vypoctu asin(x), acos(z) a atan(zx).
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3.3 Presnost vypoctu s plovouci desetinnou carkou

V predchozi podkapitole jsme se zabyvali obecnou problematikou chyby vypoctu
bez ohledu na konkrétni implementaci. Jelikoz je vSsak hardwarova podpora ope-
raci s Cisly s plovouci desetinnou carkou tak velka, je vhodné se zamérit tzeji a
pri analyze chyb vzit tuto implementaci v potaz.

Pro analyzu chyby vypoc¢tu je vhodné zavést pojmy absolutni a relativni
chyby. Uz jsme se s nimi setkali, ale pro prehlednost si je definujme znovu.

Méjme veli¢inu z a jeji priblizné vyjadieni x’. Absolutni chybou é rozumime
veli¢inu

é=a —x & ¥=x+é,

relationi chybou e rozumime veli¢inu

i
e =

& ¥=zx(l+e).

x

Povsimnéme si, ze absolutni chyba é ma stejny fyzikalni rozmér jako veli¢ina =,
zatimco relativni chyba e je bezrozmérnym ¢islem.

Hovorime-li o velikosti chyby (absolutni i relativni), obvykle zanedbavame jeji
znaménko. Nékdy se ve vztazich s chybami € ¢i e explicitné pracuje s absolutnimi
hodnotami; protoze ale absolutni hodnoty zna¢né komplikuji manipulaci s témito
vztahy, ¢asto se absolutni hodnoty vynechavaji a jista volnost ve znaménku chyby
se tise predpoklada.

Smysl absolutni chyby je zfejmy, jde typicky o rozdil mezi presnou a nepres-
nou veli¢inou. Neni uz vsak tolik zfejmé, zda je napriklad absolutni chyba 1 mm
akceptovatelnd, nebo ne — pro veli¢inu v fadu kilometra bude typicky akcepto-
vatelnd, naopak pro velicinu v fddu mikrometri bude neakceptovatelna. To je
hlavni dtvod zavedeni relativni chyby; je-li relativni chyba mnohem mensi nez 1,
je vysledek obvykle dostatecné presny.

Relativni chyba ovSsem také neni univerzalni. Za prvé neni definovana, je-li
veli¢ina x rovna nule. Za druhé, a o tom se prilis casto nehovori, je vyhodna pouze
u tzv. linedrnich veli¢in, v pocitacové grafice naptiklad u jasu. Naopak u veli¢in
perceptualnich, v pocitacové grafice napriklad u vnimaného jasu, je vyhodnéjsi
absolutni chyba; chyba £1 ma totiz stejnou vahu jak u malych vnimanych jast,
tak u velkych. Podobné je relativni chyba zavadéjici, ma-li  vyznam souradnice;
ma-li byt dira vyvrtana na soutradnici x, mize byt akceptovatelna soutradnice
x £ €, ale nemé opodstatnéni posuzovat chybu souradnice diry v zavislosti na
absolutni pozici jejtho umisténi, tj. vztahem x(1 + e).

Jistym kompromisem miuze byt vztazeni absolutni chyby ke vhodné zvolené
konstanté K. Naptiklad pro délkové tolerance ve stavebnictvi se miize zvolit jako
1 cm, pro tolerance v jemné mechanice jako 10 um. Volba konstanty K, ktera
nezavisi na velikosti x, prirozené vede k zavedeni reprezentace ¢isla x s pevnou
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desetinnou ¢arkou (fixed point) — jesté pred vypoctem totiz vime, Ze potfebujeme
¢isla s jistym poctem platnych cifer, pricemz pro zvolené K bude nékolik z nich
za desetinnou carkou.

V jinych aplikacich, zejména v takovych, kde neni predem zfejmy rozsah ve-
liciny z, je vhodnéjsi zavést pojem pocet platnijch (desetinnych) mist. To plati
zejména tehdy, neni-li predem znamo, v jakych jednotkach bude veli¢ina z za-
déna. V bézném zivoté si obvykle vystacime se tfemi platnymi misty — ctvrta a
dalsi platna ¢islice by byla ,,pod rozlisovaci schopnosti“ napriklad pro vysku clo-
véka 176 cm, hmotnost 12,3 t, cenu 4,56 K¢ za kWh apod. Volba poctu platnych
mist prirozené vede k reprezentaci ¢isla x s plovouci desetinnou ¢arkou (floa-
ting point). ,Konstanta“ K je nyni zévisla na velikosti z, pricemz nejvyhodnéjsi
je definovat ji jako velikost spojenou s poslednim platnym desetinnym mistem;
obvykle ji zna¢ime zkratkou ulp z anglického unit in the last place. Je-li tedy
skutecna hmotnost 12312 kg zapsana jako 12,3 t, zvolili jsme ulp = 100 kg a
chyba vyjadieni je zfejmé (12312 — 12300)/100 = 0,12 ulp.

V reprezentaci ¢isel podle standardu IEEE 754 ma ulp velikost, ktera odpovida
poslednimu bitu mantisy. Napriklad ¢islo 1,9 je v pfesnosti single vyjadieno jako

1,111001 100110011001 100 11 5 x 2° = 1,899 999 9761, ,

23 bita

kde dolni indexy u ¢isel znac¢i zaklad pouzité c¢iselné soustavy. Zde je zfejmeé
ulp = 278 x 20 = 273 = 119 x 1077, a tedy chyba reprezentace je rovna
1,9—-1,899999976 = 2,38 x 1078 = 0,2 ulp . Obecné plati, Ze pro &slo 2’ vyjadiené
normalizovanou mantisou délky p (pro presnost single je p = 24) a exponentem
E je ulp = 28-r+L,

Realné cislo, které ma byt reprezentovano c¢islem podle standardu IEEE 754,
musi byt zaokrouhleno. Pti zaokrouhlovani doli nebo nahoru je zaokrouhlovaci
chyba mensi nez 1 ulp, pri zaokrouhleni k nejblizSimu reprezentovatelnému ¢islu
nejvyse 0,5ulp. Kromé toho také standard IEEE 754 predepisuje, ze vysledky
zakladnich operaci maji byt takové, jako by byly operace provedeny presné a vy-
sledky nasledné korektné zaokrouhleny; pti zaokrouhleni k nejblizsimu reprezen-
tovatelnému cislu je tedy absolutni chyba vysledku aritmetické operace nejvyse
0,5 ulp.

Jednotka ulp tedy dobfte slouzi k odhadu maximéalni absolutni chyby. Nyni si
zavedeme protéjsek k odhadu maximalni relativni chyby.

Cislo  si vyjddiime pomoci redlného ¢isla m (1 < m < 2) a celého ¢isla E
jako x = m2¥. Cislo 2 budeme aproximovat ¢islem 2. To vyjadifme normalizova-
nou mantisou m’ (1 <m’ < 2) o délce p bitt (napr. pro presnost single 24 biti) a
stejnym celym ¢&islem E, tedy 2’ = m/2F. Po korektnim zaokrouhleni = k nejbliz-
Simu reprezentovatelnému ¢islu 2’ je absolutni chyba aproximace ¢ maximélné
0,5ulp, tedy |2’ — x| = é < 0,5ulp. Pfi délce mantisy p bitu je pro dané z, jak jiz
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vime, ulp = 287P*L, Pro relativni chybu e pak miizeme ur¢it

Tz —x é
e = = | —
T T
E-p
< 0,5ulp _ 2
- T m2E
<2P=¢.

Veli¢inu e, kterou jsme zavedli, nazyvame strojovym epsilon. Kromé vyznamu
omezeni relativni chyby mé i jiny, snadno uchopitelny vyznam: je to nejvétsi
takové cislo, pro které plati (v nepfesné aritmetice s mantisou délky p biti)
1+e=1.

Pro x = 1 je pochopitelné relativni chyba e ¢iselné rovna absolutni chybé
é. Pripomenme si vsak, Ze ani pro x = 1 nelze psat e = €, protoze relativni a
absolutni chyba maji jiné fyzikalni jednotky. Rovnost 1 + ¢ = 1 v predchozim
odstavci tak musime chéapat jako specidlni formu zépisu z(1 + €) = 2/ pro z = 1,
nikoliv jako praci s absolutni chybou.

Poznamenejme, ze mnozi nezkuseni programéatori nespravné chapou strojové
€ jako ,nejmensi reprezentovatelné c¢islo“. Obcas se lze setkat s konstrukei, kdy
misto testu x = y pouzije programator berlicku |z — y| < €, kde ,sofistikované*
pouzije strojové €. Jak z predchoziho textu plyne, obé chyby prameni ze zasadni
neznalosti pojmu.

Zaokrouhlovani stoji za vSemi problémy spojenymi s aritmetikou podle stan-
dardu IEEE 754, a to i presto, Ze jeho implementaci byla vénovana velka péce.
Zajemci se mohou rizné podrobnosti dozvédét v [2], napiiklad:

e [EEE 754 definuje a podporuje zaokrouhlovani nahoru, doli i k nejbliz-
simu reprezentovatelnému c¢islu. Posledni zaokrouhlovaci rezim sice vede
k nejmensi chybé, zbyvajici dva se naopak vhodné vyuzivaji v intervalové
aritmetice, tj. v definici intervalu, kde vysledek urcité lezi.

e Pii zaokrouhlovani k nejblizsimu reprezentovatelnému ¢islu je vzdy pro-
blém, jak zaokrouhlit ¢islo pfesné uprostied; napriklad pti zaokrouhlovani
na cela cisla je problém, jak zaokrouhlit 0,5. IEEE 754 standard zvolil v mez-
nich pripadech strategii ,zaokrouhlit k sudé mantise*, protoze pak napfti-
klad nebude opakované provadéni pritazeni x < (z —y) + y ménit hodnotu
proménné x.

e Pro zakladni operace definované IEEE 754 lze najit algoritmy, které vrati
presné zaokrouhleny vysledek. Naproti tomu je to komplikované nebo to
nelze udélat pro transcendentni funkce jako sin z, log x apod. Zde se naplno
projevuji vyhody aritmetiky s rozsifenou presnosti (extended precision),
protoze je relativné snadné najit algoritmy poskytujici vysledek s presnosti
v fadu stovek ulp.
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My se do podrobnosti poustét nebudeme; uvedeny vycet slouzil jen jako
ukazka hloubky tuvah, které stoji za implementaci jakéhokoliv presného algo-
v celém tomto textu predpokladat zaokrouhlovani k nejblizsimu reprezentovatel-
nému ¢islu. Navic zavedeme nésledujici notaci: symboly z, y, ... budou znacit
(pfesnd) redlna Gisla a operatory +, —, x, /, v/ operace s nimi. Symboly z’,
', ... budou znaéit zaokrouhlend ¢isla x, y, ... Operdtory @, ©, ®, @, v pak
budou znacit operaci, jejiz vysledek je zaokrouhleny.

Diky presnému zaokrouhlovani vysledki zakladnich operaci tak mtizeme psat

adb=(a+b)(l+e) kde |e| < e (5)

a podobné pro operace rozdilu, soucinu, podilu, odmocniny a zbytku po déleni.
Alternativné muzeme pséat (viz [9])

a+b=(a®b)(l+e) kde le| < e (6)

a podobné pro ostatni zakladni operace. Tyto vztahy tvori zaklad veskerého dal-
stho posuzovani chyby vypoctu; kdyby je IEEE 754 aritmetika nezarucovala, neslo

vvvvvv

Zdélo by se, ze zarucenou presnosti zakladnich aritmetickych operaci je pro-
blém presnosti vypoctu vytresen. Bohuzel, neni to pravda. Je sice pravda, ze na-
piiklad x @y = (z + y)(1 + e), kde |e|] < €; vysledkem zaokrouhleného souctu je
ovsem nepresné ¢islo z/. Jakmile se nepresné ¢islo pouzije v jiné operaci, chyba
se zacne kumulovat a vysledna nepresnost miize byt vyznamné vyssi nez € pro
relativni chybu nebo 0,5 ulp pro absolutni chybu. Podivejme se proto, jak kumu-
lace chyby probiha. Nasledujici odvozovani nebudou samotucelna; ukazuji, jakym
stylem se provadi analyza chyby vypoctu.

Necht 2’ = z(1 +e,) a ¥ = y(1 + e,) jsou nepfesné hodnoty redlnych cisel =
a y s relativnimi chybami e, a e,. Vypocitejme, jak se bude lisit z = 2 + y od
aproximace 2’ = 2’ @y = (2’ + y')(1 + e,) s relativni chybou e,:

-z =dey —(r+y) = (a:’+y')(1+€z)—(l‘+y)
= (x(l—l—ex)—l—y(l—key)) (l—i—ez) —(z+vy)
=e,x+ey+e(r+y) +ee.r+ee.y.

Pokud byla hodnota 2’ ziskdna jedinou neptesnou operaci, je ziejmé |e,| < €.
Totéz se da Tict o e, a samoziejmé o e,. Proto bude pro > 0, y > 0 relativni
chyba (2’ — z)/z nejvétsi pro maximalni hodnoty dil¢ich chyb, tj. pro e, = e, =
e, = €. Po dosazeni:

! 2 2
€max — MaXx (Z Z) = (x+y)( cte ) :2€+€2.
z r+y
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Obdobné zjistime, ze relativni chyba nabyva minimalni hodnoty pro e, =
ey =€, = —¢

‘ (z’—z) (z +y)(—2e+ €)
€min = Min =
z rT+y

= —2+¢.

Proto je relativni chyba e vysledku omezena ¢islem

2 —z
ol = |22
z

Stejnym zptsobem zjistime chovani pro z > 0, y < 0; abychom novou analyzu
odlisili od ptedchozi, poc¢itejme odhad chyby pro ekvivalentni operaci x & y pro
x>0,y > 0. Zjednodusme si navic ivahu predpokladem x — y > 0:

< 2+ € pro 2 =2'@&y (x>0,y>0).

=2 oy = (x’ —y') (1 —|—ez) = (x(l—{—ex) —y(1 —|—ey)) (1 +ez)
=r—y+exr—ey+e(r—y)+ee.r—eey.

Nyni bude relativni chyba ziejmé nejvétsi pro e, = e, = ¢, e, = —e:

—z) (r—y+ea+ea+er—y) +e—y)—(@—y)

z r—y
2z¢€ + €2(z — 2
_ (z y):€ X e,
rT—Yy rT—Y
nejmensi pro e; = e, = —¢, e, = €
) (z’—z) —2x 9
€min = Min =€ + €7,
z T —y
a proto
2=z 2x 9 , .,
le] = <e +e proZ =2'0y (x>0, y>0, x—y>0).
z r—y

Opét zjistujeme, ze operace od¢itani (rozuméj kladnych ¢isel) vede k drama-
tickému naristu relativni chyby, je-li presny vysledek z—y = 0. Potom se relativni
chyba vysledku blizi nekonecnu. Pti s¢itani se sice relativni chyba také zvétsuje,
ale jeji velikost nezavisi na hodnotach sc¢itanci a zlstava v fadu strojového e.

Nyni vsak vidime problém odéitani v lepsim svétle: problém s odéitanim na-
stava jen tehdy, jsou-li operandy pouhymi aproximacemi presnych hodnot. Rozdil
presnych hodnot pocitany podle standardu IEEE 754 ma velikost relativni chyby
stale omezenou strojovym e, tj. pro vétsinu aplikaci je skute¢né chyba zanedba-
telnd. Podotknéme (viz [2]), Ze samo od¢itani hodnot 2’ a 3 problém nezptisobi,
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zanesena relativni chyba je omezena e€; odecCteni ale vyznamné zvyrazni nepres-
nosti, které vedly k hodnotam z’ a 3/.

Analogicky bychom odvodili relativni chyby pro soucin 2/ = 2’ ® y/:

2 —z

e = <Be+3 e prod=a'®y (z>0,y>0),

pro podil 2/ =2’ @ vy/:

<e proZ=20y (x>0, y>0)

a pro odmocninu 2’ = v/’

2 —z

le] = <evlt+e<e+é pro 2 = vz’ a libovolné € > 0.

I zde zjistujeme, Ze operace souc¢inu a podilu se chovaji ,dobfe“, tj. jejich
relativni chyba se zvétsuje jen mirné, pokud vibec. Totéz plati o odmocniné.
Jedinou kritickou zakladni operaci tak zlistava rozdil neptesnych hodnot.

Uvedena zjisténi muzeme intuitivné aplikovat, aniz bychom se poustéli do
nepiijemné analyzy chyby ve stylu predchozich vypocti.

e Vipocet z = 22 — y? vztahem (z ® ) © (y ® y) miZe byt nepiesny, protoZe
hodnoty ¢tvercli nedokazeme spocitat presné. Naopak algebraicky ekviva-
lentni vztah z = (z — y)(z + y) vyjadfeny postupem (x ©y) ® (x G y) bude
fungovat mnohem bezpecnéji, budou-li x a y presné hodnoty.

Analyza provedend stejnym zpisobem jako vyse uvedené (viz [2]) by odha-
lila, ze chyba vypoctu (z © y) ® (x @ y) je v Tadu 5e (zanedbavame vyssi
mocniny €), zatimco v odhadu chyby pro (z®z) © (y®y) se vyskytuje ¢len
ey?/(x? — y?), ktery pro x? — y? blizké nule vysledek zcela znehodnoti.

e Vypocet plochy S trojuhelniku se stranami a, b, ¢ se da vyjadrit Heronovym
vzorcem

a+b+c

5 )
Bez hlubsi analyzy okamzité vidime, ze vypocet bude znac¢né nepresny,
pokud se néktery z rozdili pod odmocninou bude blizit nule.

S :\/S(s—a)(s—b)(s—c) kde s =

Otéazkou samoziejmé je, jak se pripadnému problému vyhnout. Zde zadné
jednoduché recepty nejsou. Napiiklad [2] uvadi vztah

Va+(+0)(c—(a—b)(c+(a—b))(a+(b—rc))
4

S:

proa >b>c,
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a b c primy vypocet Kahanova tprava
10 10 10 43,30127019 43,30127020
-3 5 2 2,905 chyba
100000 99999,99979 0,00029 17,6 9,999999990
100000 100000 1,00005 50010,0 50002,50003
99999,99996  99999,99994 0,00003 chyba 1,118033988
99999,99996 0,00003 99999,99994 chyba 1,118033988
10000 50000,000001 15000 0 612,3724358
99999,99999  99999,99999 200000 0 chyba
5278,64055  94721,35941  99999,99996 chyba 0
100002 100002 200004 0 0
31622,77662 0,000023 31622,77661 0,447 0,327490458
31622,77662 0,0155555 31622,77661 246,18 245,9540000

Tabulka 4: Srovndni presnosti vypoctu plochy trojihelnika o strandch a, b, c
primym dosazenim do Heronova vzorce a do jeho Kahanovy upravy.

jehoz relativni chyba je v IEEE 754 aritmetice nejvyse 1le. VSechny za-
vorky ve vztahu maji smysl a udavaji poradi operaci; da se dokazat, ze dil¢i
chyby se pak maji tendenci vzajemné vyrusit. Predstavu, jaky je rozdil
mezi pfimym vypoctem Heronova vztahu a vypoctem Kahanovou tpravou,
ukazuje tabulka 4 pfevzata z [9].

Od c¢tenare tohoto textu se samoziejmé neceka, ze bude schopen podobné
vzorce rutinné odvozovat. Ocekava se ale, ze bude schopen na prvni pohled
rozpoznat problém ve vztahu ptvodnim.

e Vypocet kofentl x;, o kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ pro a > 0 se d&
vyjadrit znamymi vztahy

—b+Vb? — 4ac —b — \b? — 4dac
g x2 g

2a 2a ’

X1

respektive po rozsiteni zlomkem (—b £+ v/b? — 4ac)/(—b £+ /b? — 4ac)
2c 2c

—b —V/b? — 4dac wz:—b+\/b2—4ac'

I =

Ve vSech vztazich se opakuji dva typy rozdilt: ,,pod odmocninou® (b* —
4ac) a s odmocninou* (—b =+ \/_) Typu ,,pod odmocninou* se bohuzel
nevyhneme, viz [2]. Pokud ale bude b = +v/..., mizeme si vybrat mezi
alternativnimi vzorci pro 1, resp. xs, a vyhnout se nebezpeénému rozdilu
,,$ odmocninou® vedoucimu k témér nulovému vysledku.
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Kromé zasadni nepfesnosti zpusobené typicky rozdilem témér stejnych (ne-
presnych) hodnot ndm zbyvaji nepfesnosti zpusobené ostatnimi operacemi, tj.
souctem, soucinem, podilem a odmocninou. Sice jsme je oznacili za bezpecné, to
ovsem neznamena, ze je muzeme ignorovat uplné.

Naptiklad vime, ze relativni chyba souc¢tu x; + x5 dvou presnych kladnych
hodnot x1, x5 je omezena strojovym e. Da se snadno ukazat, Ze soucet nepresné
hodnoty x,®x5 s presnou kladnou hodnotou x3 méa uz relativni chybu 2¢. Podobné
se pak da zjistit, ze soucet kladnych s¢itanct

((([ml @ x9) B x3) - - ) e xn_l) Dz,

ma jiz relativni chybu radové (n — 1)e, viz [2]. To mize byt zna¢ny problém, je-li
pocet sc¢itancu velky.

V nasledujicich ukazkach si na problému souctu kladnych xy + 2o + -+ - + z,,
predvedeme zakladni techniky, které se pro omezeni chyby bézné pouzivaji.

e Podstatné lepsich vysledkt nez prosté secteni dosahuje algoritmus zalozeny
na technice rozdél a panuj. Ten kladné vstupni hodnoty x; az x,, rozdéli na
dvé priblizné stejné velké skupiny, rekurzivné vypocita jejich soucty a tyto
dil¢éi soucty secte. Vypocet sumy je tedy preusporadan do podoby vyvaze-
ného binarniho stromu (viz obr. 8). Jestlize jsou vstupni hodnoty z; az z,
pfesné, potom diléi soucty s;1 az s1,-1 jsou zatiZeny relativni chybou e,
soucty s aZ sp -2 chybou v radu 2e, soucty s3; az s3,—3 chybou v radu
3e atd. Souclet s;; je tedy zatizen relativn{ chybou v fadu 2 'e. Posledni
diléi soucet s, tj. findlni vysledek, je proto zatizen chybou [log,nle, kde
multiplikativni faktor je dan hloubkou stromu o n listech.

e Odhad chyby, ktery jsme doposud délali, zkouma nejhorsi mozny pripad; je
tedy znacné pesimisticky. Vime sice, ze ze vysledky zadkladnich operaci jsou
zaokrouhleny a jejich relativni chyba je mensi nez strojové e. Na druhou
stranu ale také tusime, ze k nejvétsi chybé dojde jen nékdy, a dokonce ze
nékteré operace mohou probéhnout presné; presné jsou napriklad nasobeni
nulou nebo zména znaménka. Zkoumejme tedy presnost operaci podrobnéji.

Algoritmus s¢itani (resp. od¢itani) dvou ¢isel s plovouci desetinnou ¢arkou
zacind, jak znamo, Upravou obou s¢itanct. Po upravé maji oba sc¢itance
stejny exponent; iprava se dotkne scitance s mensim exponentem. Je tedy
ziejmé, ze mensi ze sc¢itanci ztrati nejméné vyznamné bity; tato ztrata
bude tim vétsi, ¢im budou exponenty sc¢itanct pred tipravou rozdilnéjsi. Da
se proto o¢ekavat, ze soucet (resp. rozdil) dvou priblizné stejnych ¢isel bude
presnéjsi.

Chybu souctu kladnych cisel xq, xs, ..., x, mizeme proto vylepsit nésle-
dujicim algoritmem: z posloupnosti odebereme dvé nejmensi ¢isla, seCteme
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Obrazek 8: Schéma souctu s = x1+xo+- - -+ 2,1 +x, ve stromovém uspordaddni.

je, a tento soucet do posloupnosti vratime. Jakmile v posloupnosti zbyde
jediné ¢islo, algoritmus kondi.

Algoritmus mizeme efektivné naprogramovat, ukladdme-li ¢leny souctu do
min-haldy. Algoritmus mizeme samoziejmé rozsitit na soucet kladnych i
zapornych ¢isel; stac¢i nejdiiv sec¢ist vsechna kladna, pak vSechna zdporna
¢isla a diléi soucty secist.

D4 se ocekavat, ze chyba takto ziskaného souc¢tu bude mensi nez chyba
souctu ziskaného primym postupem. Bohuzel neni snadné analyzovat, jak
neprijemné zejména tehdy, je-li vysledek vstupem dalsi aritmetické operace;
celkovou chybu pak muzeme tézko odhadnout.

Presto ma technika s min-haldou své opodstatnéni — da se pouzit jako
uzitecny stavebni kamen pri konstrukei presnych algoritmi, které chybu jen
neodhaduji, ale ptimo ji vy¢isluji a pracuji s ni (priklad takového algoritmu
si ukdzeme za chvili). Jestlize totiz presny algoritmus vyhodnocuje operaci,
jejiz chyba je mala nebo dokonce nulova, ma mnohem snazsi préaci, nez kdyz
je velikost chyby znac¢né proménliva.

Jiz jsme naznacili, ze nékteré operace s ¢isly s plovouci desetinnou c¢ar-
kou mohou vyjit presné. Budme konkrétni. Znamé Sterbenzovo lemma (viz
napr. [2, 13]) ukazuje, ze

rToy=r—y pro %§x§2y. (7)

Bohuzel neexistuji podobné jednoduché predpoklady, které by zarucily pres-
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nost s¢itani (viz [9]). Sice se d4 ukazat (viz [5]), Ze plati
r@y=z+y pro [z+y[<fz] A [rtyl <yl

pri blizs§im zkoumani ale zjistime, Ze jde jen o mirné rozvedené Sterbenzovo
lemma.

Algoritmus nésobeni a déleni ma snadnou préci, je-li jeden z argumenti
ve tvaru 2* pro celo¢iselné k — celd prace spoéiva v tipravé exponentu dru-
hého argumentu. Pokud nedojde k preteceni nebo podteceni exponentu, je
vysledek operace presny.

Konecné se da ukazat, ze i obecny soucin dvou ¢isel s pohyblivou rfadovou
c¢arkou o mantisach délky p muze byt za jistych okolnosti presny: pokud
je poslednich a bitth mantisy cisla x a poslednich b biti mantisy ¢isla y
nulovych, a navic plati a + b > p, potom x ® y = x X y (viz napt. [13]).

Poslednim zakladnim postupem pro omezeni chyby vysledku je sledovani
presné hodnoty chyby a reakce na ni, nikoliv jen na jeji (pesimistické) od-
hady. Ackoliv jde o metodu nejspolehlivéjsi, jde také o metodu jednoznacné
si priklad.

Kvili nasemu problému sumy x; + x5 + - - - + z, napred analyzujme, jak
vlastné probiha soucet dvou ¢isel a, b pro a > b > 0.

Vstupem operace @ je tedy cislo a vyjadiené exponentem ar a mantisou
ap; délky p bitt. Cislo b je vyjadieno exponentem bp < ap a mantisou by,
stejné délky p. Obrazkem:

a: ag apnr

b: bE bM

Pred sec¢tenim mantis je tfeba upravit ¢isla na spoleény exponent ag. Bity
puvodnich mantis ay; a by, formélné rozdélime na ¢asti ayrq, apre a by,
bara, protoze bude treba mantisu by, posunout o ag — bg bitu doprava.
Bitova délka by proto bude ag — bg, bitova délka by, pak p — (ag — bg).
Upravime tedy ¢islo b na reprezentaci b':

a: ag anr1 anro

V. | ag 0 b bara

Secteme-li a @ b/, dostaneme piibliznou hodnotu souc¢tu s mantisou délky
p. Pro zjednoduseni ptredpokladejme, Ze mezi jednotlivymi ¢astmi nedo-
slo k presunu jednicky (carry). Rovnéz ignorujme vliv zaokrouhleni podle
standardu IEEE 754; zaokrouhleni je pochopitelné ddano hodnotou bys.
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a: ag anr1 anro

b: | ag 0 b bara

sSs=a®b | ag ami|  amz+ban

Chyba souctu je zfejmé dana ,ztracenymi bity*“ ulozenymi v ¢islu byys.
K jejich obnoveni si napred vytvorme c¢islo ¢, jehoz mantisa je by :

s'=a®b: | ag | |am1| am2+bin
a: ap anr apnre
t=s5s6ca | ag 0 ban

Poznamenejme, Ze ¢isla a a s’ jsou reprezentovana stejnym exponentem ag,
a proto podle Sterbenzova lemmatu (7) na strané 36 je vypocet s'©a presny,
tj. 8 &a =5 —a.

Jelikoz standard IEEE 754 uchovava cisla prednostné s normalizovanou
mantisou, bude vlastné ¢islo t graficky vypadat takto:

t= S/ @ a: bE le 0

Nyni jiz ¢islo byo snadno obnovime vypocétem cisla €. Opét si uvédomime,
ze vypocet probiha podle Sterbenzova lemmatu presné.

b: bg b bara
t: bE le 0
e=bOt: bg 0 bar

I pres rizna zjednoduseni jsme se dostali k podstaté Dekkerova lemmatu
(viz napt. [10, 2]), které plati pro libovolnd ¢isla a, b za podminky |a| > |b]:

a+b-[a@b]+[b@([a@b]@a)} (8)

kde cislo s’ je zaokrouhleny soucet a ¢islo é je presnd hodnota absolutni
chyby. Diitkaz tvrzeni samozfejmé musi vzit v potaz i zjednoduseni, ktera
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jsme kvili jasnosti vykladu zavedli; zdjemci jej mohou najit napt. v [2, 12,
19]. Mimochodem: na strané 62 ukdzeme podobny vztah pro vyjadieni a X b.

Znalost velikosti chyby vyuziva Kahantv algoritmus pro soucet a = x; +
xo + -+ + x,, viz napt. [2, 10]:

1 a = x[1]; /* pribé&zny soulet */

2 e = 0; /* chyba vypo&tu */

3 for (j =2; j<=N; j++) {

4 b = x[j] + e; /* korigovanj scitanec */
5 s’ = a + b; /* odhad soudtu */

6 e =b- (s’ - a); /* chyba soultu */

7 a = s’;

s

Cinnost algoritmu je jednoducha. Pred prvni iteraci se nastavi pritbézna
hodnota souc¢tu a na hodnotu z1, dosud zjisténa chyba operaci e je samo-
zfejmé nulova. PTi prvni iteraci se spocité (protoze e = 0)

s =a®b
e:b@(s'@a):b@((a@b)—a),

¢ili zaokrouhlend hodnota souctu s” a presnd hodnota chyby e. Na radku 7
aktualizujeme hodnotu pribézného souctu a a pokracujeme dalsi iteraci.

V kazdé dalsi iteraci se na fadce 4 pokusime dosud zjisténou chybu e naptred
pridat k dalsimu sé¢itanci. Tato operace samoziejmé neni presnd; je to ale
lepsi nez nic. Smysl fadek 5 az 7 je stejny jako v prvni iteraci.

Pozorny ¢tendr si také jisté vSiml, Ze vypocet chyby na radce 6 neni korektni,
protoze neni zarucena podminka Dekkerova lemmatu |a| > |b]. I presto se
dé dokazat (viz [2]), Ze pfi pouziti Kahanova algoritmu plati

21 BT ® B, =x1(l+e)+x(l+e)+-+a,(l+e,)
+One) (|| + xa] 4 -+ + |2n])

kde |e;] < 2e. Jsou-li vSechny séitance kladné, je zfejmé relativni chyba
sou¢tu nanejvys rovna 2e (pri zanedbani vyssich mocnin €).

Uvedeny postup je zdaleka nejlepsi ze vSech uvedenych; pfipomenme, zZe
naivni implementace sumy je zatiZena relativni chybou v fadu (n — 1)e,
s¢itani metodou rozdél a panuj chybou [log, n]€, soucet sefazenych scitanct
odhad chyby neposkytuje, zatimco Kahantuv algoritmus je zatizen chybou
v Fadu 2e (ve vSech pripadech jsme zanedbali vyssi mocniny €). Kahantv
algoritmus pritom vyzaduje jen 4x vice aritmetickych operaci nez rozdél a
panuj nebo naivni pristup a jeho ¢asova slozitost je linearni (naproti tomu
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algoritmus s fazenim je O(nlogn)). Cenou jeho a algoritmu podobnych je
— a to je pro nas podstatné — jejich netrivialni vymysleni.

Jesté nez problematiku opustime, povSimnéme si dilezitého detailu. Ka-
hanuv algoritmus (a jiné obdobné) je zaloZen na dukladném porozuméni
vlastnosti aritmetiky podle IEEE 754 a bude fungovat jen tehdy, bude-li
pocita¢ provadét presné to, co algoritmus predepisuje, a navic v predepsa-
ném poradi. Jakmile se ovsem do hry vlozi nedbale napsany prekladac se
ysofistikovanou* optimalizaci kédu, ktery usoudi, ze

e=b—(s—a)=b—((a—b)—a) =0,

prijde veskery dimysl algoritmu vnive¢. Podobné algebraické tvahy délaji
prekladace pomérné casto a nutno priznat, ze obvykle jsou ku prospéchu
véci; pti programovani podobnych kritickych algoritmt je ale nutné byt ve
stfehu.

Na zavér podkapitoly pridejme nékolik uzitec¢nych vztahu, které se uplatni pri
bézném programovani.

Axiomy cisel s plovouci desetinnou carkou Jiz nékolikrat jsme narazili na
odlisnost chovani presné a nepresné aritmetiky. Asi nejkriklavéjsim pripa-
dem je neplatnost asociativniho zakona, ¢ili napf.

TOY®z)#F (DY) @z

Podobné neplati asociativni zakon pro nasobeni. Neplati ani distributivni
zakon, tj.
r@Y®2)# (tQy) D (r@2),

Konecné zejména vypocty zalozené na linearni algebte je vhodné védét, ze
neplati ani Cauchy-Schwarzova nerovnost:

(@4 a5+ a2+ ys + o yn) P Ty + Tays + o+ Tan)?
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Na druhou stranu mnoho jinych zakont plati; kompletni vycet podéava [12]:
rPDy=ydx
oy =10 (~y)
—(r@y)=(-z) & (-y)

r@y=0 & x=—y
rd0==x
r <y = rTDz<ydz

TRY=yYQx
(—r)®y=—(z®y)

l@zr==x

r®y=0 & r=0 V y=0
(—z)oy=z0(-y)=—(z0y)

0@z=0

rol=ux

ror=1

Korektni e-testy Vime, ze testovat dvé cisla s plovouci desetinnou carkou na
rovnost je nemoudré (az na pripad, kdy si uvédomujeme, co presné délame).
Trochu lepsi implementaci testu = y muze byt naivni e-test v podobé
|lr — y| < é, kde testujeme velikost absolutni chyby; jeji mezni velikost ale
musime kvalifikované urcit. Jelikoz je IEEE 754 aritmetika spise orientovana
na udrzeni relativni chyby, mame i alternativu |z —y| < e|z|; mezni velikost
relativni chyby e se urcuje o néco lépe.

Stejnym zptisobem bychom potiebovali zavést i ostatni testy jako x < y
nebo x <y — je totiz zfejmé, ze pro blizka = a y nebude standardni test re-
lace uplné spolehlivy. Napriklad ,nepfesnou® variantu testu x < y bychom
mohli zavést jako x + é < y, piipadné z(1 +e) < y.

Zéasadni nevyhodou vyse uvedenych testt je jejich nejasné chovani, jakmile
se zac¢nou spojovat logickymi operatory a z vysledkl nékolika testti se usu-
zuje na dalsi vlastnosti. Naptriklad ocekdvame, ze pro v < y a y < z

plati < z. Plati to ale i pro vyse uvedené testy, jsou-li implementované
IEEE 754 aritmetikou?

Knuth [12] proto uvadi takové relace, které maji definované chovéani. Jsou-li
x a y definovany mantisami x,;, yy; a exponenty zg, yg, potom definuje:

T <y (x je ur¢ité mensi nez y) < y —x > emax(2°F, 2YF)

T ey x je urcité vetsi nez y) r —y > emax(27F, 2YF)

( &
TR Y (x je v podstaté rovno y) < |z — y| < emin(2°7, 2¢%)
( & o —y| < emax(2°F, 2v)

T~y x je ptiblizné rovno y)
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Zarucené pak plati mnoho dusledki, kompletni vycet viz [12]:

T <V = Y el

T=eyY = Y~eX

T <Y = r<y
TRaly N YRz = T ~(el+e2) #

Pokud potiebujeme porovnavat dvé ¢isla s plovouci desetinnou c¢arkou a
nechceme nebo nemizeme si dovolit podrobnou numerickou analyzu, jsou
uvedené testy rozumnym kompromisem. Po chvili patrani lze obvykle tyto
relace najit implementované v ruznych knihovnach, napt. pro C++ je im-
plementuje Boost Test Library.

Odhad chyby souctu Jak jiz vime z Dekkerova lemmatu (8), pro pro |a| > [b]
muzeme vypocitat a + b = (a ® b) +e algoritmem
~———

S
1 8 =a+ b; /* aproximace soultu */
2 tb =8 - a; /* ofiznuté &islo b */
3 e =Db - tb; /* celkova chyba */

Verzi, ktera nevyzaduje podminku |a| > |b], uvadi [12, 5]:

1 8 =a+ b; /* aproximace sou&tu */

2 tb =s - a; /* ofiznuté &islo b */

3 eb =b - tb; /* prvni Cast chyby */

4 ta = s - tb; /* specidlné ofiznuté Cislo a */
5 ea = a - ta; /* druha Cast chyby */

6 e = ea + eb; /* celkova chyba */

Oba algoritmy tise predpokladaji, ze nedojde k preteceni ani podteceni
exponentu, respektive ze zadné cislo nebude v nenormalizovaném tvaru.
Jak uvadi [5], 1ze prvni algoritmus pouzivat i bez podminky |a| > |b], pokud
napted velikosti s¢itancl otestujeme a pro vypocet je pripadné prohodime.
Test na absolutni hodnotu pak lze asi nejrychleji napsat jako

1 if ((a>b) == (a>-b))

Bohuzel ale nelze apriori rozhodnout, ktery z uvedenych algoritmii bude
rychlejsi; da se ale oc¢ekavat, ze v masivné paralelnim prostiedi typu GPU
nebo na procesorech s instrukéni pipeline se bude 1épe chovat verze bez
podminéného prikazu.

42



4 Geometrie svéta s omezenou presnosti
vypoctu

Vidéli jsme, ze v aritmetice s omezenou presnosti neplati mnohé aritmetické za-
kony, napriklad asociativni nebo distributivni. D4 se tedy ocekavat, ze geometrie
reprezentovana nepresnymi ¢isly se nebude tidit tymiz zdkony jako geometrie
presna.

Hlavnim problémem nepiesné geometrie je nejasna definice zakladnich pojm.
V analytické geometrii je to snadné: bod v roviné je vyjadien dvojici ¢isel [z, y],
pifmka je tvofena vSemi body, pro které plati ax + by + ¢ = 0 (je-li a® + b* > 0)
a tak dale.

Abychom zjistili, jak jednoduchd definice primky obstoji v nepfesné aritme-
tice, zkusime jednoduchy test. Vybereme ndhodné primku a otestujme, zda na ni
najdeme bod:

e ndhodné vygeneruj a € [1;2), b € [1;2), c € [1;2),
e ndhodné vygeneruj z € [1;2),

o uriy=—(a®@xdc)b,

e vypoltih=a®xrdbRy®c.

Vysledek testu je pomérné tristni. Z 10° pokusii byl jen 70x nalezen bod
[z,y], pro ktery plati h = a @ x B bRy & ¢ = 0, tj. Uspésnost je mensi nez
miliontina procenta. V ostatnich pripadech byla hodnota h v poloviné pripadi
kladna, v poloviné zaporna.

Podivejme se proto na vyhodnoceni testu ,,bod na pfimce* podrobnéji: zvolme
si takova a, b, ¢, aby pifimka ax + by + ¢ = 0 prochazela bodem [1,5;1,5] a
zkoumejme, jak se bude ménit znaménko vyrazu a ® x & b ® y & ¢ pro x, y
v jeho okoli. Vysledek zobrazime zelenou (vypoc¢tend hodnota je nulovd), modrou
(hodnota je zaporna) nebo cervenou (hodnota je kladnd). Pfipomenme si, ze
mantisa je celé ¢islo, a proto muzeme snadno testovat vSechna reprezentovatelnd
¢isla v okoli zvoleného. Testujme tedy 64 x 64 bodu v okoli bodu [1,5; 1,5]:

vyt 763 x 106 vy} 763 x 106 vy} 763 x 106

=

&

1>5 T 15 T 175 1 X
=

B

15 z 15 x 15 x

r4+y—3=0 2/34+y—2=0 10101z +y— 30151 =0
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V jednoduché presnosti zjistujeme, ze pro a = 1, b = 1 najdeme takova x, vy,
pro kterd je test splnén. Vysledek experimentu je docela hezky . Uz ale pro mirné
odlisné koeficienty takové body nemusime najit. Tentyz experiment provedeny ve
dvojité presnosti ale ukazuje, ze test je splnén v pomérné Sirokém pasu kolem
idealni primky:

y 1,42 x 1014 y 1,42 x 10-14 y 1,42 x 10-14

5

[\

1,51 15 \“\.\ 1,51 X
=

=

1,5 z 15 z 15 T

T4+y—3=0 2/3+y—2=0 1,010lz +y— 3,051 =0

Odpovéd na otazku, co je vlastné primka, se zac¢ina komplikovat. Uvédomme
si navic, ze nas experiment meél velmi jednoduchou praci, nebot explicitné znal
hodnoty koeficientii a, b, c. Takové stésti obvykle nemivame; ¢astéji mame primku
(¢i tsecku) zadanou body A = [ay,a,|, B = [by,b,]. Bod [z,y] na ni lezi tehdy,
plati-li

1 =z
1 ay a, |=0. 9)
1 b, b

K vyhodnoceni determinantu mtzeme pristoupit prinejmensim dvojim zpt-
sobem:

Lz oy Ay — T Qy—Y
hi=\|1 a; ay |= b—x b —1
1 by by v Y

= (a, — m)(by —y) — (bs — x)(ay =)

ha = (az — z)(by — y) — (b — z)(ay — y)
= z(ay — by) + y(by — az) + (azb, — ayby)

Zkoumejme, zda bod [z, y] v okoli bodu [1,5; 1,5] lezi na dané tisec¢ce; budeme
testovat opét 64 x 64 bodu vyjadrenych nejbliz$imi reprezentovatelnymi ¢isly. Pro
vyhodnoceni pouzijme vztah hq:
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y 1,42 x 10-14 yT 1,42 x 10—14 yT 1,42 x 10-14

71—-0T X ¢F'T

15 z 1,5

A:[12;12) B: [24; 24]  A: [12; 12] B: [13; 13]  A: [12; 12] B: [13,1; 13,1]

Usetka AB by teoreticky méla prochézet levym dolnim a pravym hornim
rohem vizualizované plochy. Povsimnéme si, ze v prvnim pripadé se muze stat, ze
hy se vyhodnoti kladné misto spravného zaporného (a naopak). V pripadé druhém
se sice vzdy vyhodnoti znaménko bud dobre, nebo je h; = 0, ale oblast Spatné
vyhodnoceného znaménka se zvétsila. Treti pripad je znacné chaoticky, coz je
ddno mimo jiné tim, ze hodnota 13,1 méa plné obsazenou mantisu. Podrobnéjsi
diskuse chovéni je uvedena v [4].

Nezkuseny programator by se mozna pokusil situaci vyresit naivnim e testem,
¢ili za nulu by povazoval libovolné h; mensi nez zvoleny prah. Priklad, kde byl
prah zvolen 5 x 10~ hovoi{ za své: v prvnim piipadé se jen plocha $patné vyhod-
nocovanych vysledkt zvétsila, ve zbyvajicich pripadech se nestalo nic. Ptipadné
zvétsovani prahu situaci tézko zachrani, viz nasledujici vizualizace.

vy} 142 x 1014 gy} 142 x 1014 yT 1,42 x 10-14

$1—0T X TF'T

1,5 z

Y

A: [12; 12] B: [24; 24]  A: [12; 12] B: [13; 13]  A: [12; 12] B: [13,1; 13,1]

Vsimavy programator naopak okamzité uvidi, ze ve vypoctu hy se odecitaji
dvé nepresna ¢isla, coz je vzdy problematické. Vypocet hy na prvni pohled takovy
nedostatek neobsahuje. Skutecné, pro uvedené situace je vysledek s hy podstatné
lepsi:
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y 1,42 x 1014

y 1,42 x 1014

1,51

y 1,42 x 1014

1,5 -

p1—0T X TF'T

1,5 x

A: [12; 12] B: [24; 24]

A: [12; 12] B: [13; 13]

A: [12; 12] B: [13,1; 13,1]

Ctenaf by nemél nabyt dojmu, ze vypocet hy je bezproblémovy! Nanejvys
muzeme Tici, ze pro uvedené pripady a sledované oblasti se hy chova lépe. Po-
drobnéjsi diskusi kvality vysledku na vyhodnoceni hy uvadi [4]; pro nés je dilezité,
ze neexistuje jednoduchy zapis vyhodnoceni determinantu (9), ktery by byl zcela
bezproblémovy.

Uvedené experimenty nam predevsim odhalily dalsi potiz geometrie repre-
zentované nepresnou aritmetikou. Nejenom, ze neni uplné zrejmé, jak naptiklad
definovat bod na primce; smysluplnost definice vzdy navic silné zavisi na kon-
krétni implementaci.

Zkusme nyni rozvijet ivahy a sledovat dusledky rozhodnuti.

Dejme tomu, zZe jsme vybrali néjakou ,rozumnou® implementaci pro detekci
bodu na primce. Takova implementace by zfejmé méla ,bod“ [z, y| detekovat na
primce, lezi-li v jejim tésném sousedstvi ve smyslu omezené presnosti. Dvojici
[, y] bychom si potom mohli predstavovat jako jakousi miniaturni oblast kolem
bodu [z,y|. Rozhodnuti ,[z,y] lezi na piimce AB* bychom pak interpretovali
jako ,miniaturni oblast kolem bodu [z,y] je protnuta piimkou AB“. Na prvni
pohled rozumna konstrukce pak ale vede k situaci, kdy umime najit bod spole¢ny
rovnobézkdm AB a C'D:

AB

AB
‘ &

Podobné bychom mohli zjistit, Ze dvé rtiznobézky maji vice nez jeden priisecik
a tak dale.

Rovnéz alternativni postup, podle kterého bychom ,neptresnou primku* ché-
pali jako jakysi izky pas kolem presné primky, nevede ke konzistentni geometrické
predstave. Dospéli bychom naptiklad k tvrzeni, ze dvé rovnobézky maji nekonecné
mnoho priseciki; blize viz [8].

Zasadni problém tlustych“ geometrickych primitiv uvadi [7]. Pokud kvili
predstavé nepfesnych geometrickych primitiv usoudime, ze body A, B, C jsou

CD
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kolinearni a ze body B, C, D jsou rovnéz kolinearni, mélo by vyplyvat, ze vsechny
body A, B, C, D jsou kolinearni; a tak dale. To pochopitelné vede tsudku, ze
body A az F' lezi na téze primce. Na druhou stranu tataz geometricka predstava
tvrdi, ze body A, D, F na jedné primce nelezi:

A B

o - C
& D

F L]
,Geometrie tlustych primitiv® je tedy vnitiné nekonzistentni, respektive 1idi
se natolik odlisnymi pravidly, ze jako model presné geometrie rozhodné nemiize
slouzit.

Chté nechté musime opustit predstavu, ze mirnou modifikaci pojmi ,,bod“
nebo ,primka“ zazracné odstranime problémy. Geometrické utvary a vztahy mezi
nimi musime popisovat presnymi vztahy znamymi z analytické geometrie a s po-
¢itacovymi nepfesnostmi se musime vyporadat jinak.

Ptredevsim si musime poloZit otdzku, co vlastné od vypoétu (programu) oce-
kavdme. Odpovédét muzeme ruznym zpusobem (viz [5]), a podle toho budeme
muset premyslet nad implementa¢nimi moznostmi.

e Vysledky chceme presné. Da se ocekavat, ze za presnost budeme muset za-
platit znacnou cenu, a to jak v podobé naro¢né implementace, tak v podobé
vypocetniho casu. Presné vypocty, obzvlast takové, které maji na zaklade
vstupnich dat néco konstruovat, se musi spoléhat na vypocty v symbolické
podobé podobné, jako je délaji systémy pocitacové algebry typu Mathe-
matica, Maple nebo Maxima. Jelikoz se pfi praci s nelinedrnimi ttvary
(elipsami, spline kfivkami apod.) muze snadno stét, ze systém dojde ke
vztahu, ktery nelze symbolicky Tesit (napiiklad hleddni kofene polynomu
stupné vysstho nez 4), omezuji se presné algoritmy viceméné jen na praci
s linearnimi utvary.

Ultimativni pozadavek na pfesné vystupy také samoziejmé klade ultima-
tivni pozadavky na presnost vstupu. Zejména aplikace zpracovavajici nameé-
fené udaje nemaji presné vstupy nikdy; pak je samozrejmeé legitimni otazka,
jaké vyhody vlastné presna prace s nepresnymi daty prinasi.

e Vysledky chceme presné, ale uznavame, ze vstupy mohou byt nepresné.
Vystupem programu tedy bude vysledek, ktery bychom dostali presnym
vypoctem s mirné odlisSnym vstupem, nez jaky jsme zadali. Takovym pro-
gramim Tikdme robustni. Je-li navic zvolenym vypocetnim postupem za-
ruceno, ze odchylka vstupu skuteéného a ,mirné odlisného“ bude mala,
hovorime o programu stabilnim.
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Témér neznatelnd zména formulace pozadavkt vede k dalekosahlym di-
sledktim. Uvedme si dva priklady.

Prvni priklad: pokud zadame tfi kolinearni body A, B, C' presnému pro-
gramu, musi je vyhodnotit jako kolinearni. Robustni program bud vyhod-
noti, ze bod C' lezi na pifimce AB, nebo ze lezi na jedné ¢i druhé strané od
ni. Vsechna tato rozhodnuti jsou v rdamci formulace robustnosti korektni.
Robustni program je ale ve veskerych svych tvahach konzistentni, nemiize
se mu tedy stat, aby z vyhodnoceni poloh jinych vstupnich boda usoudil
na opak. To se snadno fekne, hire se vsak udéld — obrazek 9 (prevzato
z [7]) ukazuje netrivialni situaci, kdy z kolinearity jedné a kolinearity druhé
skupiny bodi plyne kolinearita treti skupiny bodt. Jak by si mél takovou
situaci (a jiné) promyslet program, to definice robustnosti neresi.

Obréazek 9: Dwva priklady Pappovy véty o Sestivhelniku. Jsou-li body A, B, C

kolinedrni, body X, Y, Z kolinedrni, potom body a, b, ¢ jsou rovnéz kolinedrni,

kde a = AY N BX, b = AZNCX, ¢ = CY N BZ. Ponékud zdhadny ndzev

vety plyne z jeji ekvivalentni formulace, kterd hovori o sestituhelniku aBZbCY

a vlastnostech bodi A, X, ¢ (viz priklad vpravo). Pro nase tcely je ale dileZité
wvedomit si, Ze kolinearita bodi a, b, ¢ neni uplné zrejmd.

Druhy ptiklad: mnoho geometrickych algoritmt prilis nepracuje se singuldr-
nimi pripady; naptiklad v konstrukei triangulace se ¢asto neuvazuje pripad
ti1 (a vice) kolinedrnich bodu, v konstrukci Voroného diagramu se neuva-
Zuje pripad vice nez tii bodu lezicich na stejné kruznici a podobné. M4 to
svilj divod: zatimco algoritmus bez singularnich pripadi byva jednoduchy,
jejich zahrnuti vede ke zna¢nym komplikacim. Napiiklad algoritmus ore-
zavani tsecky nekonvexnim mnohothelnikem (viz [27]) musi v reguldrnim
ptripadé (orezavand tisecka protind nékolik hran mnohothelniku) fFesit jeden
typ situace; pro feseni singuldrnich piipadi (napf. hrana mnohothelniku
lezi na ofezévané usecce) je tfeba pridat osetfeni dalsich 16 situaci. Proto
se robustni algoritmy casto uchyluji k tskoku — predpokladaji, ze presné
pozice vstupnich bodu by k singularitim nevedly. To v nékterych tlohach
muze vadit, v jinych nemusi.
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e Vysledky chceme presné, ale geometrické utvary se mohou od idedlnich lisit.
Tento ne zcela zrejmy popis si objasnime prikladem.

Od primky ocekavame jednak ,primost“, jednak schopnost jednoduchého
rozdéleni roviny na dvé ¢asti (resp. tii, zahrneme-li ptipad ,na primce*). Po-
kud ale prvni vlastnost zeslabime, ¢ili pripustime, ze se ,,priblizna primka“
muze mirné vlnit, ziskame pfi implementaci jistou volnost; napriklad mu-
zeme relativné snadno definovat piimku jako mnozinu bodi, pro kterou je
vypocet vhodné zvolené formule roven nule. Na druhou stranu nemuzeme
spoléhat na na takové vlastnosti jako na jasny pocet prusec¢ikia dvou pri-
mek. Demonstrovat to muzeme na piikladu z [7] (kde byl pouzit v jiném
kontextu), viz obr. 10: pokud v aritmetice se dvéma platnymi desetinnymi
¢islicemi aproximujeme dvé primky, jez by mély byt na daném intervalu
prakticky identické, dostaneme dvé velmi odlisné ¢ary s mnoha vzajemnymi
priiseciky.

Y
05 A ﬂ%
y=4,3x/8,3 = 0,5180723x 7"/

0,45 - ,

=Ty =142/27 = 051851852

0,4 - 71/
F

0735 T T T T T T
0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1 =

Obrazek 10: Aproximace primek y; = 1,4x/2)7 a yo = 4,3x/8,3 v aritmetice

se zaokrouhlovdnim na dvé desetinnd mista. Na intervalu [0,73;1,0] by mély byt

prakticky stejné, konkrétné y, € [0,37852;0,51852], y, € [0,37819;0,51807]. Pri

zaokrouhlovani vSech operaci na dvé desetinnd mista ale dostdvame vyrazné od-
lisné prubehy.

e Samoziejmé se mizeme také rozhodnout pro implementaci, ktera bude tise
doufat, aby ve vstupnich datech nebyly zapeklité pripady. Takové imple-
mentaci fikame krehkd. Protoze nezarucuje viibec nic a mize se znenadani
zacyklit nebo miize byt ukoncena operacnim systémem, je pfinejmensim
slusné pribézné automaticky zalohovat uzivatelovu préaci, nabizet funkci
yundo“ a podobné. Aniz by autor tohoto textu chtél kiehky pristup dopo-
rucovat, musime pripustit, ze v nenarocnych aplikacich typu interaktivni
kreslici program oceni uzivatelé spise jiné vlastnosti nez dokonalou robust-
nost programu. Pro jakoukoliv neinteraktivni aplikaci nebo aplikaci s vy-
stupem vétsim, nez ktery muze uzivatel jednim pohledem posoudit, se vsak
hazardovani s krehkou implementaci nevypléci.
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Podle rozhodnuti o ocekdvaném chovani programu vybirdme implementacni
prosttedky. Kiehké programy mohou vyuzivat béznou naivni praci s ¢isly s plo-
vouci desetinnou ¢arkou; v naprosté vétsiné pripadt poskytnou spravné vysledky.
Ostatni typy programii typicky vedou k nésledujicim obecnym technikam.

Velka ¢isla. Zatimco ¢isla reprezentovand béznymi typy (32bitova celd disla,
¢isla podle IEEE 754 apod.) pracuji s predem pevné danou presnosti, u vel-
kych ¢isel je pfesnost volitelnd a omezena pouze dostupnou paméti. Pro-
gram si tedy presnost voli podle momentalnich pozadavka.

Vnitini reprezentace velkych ¢isel muze byt riizna, pouzivaji se zejména roz-
sitené ekvivalenty béznych datovych typt a symbolické soucty nékolika ¢isel
reprezentovanych podle IEEE 754. Prikladem prvni skupiny je n-bitové celé
¢islo, kde n je volitelné. Konkrétnim prikladem z druhé skupiny je soucet
2100 4 9-100: hokud bychom takové ¢islo chtéli reprezentovat ekvivalentem
¢isla s plovouci desetinnou ¢arkou, muselo by disponovat alespon 201bitovou
mantisou.

Celociselné vyrazy. Kazdé ¢islo s plovouci desetinnou ¢arkou mizeme vyjad-
fit racionalnim cislem. Pokud tedy budeme veskeré vypocty délat ve formé
zlomku a s (celoc¢iselnymi) Citateli a jmenovateli budeme pracovat presné,
coz je snadné, muzeme teoreticky pocitat beze ztraty presnosti. Pocet plat-
nych cifer ¢itatell a jmenovateli samozirejmé velmi rychle roste, proto se ty-
picky musi zapojit také ,velka ¢isla“. Jinym prikladem celociselnych vyrazii
jsou zlomky s odmocninami celych ¢isel. Ty vyuzijeme jak pro jednoduchou
praci s kuzeloseckami, tak pro reprezentaci délek tsecek.

Odhady presnosti. Pouzivame-li ve vypoctu operace zarucujici jistou presnost
(napt. zakladni operace IEEE 754), muzeme analyzovat vliv nepresnosti
a vypocet mu prizpusobit. Programator se tedy muze apriori rozhodnout,
ze dany vypocet musi probéhnout ve dvojité presnosti, jiny vypocet musi
vyuzivat velka ¢isla s 200 platnymi ciframi apod. Programator musi samo-
ziejmé brat v potaz nejhorsi mozny piipad; da se proto predpokladat, ze
ne vsechny vstupni hodnoty budou vyzadovat ¢iselnou reprezentaci zvolené
presnosti.

Alternativné si muze pozadovanou presnost Ciselné reprezentace diktovat
program sam na zakladé konkrétnich vstupnich hodnot. Muze tak cinit
trojim zptisobem, pricemz kazdy ma své prednosti i nedostatky:.

e O presnosti se rozhoduje pred vypoctem. Technika se nejlépe uplatni,
jsou-li velké rozdily mezi minimalni a maximéalni pozadovanou ptes-
nosti a vypocet v zdkladni presnosti by témér nikdy nedopadl dobfte.

e Vypocet se provede v zédkladni pTesnosti, nasledné se analyzuje chyba
a v pripadé nutnosti se vypocet prepocita. Technika se dobte uplatni,
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pokud vétSinou vypocet v zakladni presnosti staci a jen vyjimecné se
Iyza chyby po wvypoctu Sikovnéjsi tehdy, je-li mozné béhem vypoctu
v zakladni presnosti stradat kritické mezivysledky a jejich jednodu-
chym testem ovérit, zda je zakladni presnost dostacujici. Je-li treba
vypocet provést znovu, mize se bud uréit rovnou pozadovana pres-
nost ¢iselné reprezentace, nebo se presnost vypoctu iteracné zvysuje
tak dlouho, dokud nejsou splnéna dana kritéria.

e Vypocet se provede v zakladni presnosti, nasledné se analyzuje chyba a
v pripadé nutnosti se spoc¢ita korekcéni ¢len. Technika je podobnéa pred-
chozi a ma proti ni zirejmou vyhodu: pri opakovaném prepocitavani se
nevyuziva prace vykonand pti vypoctu s nizsi presnosti. Na druhou
stranu zde musi byt vypocet organizovany tak, aby slo korekéni ¢leny
snadno pocitat. Da se tedy oc¢ekavat, ze metoda spoléhajici na korekéni

Vv

Odhady intervalti. Pokud neumime vypocitat vysledek presné, ale umime urcit
rozsah hodnot, kde se urc¢ité nachazi, mizeme byt v mnoha praktickych
aplikacich spokojeni, a to zejména tehdy, je-li rozsah hodnot mensi nez
jista predepsand tolerance. Ukazme si zakladni myslenky techniky odhadu
intervalt na prikladech.

Typicky umime urcit, s jakou presnosti jsou urceny vstupni hodnoty. Dejme
tomu ze pro vstupy x > 0 a y > 0 plati € [z, 23], y € 11, yo]. Pak ziejmé
plati x +y € [x1 + y1, T2 + yo]. Podobné miiZeme napsat vztahy pro ostatni
elementarni operace a vyjadrit, v jakém rozsahu hodnot se nachazi vysle-
dek libovolné slozitého postupu. To je podstata intervalové aritmetiky, viz
napr. [21]. Pri vyhodnocovani intervalti mizeme navic dobfe vyuzit stan-
dard IEEE 754, ktery natizuje moznost volby typu zaokrouhleni vysledku
libovolné zakladni operace. Pro vyhodnocovani dolni meze tedy zvolime
zaokrouhleni smérem dolti, pro vyhodnocovani horni meze smérem nahoru.

Intervalova aritmetika bohuzel casto vede k pfilis pesimistickym odhadiim
intervalu (tedy zbytecné velkym intervalim). Naptiklad pro = > 0, y > 0,
x € [z, 23], y € [y1,y2] plati x — y € [x1 — ya, 22 — y1]. Pro specidlni
piipad = = y pak dostavime x — x € [x] — x9, T3 — 1], zatimco samoziejmé
vzdy plati x — z = 0. Uvedeny problém se snazi tesit afinni aritmetika
(viz [21]), kterd urcuje interval hodnot jako x = xo + xp&s, ¥y = Yo + Yréy,
kde g, yo jsou stfedni hodnoty éisel = a y, pro &, &, plati &, € [—1,1],
& € [—1,1] a ¢isla zg, yp pak urcuji interval, kde se hodnoty x a y urcité
nachdzeji. Potom samoziejmé plati x —y = xg — yo + v — yr§,; vypocet
intervalu, kam x — y urcité spada, je snadny. Naproti tomu plati x — x =
xo— 2o+ & —xp& = 0, coz je podstatné presnéjsi vysledek nez s uzitim
intervalové aritmetiky. Afinni aritmetika tedy umi zachazet se souvislostmi
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mezi argumenty vyrazu.

Znaménkové testy. Vétsina algoritmt obsahuje vétveni, v jistém okamziku se
tedy musi rozhodnout ano/ne. Musi tedy vyhodnotit néjaky vyraz a jed-
noznacné urcit, zda je roven néjaké hodnoté, pripadné je vétsi nez néjaka
hodnota a podobné. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze musi presné
vyhodnotit znaménko jistého vyrazu.

Ackoliv se na prvni pohled muze zdat, ze jde stdle o problém presného
vyhodnocovani, neni tomu tak. Zatimco pfi presném vyhodnocovani nam
jde o nulovou chybu, pri vyhodnoceni znaménka nam chyba nevadi, pokud
nepovede soucasné ke zméné znaménka. Pro tento ucel se znamenité hodi
kontrola relativni chyby; pripomenme, Ze nepfesnd hodnota 2’ je zatiZena
relativni chybou e vici presné hodnoté x, plati-li

r=xz(1+e).

znaménko a algoritmus se rozhodne spravné.

V priibéhu celé kapitoly 3 jsme se zamérovali na vyhodnocovani vyrazi s co
nejmensi relativni chybou; vidéli jsme, zZe pro zakladni operace v IEEE 754
je relativni chyba mensi nez strojové epsilon, tedy ¢islo mnohem mensi nez 1.
Pti vyhodnocovani pouhého znaménka tak mame mnohem volnéjsi ruce
nez pri snaze o presné vypocty. Protoze je technika spravného vyhodnoceni
znaménka tak dilezita, vénujeme ji celou kapitolu 5.

S vyhodnocovanim znaménka se poji i nasledujici postieh. Pokud algorit-
mus nekonstruuje nova geometricka primitiva, tj. rozhoduje se pouze na za-
kladé ,presné® vyhodnocenych vstupt, muze si vystacit se znaménkovymi
testy. Prikladem takového algoritmu je triangularizace mnoziny bod; jejim
vystupem je totiz pouha topologicka informace o propojeni vstupnich boda
do trojihelniki.

Pokud ale algoritmus konstruuje nova geometrickd primitiva, nepfesné si je
uklada coby mezivysledky a na jejich zakladé se dale rozhoduje, je ziejmé,
ze ani korektni znaménkové testy nepomohou — jakmile je vstup do testu
zatizen chybou, mizeme se dockat nejriznéjsich vysledkt. Prikladem algo-
ritmu je konstrukce Voroného diagramu z Delaunayovy triangulace: algorit-
mus musi konstruovat bisektory hran trojuhelnikii, pocitat jejich pruseciky
a zvazovat vzajemné polohy priseciki. Potiz samoziejmé nastava pri vy-
hodnoceni vzajemné polohy prisecikii. Klicem k tispéSnému feseni je proto
pri vyhodnoceni uvazovat cely proces, ktery k vypoctu prisecika vedl. Stej-
nou myslenku mizeme pouzit pro libovolny algoritmus.

S technikami obecnymi souvisi doplinkové techniky.
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Vypocetni strom. Techniku uz zname z diskuse znaménkovych testii, pro tupl-
nost ji uvedeme znovu: je-li to mozné, je vhodné pamatovat si kompletni
vypocetni strom, ktery vedl od vstupt az k finalnimu vysledku. Pii detekci
problému je pak mozné strom znovu vyhodnotit s vyssi pfesnosti, pouzit
jiny typ vypoctu apod. Naopak nevhodné je ukladat si mezivysledky do pro-
ménnych s omezenou presnosti a pouzivat je jako vstup dalsich vypocti,
aniz by program bral v potaz jejich nepfesnost.

Racionalni rotace. Jakékoliv ivahy o presnych vypoctech nardzeji na zasadni
omezeni: ¢isla, s kterymi pracujeme, musi byt vyjadritelna omezenym po-
¢tem celych ¢isel. To samoziejmé splnuji cisla celd, ¢isla racionalni i ¢isla
v reprezentaci s plovouci desetinnou ¢arkou. Teoreticky vzato to splnuji i
algebraicka cisla, tj. koreny polynomii s celo¢iselnymi koeficienty; naptiklad
¢islo v/2 miizeme vyjadiit omezenym pocétem celych &sel jako ,kofen poly-
nomu 2 —2 lezici v intervalu [0, 2]“. V praxi je viak komplikované pracovat
s algebraickymi ¢isly, jez jsou feSenimi polynomu stupné ¢tvrtého a vyssiho.
Konecné existuji jesté c¢isla transcendentni, ktera se koneé¢nym poctem ce-
Iych ¢isel vyjadrit nedaji, prikladem jsou m nebo Eulerova konstanta.

Podivejme se, jak s teoretickou klasifikaci realnych ¢isel souvisi praktické
geometrické vypocty.

Dejme tomu, ze potfebujeme vyjadrit body na primce svirajici s osou x
thel 15°. Jejich soutadnice jsou zrejmé

x =tcos15°
. pro t € (—00,00).
y =tsin1b

Pti vycisleni narazime na problém — vsechny bézné algoritmy pro vypocet
goniometrickych funkef predpokladaji argument zadany v radidnech. Uhel
15° odpovida 7/12 radidnim, coz je pochopitelné transcendentni ¢islo. Je-
likoz jej neumime vyjadrit presné, nemtzeme ocekavat ani presné hodnoty
souradnic bodi.

Jelikoz mnohé technicky vyznamné thly (vyjadrené ve stupnich omeze-
nym poctem cifer, napt. 90° nebo 45°) trpi stejnym problémem, zkusme
si predstavit, ze vymyslime algoritmus pro vypocet goniometrickych funkeci
(omezme se na sinus a kosinus), jehoz vstup bude zadan v raciondlnich né-
sobcich 7. Tim jsme sice vyftesili presné zadavani technicky vyznamnych
uhld, ale problém vznikl jinde — siny a kosiny takovych thli jsou alge-
braickymi c¢isly. Nanestésti jen nékolik malo hla vede k ,pouzitelnym*
algebraickym ¢islim, tj. kofenim polynomu do stupné tii, viz [17].

At tedy zaddvame thel jednim ¢ druhym zptsobem, neumime (az na spe-
cidlni pripady) presné vycislit jeho sinus a kosinus. Nejenom, ze neumime
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vyjadrit body na vyse uvedené primce; nedovedeme ani spocitat sourad-
nice bodu [b,,b,] vzniklého rotaci bodu [a,,a,] o thel ¢ kolem pocatku
souradnic, protoze plati

by = a, cos ¢ — a, sin @

by = azsin¢ + a, cos ¢ .

Dusledky v CAD systémech mohou byt zniCujici: program sice miize usou-
dit, ze bod C' lezi napravo od primky AB, ale po pootoceni celé situace
o thel ¢ muze vlivem nepresnosti usoudit na opak.

Praktickym fesenim je treti zptisob zadavani thlu — neptimo. Da se ukazat,
ze k libovolnému thlu ¢ a pro libovolné € > 0 dokazeme najit thel ¢/,
| — ¢'| < €, jehoz sinus i kosinus jsou raciondlnimi ¢éisly, viz [16, 10]. Sice se
tim zbavujeme moznosti presného vyjadreni vétsiny technicky vyznamnych
uhla, ale za prvé to v mnoha aplikacich nemusi vadit, za druhé si s nimi
stejné neumime jednoduse poradit.

Odkladani vypodéti. Casto je mozné nékteré aritmetické operace odlozit a
vyhnout se tak nepresnému mezivysledku. Napriklad prace se zlomky je
vlastné pouhym odlozenim operace déleni; je-li navic v jistém misté algo-
ritmu nutné dva zlomky porovnat, mizeme to udélat jen s pomoci celoci-
selnych nasobeni jejich citatelti a jmenovateli.

Na podobném principu jsou zalozeny homogenni souradnice znamé z poci-
tacové grafiky, které bod [z, y] afinniho (eukleidovského) prostoru vyjadiuji
trojicl [wz, wy, w], kde w # 0 je vhodné zvolené realné ¢islo. Jako priklad
jejich pouziti si muzeme uvést vypocet pruseciku primek AB a C'D da-
nych body A = [a,,a,], B = [by, b)), C = [cs,¢,], D = [d,,d,]. V afinnim
prostoru bychom museli vypocitat koeficienty pfimek

AB : (ay — by)x + (by — az)y + Zx Zy ‘ =0
z Oy
Co Gy

CD : (cy —dy)x + (dy — cz)y + i 4 1= 0
z Oy

a nasledné tuto soustavu dvou dvou rovnic vytesit. Pti jejim feseni bychom
se samozTrejmé nevyhnuli déleni.

V homogennich souradnicich rovnou spocitame
ABNCD : ([ax,ay,l] x [bx,by,1]> x ([cx,cy,l] x [dx,dy,lo,
kde x je vektorovy soucin.
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Oznac¢ime-li si slozky vysledku jako [ps,py,pw|, ziskdme soufadnice pri-
sefiku v afinnim prostoru snadno jako [p,/pw,Dy/pPw|. Vysledek vypoctu
v homogennich souradnicich je samozirejmé ekvivalentni vypoctu v afinnim
prostoru, jen operaci déleni jsme si odlozili az na konec.

Transformace ulohy. Zejména geometrické vypocty jsou obvykle nezavislé na
zvoleném soutadnicovém systému; napriklad trojihelnik ABC' je oriento-
vany po sméru nebo proti sméru hodinovych rucicek nezavisle na volbé
souradnicového pocatku ¢i natoceni os. Vhodné zvolenym souradnym sys-
témem miizeme vypocet jednak zjednodusit, jednak zptesnit. Ukazme si to
na prikladu.

y A

~

Obrazek 11: U sedé vybarvenych trojuhelniki probéhne translace do pocdtku po-
moci odcitani v IEEE 754 presné. Obrdzek je prevzat z [6].

Ulohu orientace trojihelniku ABC, A = [a,,a,], B = [bs, b,], C = [cs, ;]
vyresime vyhodnocenim znaménka funkce Orient2D(A, B, C') (nazev je pre-

vzat z [5, 6]):
a; a, 1
Orient2D(A, B,C) = | b, b, 1. (10)
Co Cy 1

Posuneme-li souradny systém pocatkem do bodu C', znaménko se nezméni,
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ale determinant se zjednodusi:

Orient2D(A, B, C') = Orient2D(A — C, B — C,0)

Ay —Cy Gy — ¢y 0

=|by—cp by—c, O

0 0 1
Uy — Cp Gy — Cy

- by —cp by—cy |’ (11)

Na prvni pohled se jevi verze (11) jako horsi, protoze prvky determinantu
jsou zaokrouhlenymi vysledky odcitani. Pokud si ale uvédomime, ze rozdil
dvou blizkych cisel se v IEEE 754 vyhodnocuje presné (viz Sterbenzovo
lemma (7) na strané 36), zjistime, Ze pro vétsinu typickych trojihelniku se
argumenty prvky determinantu vyhodnoti pfesné, viz obr. 11. Jelikoz vy-
pocet determinantu 2 x 2 vyzaduje méné operaci nez vypocet determinantu
3 x 3, bude vypocet (11) presnéjsi (viz [6]).

Jistou pozornost je tfeba vénovat vybéru bodu, ktery bude presunut do
pocatku (v nasem pripadé to byl bod C); jde o tzv. problém vybéru pivotu.
Protoze chceme maximélné vyuzit Sterbenzova lemmatu, bude zfejmé nej-
vhodnéjsi seradit body A, B, C' podle soufadnice x (nebo y) a coby pivot
zvolit prostiedni bod. Analyzu je mozné najit v [10]; obecné je t¥eba volit
pivot tak, aby byl vysledny vypocet co nejstabilnéjsi.

5 Znaménkové testy

Existuje mnoho typi tloh, které nekonstruuji nové geometrické utvary, ale pouze
vyhodnocuji vzajemné polohy tutvart vstupnich. Piiklady takovych tloh jsou
,bod v polygonu*, triangularizace mnoziny bodiu, detekce prusecikii geometric-
kych atvart, planovani cest a jiné. Jako vSechny netrivialni tilohy obsahuji pod-
minéné prikazy, ¢ili v jistém okamziku se musi program na zakladé vstupnich
hodnot rozhodnout ano/ne. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, Ze
dalsi béh programu zavisi na vyhodnoceni znaménka jistého vyrazu.

Klasicky priklad ukazujici vliv jediného Spatného rozhodnuti na vysledek tri-
angularizace mnoziny bodu ukazuje [5], viz obr. 12 a 13. Je-li algoritmus tvoren
jednim dlouhym fetézcem rozhodnuti, je zfejmé, Ze chyba na pocatku tetézce
muze vést k nesmyslnému vysledku; tehdy musime kazdy test provést obzvlast
peclivé. O néco méné pozorni mizeme byt jen u algoritmi vyhodnocujicich mnoz-
stvi oddélenych poduloh, takze chyba vyhodnoceni v jedné nemtize mit zadny vliv
na vyhodnoceni ostatnich.

V této kapitole se ukazeme tri pristupy, jak se vyporadat s korektnim vyhod-
nocenim znaménka. Prvni bude zalozeno predevsim na logice vypoctu a ukazeme
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a) korektni triangulace b) redlny vystup programu

Obrazek 12: Delaunayova triangulace mnoziny bodi, prevzato z [5].

Obrazek 13: Zvyraznéni oblasti, jejiz vinou doslo k chybé zndzornéné obrdzkem

12b. Program nesprdvné vypocital, Ze bod A leZi uwvnitr kruznice opsané trojihel-

niku BC'D (poloha bodu C' je pro ndzornost mirné pozménéna). Jediné rozhodnuti
vedlo k topologicky nesmysiné triangulaci.

si jej na vyhodnoceni presného znaménka sumy. Druhy bude zaloZen na analyze
chyby, ukazeme si jej na vyhodnoceni determinantu matice 2 x 2. Tteti bude
zalozen na adaptivni presné aritmetice a ukézeme si jej na vyhodnoceni testu
orientace trojuhelniku.

5.1 Presné znaménko sumy

Mnoho vypoctl, napriklad vypocet determinantu, vede k souctu nékolika cisel.
Ukazovali jsme si rtizné pristupy k vypoctu sumy; ale i nejlepsi z nich, Kaha-
niv algoritmus na strané 3.3, nezarucoval presny vysledek. Zejména pti séitani
kladnych a zapornych cisel mize dojit ke katastrofalnimu odecteni, které zvétsi
relativni chybu vypoctu nad 1 a ani znaménko vysledku nemusi odpovidat sku-
tecnosti.
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Pokud nam jde pouze o znaménko sumy, nemusime hned nasazovat presnou
aritmetiku. Priikladem algoritmu, ktery znaménko vyhodnoti presné za pouziti
zékladnich IEEE 754 operaci, je ESSA (Exact Sign of Sum Algorithm). Jeho
puvodni verze je hezky popsdna v [10], my si obdobnym zptusobem vysvétlime
efektivnéjsi modifikovanou verzi popsanou v [18].

e Vstup: sestupné sefazené seznamy kladngch ¢isel {a; i, {b;}_; (a; > ai41,
bj = bji1).

e Vystup: znaménko S = sign ( ?:1 a; — 22:1 bj>
e Algoritmus:

1. Rozhodni trivialni pripady:
(a) Jsou-li oba seznamy prazdné (k =1 =0), pak S =0.

) Je-li bk >1=0, pak S = +1.

(¢) Jelli0O=k <, pak S = —1.

) Je-li a1 > 1 ® by, pak § = +1. Hodnota [ ® b; totiz omezuje
sumu vsech b;. Pokud je samotné a; vétsi nez nez toto omezeni, je
znaménko bez dalsich vypoctu jasné.

(e) Je-li by > k ® ayq, pak S = —1. Zduvodnéni je analogické.

2. Vyjmeme nejvetsi cleny seznamt {a;} a {b;} a pozdéji do nich vratime
jejich rozdil tak, aby celkova suma zustala zachovana.
a<— a7
B b
Vyjmi a; a by ze seznamu {a;}, {b;}.

3. Budeme postupovat podle Dekkerova lemmatu (8) na strané 38, tj.
budeme pocitat presny rozdil a — 3, vysledek ulozime do proménnych
x, y. Napfed vypoctéme x:
r+aof

4. Dekkerovo lemma 1ika, jak vypocitat y takové, aby = 4+y = a — [ pro
a > 3. Pokud je tedy x zaporné, musime vypocet y mirné pozménit
prohozenim « a f3.

(a) Je-li x > 0, vypocitej y + (& x) & .
Zarad x do seznamu {a;}.
Je-li y > 0, zafad y do seznamu {a;}.
Je-li y < 0, zafad y do seznamu {b;}.
(b) Je-li x < 0, vypocitej y < a © (8 @ x).
Zarad = do seznamu {b;}.
Je-li y > 0, zafad y do seznamu {a;}.
Je-li y < 0, zafad y do seznamu {b;}.
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(¢) Je-li = 0, neni tieba délat nic, protoze o = /3, a proto y = 0.

5. Uprav hodnoty k, [, aby odpovidaly skutecné délce seznamt {a;}, {b;}.

Text [18] se podrobné zabyva dikazem, ze algoritmus je presny (to by ¢tenar
ostatné meél byt schopen posoudit sam), ze po konecném poctu kroku skondi,
efektivnim zapojenim max-haldy pro implementaci ,sefazeného seznamu* apod.
My se spokojime s konstatovanim, ze algoritmus je po vsech strankach v poradku.

5.2 Standardni vs. presna aritmetika — znaménko
determinantu matice 2 x 2

V mnoha aplikacich se setkdme s vypoétem ab — cd. Mize jit o vypocet de-
terminantu matice s prvky a, b, ¢, d; muze jit o vypocet souc¢inu komplex-
nich ¢isel (a + bi) x (¢ + di); mize jit o vypocet skalarniho soucinu vektort
(a,b)-(c,—d); vypocet diskriminantu b? — 4ac ve vypoctu korent kvadratické rov-
nice az? 4+ br 4+ ¢ = 0 m4 ostatné stejny tvar; a tak dale. V nékterych aplikacich
je dilezité presné rozhodnout o jeho znaménku. My si ukdzeme dva pristupy;
jeden standardni, zalozeny na rutinni analyze chyby, a druhy vylepseny o di-
kladnou analyzu chyby. Druhy postup vsak bude uveden pouze pro zajimavost;
by pravdépodobné byla analyza neprakticky slozita.

Oba dva pristupy ale postupuji podle stejné logiky. Za prvé vyhodnoti vyraz
pomoci IEEE 754 operaci, tj. vyhodnoti a ® b © ¢ ® d, za druhé vyhodnoti, zda
mohlo dojit k velké chybé, a pak pripadné vypoctou vyraz presnou aritmetikou.

Rutinni analyza chyby

Je-li t = t; + to presna (true) hodnota souctu a = = t; @ ty jeji zaokrouhlend
(approzimate) hodnota, vime, ze x = t + et, kde e < €, viz (5) na strané 31.
Podobné je tomu pro ostatni IEEE 754 operace.

Podobné jako v [5] (kde také muzZe ¢tendf najit dalsi priklady analyzy chyby),
zavedme si pro vztah mezi z a ¢ uzite¢nou zkracenou notaci a pisSme x = t + €|t|.

vvvvv

t=x+£e€lt]. (12)
Diky vlastnostem IEEE 754 operaci také vime, ze

t=1x+e€lz|, (13)
viz (6) na strané 31. Vztahy (12) i (13) se v analyze chyby ¢asto vyuzivaji.

Oznac¢me si presné i zaokrouhlené ¢asti vypoctuty =ab—cda A= (a®b) S
(c ® d). Predpokladejme pritom, Ze ¢isla a, b, ¢, d jsou presné reprezentovatelna
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v IEEE 754 proménnych, tj. nejsou zatizena chybou.

ti = ab T1=a®b
ty = cd To=c®d
ta =t —ty A =101

Diky zarucené presnosti IEEE 754 operaci mizeme psat

tA = tl — t2 =T + €|l’1| — T2 + €|l’2|
=21 — o  €(|x| + |22])

Kdy budou znaménka t4 a A stejna? Je-li A > 0, potom |A|=A a
ta = A (1 + 6) + €(|$1| + |$2|)

¢ili t4 a A budou mit stejné znaménko, pokud |A|(1 —€) > €(|x1| + |z2|). Musime
totiz brat v potaz nejhorsi moznou kombinaci znamének u e. Naopak je-li A < 0,
potom |A| = —A a

ta=—A(—1=%¢€) % e(|ar]| + |22])

¢ili znaménka ¢4 a A budou stejnd, kdyz —A(—1+ €) < —e(|x1| + |z2]). To je
totéz jako |A|(1 — €) > €(|x1| + |x2|). Pro oba ptipady tedy pro shodu znamének
ziskavame stejné kritérium

[AI(1 =€) > e(fz] + |22]) -

To bohuzel neumime vyhodnotit pfesné, protoze k nému potrebujeme presné
operace — naptiklad hodnotou 1 — € nelze reprezentovat c¢islem v IEEE 754. Test
ale mtzeme prepsat do podoby

Al > 2€([z1] + |22])
protoze potom plati

[AI(L =€) > (1 — €)2e(|a1] + |22])
= (26 — 2¢*)(Jas| + [a2])
> €(|z1| + [22])
pricemz posledni nerovnost plati tehdy, je-li 2¢ — 2€? > ¢, ¢ili pro € < 1/2. To je
pro libovolny IEEE 754 formét bezpecné splnéno.

Hodnotu 2¢ x (|z1]+ |z2|) bohuzel také neumime spocitat piesné, protoze sou-
¢in a soucet umime obecné spocitat pouze s relativni chybou €. Vyfesme nejprve
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soucet: jelikoz plati |xi| + |za| = (1 £ €)(|z1| ® |x2|), mizeme kritérium upravit
na
|A] > 2¢(1 4 €) X (|z1] & |22]) -

Podobné operaci x nahradime operaci ® a opét zapocteme relativni chybu e:
Al > 2¢(1 +€)* @ (21| ® |a2]) -

Piesnou hodnotu ¢lenu 2¢(1 + €)? = 2¢ + 4¢? + 2¢* bohuzel neumime vyjadrit
¢islem s plovouci desetinnou c¢arkou. Jelikoz plati € = 277, kde p je pocet biti
mantisy, mizeme psat

2¢ + 4e® + 26% = 27PHL 4 27 H2 4 9=kl — ompHl(] 4 9Pl 4 97
< 27PFH 1+ 27PF2) = 2¢(1 + 4e) .

Vysledné ¢islo je primo zapsano v normalizovaném tvaru (s exponentem —p+1 a
p-bitovou mantisou 1+ 277%2) a proto jej mizeme ulozit do b&Zného éisla podle
IEEE 754.

Pro prehlednost shrneme, co jsme zjistili. Chceme-li zjistit znaménko vyrazu
ab — cd, vypocteme jeho pribliznou hodnotu A = a ® b © ¢ ® d. Znaménko A je
v poradku, pokud plati

|A| > 2e(1+4€) @ (la®b| B |c®@d]).

Presny vypocet znaménka

Uz vime, za jakych podminek ma hodnota A = a®bSc®d urcité stejné znaménko
jako pfesnd hodnota ab — cd. Pokud test odvozeny v predchozim oddilu neplati,
musime o znaménku rozhodnout jinak.

Hlavnim problémem pii vypoctu ab — cd je neznalost presné hodnoty soucint
ab a cd. Pripadné malé zaokrouhlovaci chyby se totiz muzou operaci odecteni
mnohonasobné zesilit. Klicem k presnému vyhodnoceni znaménka je proto presné
vyjadreni soucinu.

Pro presné vyjadieni souc¢tu a + b zndme Dekkerovo lemma (8) ze strany 38.
O soucinu zatim jen ze strany 37 vime, ze muze za jistych okolnosti probéhnout
presné. Konkrétné: ab = a ® b, je-li poslednich z, biti mantisy a nulovych, po-
slednich z, bitti mantisy b nulovych a soucasné z, + z, > p, kde p je pocet bitu
mantisy.

Kdybychom ale uméli vyjadrit ¢isla a, b jako

a4 =124+ Yq b:l‘b+yb

kde ¢isla 4, Tp, Ya, y» maji poslednich p/2 biti mantisy nulovych, mohli bychom
presnou hodnotu ab zapsat jako soucet nékolika ¢isel s plovouci desetinnou ¢arkou:

ab = (g + ya)(Tp + Yp) = Tap + Ta¥p + ToYa + Yol (14)
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To je svym zpusobem podobné Dekkerovu lemmatu (8), které soucet a + b vy-
jadruje souc¢tem x + y. Dekker se problému presného nasobeni vénoval rovnéz a
odvodil nasledujici postup; casto je oznacovany jako Dekker-Veltkampiiv. Jeho
podrobné zdtavodnéni je hezky popsano v [5]; ¢tendfr samoziejmé muze studovat i
puvodni ¢lanek [19] z roku 1971, ale podobneé jako ostatni ¢lanky starsi nez norma
IEEE 754 je i tento hife citelny nez novéjsi dikazy.

Rozdélme nejprve ¢islo a na ¢isla x, a y,. Prvni bude mit (p — s)-bitovou
mantisu, druhé (s — 1)-bitovou mantisu a bude platit a = x, + ¥, a |Ta| > |Yal-
Konkrétné zvolime s = [p/2]. Ctendie nemusi znepokojovat, Ze piivodni ¢islo s p-
bitovou mantisou bude rozdéleno do dvou ¢isel s celkem p — 1 bity v mantisach
— ,,chybéjici bit“ je ukryt ve znaménku ¢isla y,.

1 tmp = (27s + 1)*a;
2 a’ = tmp - a;

3 Xa =c¢ - a’;

4 ya = a - xa;

Program je zalozen na stejnych myslenkach jako uvahy ze strany 37, které vedly
k Dekkerovu lemmatu. Staci si uvédomit, ze (2° + 1)a = 2°a + a, ¢ili jde o soucet
dvou ¢isel s rozdilnymi exponenty, kterd jsme na strané 37 oznacovali jako a a b.
Obdobné rozdélime i ¢islo b na zy, a yp, opét volime s = [p/2].
Soucin ab nyni vyjadiime souctem x + y, kde opét = bude vyjadrovat za-
okrouhlenou hodnotu souc¢inu a y korekéni ¢len.

1 X = a x b;

2 el = -x + (xa * xb);
3 e2 =-el + (ya * xb);
1+ e3 =e2 + (xa * yb);
5y =e3 + (ya * yb);

Z kodu je vidét, ze jde v podstaté o akumulaci jednotlivych ¢lent z (14). Dikazem
presnosti algoritmu se ale zabyvat nebudeme.

Vratme se proto k nasemu problému, tj. vypoc¢tu znaménka ab — cd. Jelikoz
nyni umime vyjadiit ab = x +y a cd = 2’ + ¢/, staci vyhodnotit pouze znaménko
sumy x + ' + y + ¢. K tomu muzeme samoziejmé pouzit algoritmus ESSA
ze strany 58. Tim jsme dokoncili ukazku standardniho pristupu k vyhodnoceni
znaménka vyrazu.

Dikladna analyza chyby

Vyhodou rutinni analyzy chyby, kterou jsme si ukazali, je jeji univerzalnost. Ac¢-
koliv se miize postup jevit na prvni pohled jako ,spadly z nebe*, da se bez vétsich

vvvvvv

chyby prilis pesimisticky, tj. jsme nuceni prejit k pfesnému vypoctu castéji, nez
je skuteéné nutné.
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Pro nas jednoduchy problém si ovSem muzeme dovolit chybu analyzovat du-
kladnéji. Je-li t4 = ab—cd a A = (a ® b) © (¢ ® d), mize pri srovnani jejich
znamének nastat nékolik situaci; vyjadireme si je tabulkou 5. Jesté nez se na ni
podivame, analyzujme pripady, kdy néktera z c¢isel a, b, ¢, d jsou nulova. To proto,
ze pri analyze relativni chyby komplikuji nuly dikazy.

Pokud je ve vyrazu a ® b © ¢ ® d nékteré z cisel a, b, ¢, d rovno nule, je
prislusny soucin také roven nule a vyraz degeneruje na soucet dvou nul nebo
na soucet nuly a nenulového soucéinu. Soucet s nulou probéhne vzdy presné a
pripadny jediny nenulovy soucin je presné zaokrouhleny, tj. jeho znaménko je
platné. Muzeme tedy konstatovat, ze v takovém pripadé plati sign A = signty a
nadale se zabyvat pouze situaci, kdy zadné z cisel a, b, ¢, d neni rovno nule.

signta
-1 0 1

-1 0K 1 2
sigtnA 0| 3 OK 3
+1| 2 1 OK

Tabulka 5: Ruzné situace pri srovnani znamének A a ta

Je zfejmé, ze prisign A = signt, (diagonéla v tabulce 5) je situace v poradku.
Pak mohou hypoteticky nastat tfi situace, které v poradku nejsou:

1. t4 =0, ale A#0 (v tabulce 5 ¢islo 1),

2. znaménka t4 a A jsou opacnd (v tabulce 5 ¢islo 2),

3. A=0,ale t4 # 0 (v tabulce 5 ¢islo 3)

Podivejme se postupné na jednotlivé pripady.

1. to =0, ale A # 0: Je-li ab — cd = 0, potom ab = cd. Protoze jsou vysledky
IEEE 754 operaci presné zaokrouhlené, plyne z tohoi a ® b = ¢ ® d. Rozdil
dvou stejnych ¢isel je ale roven nule, ¢ili sign(a ® b© c®d) = 0, coz je spor.
K situaci 1 tedy nemuze dojit.

2. Znaménka tp a A jsou opacna: Jde o nejhorsi mozny ptipad, vypocet do-
sel k opacnému zavéru nez meél. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze
signty = 1 a sign A = —1. Ditkaz opacné situace je analogicky.

Oznacme si pro jednoduchost x = ab, ¥’ = a ® b = roundz, y = cd,
Yy = c®d = round y. Ma-li byt signts = sign(x —y) = 1, potom musi platit
x > y. Jelikoz je funkce round neklesajici, plati implikace

x>y = roundzx > roundy,
jinymi slovy plati ' > y'. Potom ale musi platit 2’ © ¢ > 0, coZ je spor.

Ani k situaci 2 tedy nemuze dojit.
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3. A =0, ale tp, # 0: Kdyby nemohlo dojit ani k situaci 3, byli bychom spo-
kojeni — znamenalo by to, Ze vypocet znaménka A je vzdy korektni. To
bohuzel neni pravda. Nejlépe se o tom presvédéime konkrétnim prikladem.

Je-lia=b=1potom ab =11a®0b = 1. Druhd rovnost snadno plyne
ze znalosti algoritmu nasobeni a skutec¢nosti, ze mantisa ¢isla 1 ma vétsinu
bitd nulovych.

Cisla ¢ = 14+2e¢ a d = 1—2¢, kde € = 277, jsou reprezentovatelnd s p-bitovou
mantisou. Plati pro né

cd=(1+2€)(1—2)=1—4=1-2"2"2,

Cislo ¢d by ovSem vyzadovalo 2p — 1 bit@t mantisy; po zaokrouhleni na p
bith mame ¢ ® d = 1, a proto

ab—cd>0 AN a®boc®d=0.
K situaci 3 tedy dojit muze.

Analyzovali jsme tfi mozné typy chyby vypoctu a dosli k zavéru, ze chyba
muze byt pouze typu 3. Proto prepocitani ab — cd presnou aritmetikou spustime
pouze v pripadé, kdy a@ b c® d = 0.

5.3 Adaptivni aritmetika — orientace trojihelniku

P1i vypoctu determinantu matice 2 x 2, jejiz prvky jsme znali presné, jsme po-
stupovali primocare:

1. vypoc¢ti determinant IEEE 754 aritmetikou,
2. rozhodni, zda mohlo dojit k zavazné zaokrouhlovaci chybé,
3. v pripadé nutnosti determinant prepocitej presnou aritmetikou.

Mohli jsme si to dovolit, protoze presna aritmetika vyzadovala operandy vy-
jadrené nejvyse dvéma cisly s plovouci desetinnou ¢arkou. Co ale délat v pripadé
vlevo od primky dané body A = [ay,a,] a B = [bs, b,] (neboli rozhodnuti o ori-
entaci trojihelniku ABC') vede na vypocet znaménka determinantu

Ay — Cp Gy — Cy

sign
by —ce by —cy

(15)
Jsou-li souradnice bodi A, B, C zndmé presné, vyzaduji uz prvky matice vyjad-
feni dvéma Cisly s plovouci desetinnou ¢arkou (viz Dekkerovo lemma (8) na strané
38), diléi souciny ve vypoctu determinantu pak vyzaduji reprezentaci ¢tyrmi ¢isly
s plovouci desetinnou ¢arkou (viz Dekker-Veltkampuv soucin na strané 62) a tak
dale.
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Dospéli jsme tedy k zavéru, ze pro presné vypocty je uzitecné c¢isla reprezen-
tovat souctem nékolika ¢isel s plovouci desetinnou ¢arkou (tzv. komponent) a ze
bude zapotrebi implementovat nad nimi zobecnéné aritmetické a relacni opera-
tory. Vypocet determinantu v (15) pak muzeme graficky znazornit obrazkem 14.

Ld  cislo s plovouct
desetinnou cdarkou
L cislo vyjadrené
g g souctem nékolika
cisel s plovouct
desetinnou cdrkou
é\ zobecneéeny

[N T Ny T N oy Ty TNy Iy aritmetickyj
ax cx by cy bz cx ay ¢y operdtor

Obréazek 14: Vipocetni strom pro presny vypocet (a, — ;) (by —¢y) — (by — ¢) (ay —
¢y), kde presnost mezivysledki zajistuje jejich reprezentace souctem nékolika cisel
s plovouci desetinnou carkou.

Zobecnéné aritmetické a logické operatory musi predpokladat vicekomponen-
tové operandy, vysledek poskytovat pochopitelné rovnéz vicekomponentovy. Je-
jich zékladnim stavebnim kamenem bude typicky Dekkeriv soucet (dva vstupy,
dva vystupy) a Dekker-Veltkamptv sou¢in (opét dva vstupy, dva vystupy). Na-
ivni pristup k souctu vicekomponentovych operandi ukazuje obrazek 15; lepsi
postup a dalsi operace ukazuje [5].

al ao as

b3 ¢
by a®b -+— b
b
} ! chybovy
$1 S9 S3 S84 Sy S clen
soucet dvou Dekkeriv soucet
trikomponentovyjch cisel dvou cisel

Obrazek 15: Naivni pristup k souctu s = s+ So+- - -+ S¢ dvou trikomponentouvijch
cisel a = a1 + as +as a b= by + by + bs.

Pokrac¢ujme v tuvahach dale. Vime, ze vypocet determinantu (15) vede na

¢islo, které je treba reprezentovat az osmi komponentami, a ze mame rozhodnout
o jeho znaménku. Také vime, Ze o znaménku muzeme casto rozhodnout jen na
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zékladé priblizného vypoctu pomoci IEEE 754 aritmetiky, vime-li, ze zaokrouh-
lovaci chyby nepfekrodily jisty prah. Je tedy nasnadé otdzka: pokud vime, ze
zaokrouhlovaci chyby byly prilis zavazné, je skutecné zapotiebi vsech osm kom-
ponent vysledku, abychom o znaménku rozhodli? Zajisté ne.

Pokud bude mit vyjadreni ¢isla sou¢tem nékolika komponent vhodné vlast-
nosti, mizeme k presnému vysledku dojit v nékolika krocich, kde kazdy krok
zpresni predchozi odhad. Jedna z ,vhodnych vlastnosti“ je maximalizace pres-
nosti dilé¢ich soucti. Co se tim mysli?

Je-li ¢islo a vyjadreno souctem n komponent (kazda, je vyjadrend jednim
¢islem s plovouci desetinnou ¢arkou), tj.

a=ay+ay+--+an,

potom by bylo prijemné, kdyby a; byla nejlepsi aproximace ¢isla a jedinym cislem
s plovouci desetinnou ¢arkou. Podobné by bylo uzite¢né, kdyby a; + as byla
nejlepsi aproximace ¢isla a vyjadiend dvéma ¢isly s plovouci desetinnou carkou.
A tak dale.

Pokud by rozklad ¢isla na komponenty splinoval uvedenou vlastnost, mohli
bychom priblizny vypocet celého vyrazu standardnimi IEEE 754 operacemi gra-
ficky vyjadrit obrazkem 16 vlevo. Tu¢né vyznacené jsou komponenty, které se

AR A

| NN Dy NN [y NN Dy NN Dy NN R SN D SN g S | | NN Dy NN [y SN [y NN Dy NN R SN Ry SN g S |
ar Cg by Cy bgj Cx CLy Cy ayx Cg by Cy bgj Cx CLy Cy

Obrézek 16: Vipocty virazu (a;—c;)(by—cy) —(by—c)(ay—cy) s riznou presnosti.
Cdrkované jsou naznaceny komponenty, které se ve skutecnosti nepocitaji.

Rutinni analyzou zaokrouhlovaci chyby bychom dosli k tvrzeni (viz [5]), ze
vyrazy

ta = (az —ca) X (by — cy) (b — ¢o) X (ay — ¢y)
A =(a,0¢)®b,oc) o (b, 0c)®(a, ©cy)
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maji stejné znaménko, plati-li

|A| > (3¢ + 16€2) @ <’(ax ©¢)® (by© )| @|(br ©ca) @ (ay © cy)D .

Jakmile by podminka splnéna nebyla, zkusili bychom vypocitat vice kom-
ponent, abychom aproximaci vysledku zptesnili. Zfejmé bychom museli zejména
zplesnit vypocéty ¢lent matice, tj. podvyrazy (a, — ¢;) atd., protoze sebemensi
chyba na zac¢atku vypoctu muze vysledek znehodnotit. Dekkerovym lemmatem
bychom tedy vypocetli dvoukomponentova cisla x; + y;:

Ay — Cx = X1+ U1
by—cy:x2+y2
bx_cx_x3+y3

Qy — Cy = T4+ Yg .

a pocitali jejich souciny. Pro jednoduchost si rozepisme pouze soucin (x; + y1) X
(22 + y2):
(1 4+ y1) X (T2 +y2) = 122 + T1Y2 + T2y1 + 1Y,

kde diléi souc¢iny vyjadiime Dekker-Veltkampovym soucinem jako

T1Xx9 = 24 + Z9
T1Y2 = 23 + 24
ToY1 = 25 + %6

Y1Y2 = 27 + 28

7 vlastnosti Dekkerova souctu plyne, ze ¢isla y; jsou v absolutni hodnoté mensi
nez €|x;|; zkrdcené muzeme zapisovat, ze ¢isla x; jsou velikosti O(1) a ¢isla y;
velikosti O(e). Stejnou vlastnost ma i Dekker-Veltkampuv soucin. Proto muzeme
¢isla z; az zg roztridit:

z € 01
Z0, 23, 25 € Ofe)
zy, 25,27 € O(€)

€ 0.

D4 se tedy ocekéavat, ze presnéjsi vyjadreni determinantu (15) ziskdme za-
poctenim 2o, 23, 25 7z jedné vétve soucinu a prislusnych komponent z vétve druhé;
schematicky je zapoc¢teni O(e) ¢lent naznaceno obrazkem 16 vpravo, podrobné
je pak jedna z vypocetnich vétvi rozkreslena na obrazku 17. Opét by bylo tieba
analyzovat maximalni moznou zaokrouhlovaci chybu a opét rozhodnout, zda nam
toto zpresnéni staci, nebo zda bude k rozhodnuti o znaménku determinantu vzit
v tvahu i mensi ¢leny.
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Obréazek 17: Detail vijpoctu (a, —c;)(by—cy,). Vipocetni strom ale neni dotaZen do
konce; merest, jak z osmi cisel z1 aZ zg ziskat ctyri vysledné komponenty soucinu.

Touto podkapitolou jsme se pouze seznamili se zakladnimi myslenkami adap-
tivni aritmetiky, aniz bychom se zabyvali dilezitymi detaily; naptiklad jsme viibec
neresili, jak z osmi Cisel z; az zg ziskat ¢tyfi komponenty velikosti O(1), O(e),
O(€%) a O(e?). Nefesili jsme, zda je pii adaptivnim zpfesfiovani efektivngjsi postu-
povat pozvolnym zvysovanim presnosti, nebo se k presnému vysledku ptiblizovat
mensim poctem kroki. Tim a mnoha dalsimi detaily a postupy se zabyva napii-
klad [5]. Tam také ¢tenar najde mimo jiné dokoné¢eni tivah o vypoctu orientace
trojuhelniku a odkaz na jeho implementaci.

Z uvedenych naznak problematiky by mélo byt ziejmé, ze implementace
adaptivni aritmetiky je sice technicky naro¢na, ale jesté s rozumné velkym usilim
proveditelna.

6 Konzistentni vychylka vstupu

V predchazejicim textu jsme resili problém, jak vyhodnotit vyraz s dostatecnou
presnosti; v krajnim pripadé nam stacila znalost znaménka vysledku. Pokud jsme
problém presnosti vypoctu vytesili, stale jesté nemame bohuzel vyhrano.
Uvazujme nasledujici problém a jeho jednoduché reseni. Mame dan obecny
mnohothelnik, jehoz hrany se neprotinaji, a bod X. Mame rozhodnout, zda bod
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X lezi uvnitt mnohothelniku. Rozhodneme snadno:

1. vytvor libovolnou poloptimku XY zacinajici v bodu X,
2. zjistit pocet n prusecikti poloptimky XY s hranici mnohothelniku,
3. je-li n liché, je X uvnitt mnohothelniku.

I kdyz umime priiseciky zjistovat presné, stdle zbyva vyresit mnoho nepiijem-
nych otazek:

e Jak se ma resit pripad, lezi-li X na hrané mnohothelniku?

e Jak se ma resit pripad, lezi-li X v nékterém vrcholu mnohothelniku?

e Jak se ma resit pripad, lezi-li néktera hrana mnohothelniku castecné ¢i
uplné na poloprimce XY'?

e Jak se ma fesit pripad, prochazi-li polopfimka XY vrcholem mnohotuhel-
niku?

e Co délat v pripadé, ma-li néktera hrana mnohothelniku nulovou délku a je
protnuta poloptimkou XY?

Jak posledni bod naznacuje, neni viitbec zfejmé, zda je vycet otazek kompletni
a ani neni zfejmé, jak se o tom obecné presvédcit. Vsechny otazky se tykaji de-
generovanych (singuldrnich) pripadi. Degenerovanym pripadem se mysli situace,
kdy se ma program o néc¢em rozhodnout na zakladé znaménka jistého vyrazu,
ktery ovSsem nabyva nulové hodnoty. Za regularni pripad budeme povazovat situ-
aci, kdy je znaménko vyrazu (pri presném vyhodnoceni) plus nebo minus.

Potiz samoziejmé spociva v puvodni formulaci algoritmu, ktera degenero-
vané pripady neuvazuje. A to jde o trivialni algoritmus! Co délat v pripadé,
kdy i zédkladni formulace algoritmu je komplikovana, naptiklad delaunayovska
ytriangularizace® v n-dimenzionalnim prostoru? Odhaduje se, Ze TeSeni degene-
rovanych pripadu je vénovano az 90 % kodu; soucasné je znamo, Ze naprosta
vétsina pripadi neni degenerovana (viz [11]), ¢ili ze kéd pro feSeni degenerova-
nych situaci se spousti malokdy, pokud vibec.

Pro podobné situace vznikla metoda konzistentniho vychyleni (¢i symbolické
perturbace) vstupu (viz [11]), jejiz myslenku muzeme popsat nasledovné:

1. Predpokladej, ze vstupni body (¢i jiné elementy) jsou nepatrné vychylené
ze zadané pozice.

2. Proved algoritmus, ktery neuvazuje degenerované geometrické konfigurace.
Vychylka zavedend v prvnim bodu proto musi byt nejen tak velka, aby
k degenerovanym ptipadim skutec¢né nedoslo, ale i tak mala, aby se vystup
algoritmu prakticky nelisil od idealniho vystupu.

3. Zkontroluj vystup a koriguj pripady, k nimz doslo kvili umélé vychylce
(napriklad: vrat pozice bodi na mista popsana vstupem, zrus usecky nulové
délky, zrus trojihelniky nulové plochy apod.).
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Pri implementaci bychom teoreticky mohli postupovat dvojim zpiisobem. Za
prvé: mohli bychom skutecné vstupni hodnoty néjak vychylit a pak spustit bézny
algoritmus. Samozrejmé bychom pottebovali doptedu védét, ze zvolend vychylka
bude ,tak akorat“, coz zfejmé nebude snadné zaridit. Proto bude prakticky
vhodnéjsi zvolit druhy zptisob: vstupni idaje nechat v ptivodnim stavu a nechat
pracovat bézny algoritmus tak dlouho, dokud nenarazi na degenerovany pripad.
Jakmile na néj narazi, tj. narazi na vyraz V, ktery nabyva pro jisté parametry nu-
lové hodnoty, musi se algoritmus rozhodnout: ma nulu povazovat za ,kladnou®,
nebo ,zapornou*?

K rozhodnuti muze pouzit praveé techniku vychyleni vstupu. Algoritmus tedy
nepatrné pozméni vstupy inkriminovaného vyrazu V', tedy de facto vstupni hod-
noty algoritmu, a vyhodnoti vyraz V znovu. Zde je ale tfeba nejvyssi opatrnosti
— zména musi byt takova, aby jimi nebyla dotc¢ena jiz provedenda rozhodnuti. To
znamenda: kdyby algoritmus od zacatku veédél, ze vstup bude jistym zptisobem
vychylen (aby vyraz V' vysel nenulovy), na jeho béhu by se az do vyhodnoceni V'
nic nezmeénilo.

Jednou z moznosti, jak vychylku volit, je technika Simulation of simplicity,
viz [20, 11]. Vysvétlime si ji na jednoduchém piikladu.

Dejme tomu, ze algoritmus méa na vstupu ¢isla a; az a,, a v pritbéhu ¢innosti
potfebuje vyhodnocovat znaménka determinantu

a; aj
a q

Y

kde 1 <14, 7, k, | < n. Pokud misto ptuvodniho pouzijeme mirné odlisny vstup,
pocitame vlastné

A A

€ €

l

ai—l—éi Clj"i‘éj
ak+ék CL[‘i‘él

Q;  Qj
ar

, (16)

+ éial — éjak — ékaj + élai +

kde é;, €;, éx, € jsou malé vychylky vstupnich hodnot.

Zvolme é, = %’ ' kde 1 < p <naéje ,dostatecné malé ¢islo“. Nepottebujeme
znat hodnotu é explicitné; musi byt jen tak malé, aby jednotlivé s¢itance pravé
strany (16) mély ,dulezitost* zavislou na indexu — ¢im vétsi index, tim mensi
dulezitost. Pro p < ¢ to znamena

éplap| > églayl,
tedy

¥ |ay| > &"'[aq|.
To je splnéno, pokud

AP A2p 91
62 e22

|ap| > &7 Japial,
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¢ili pokud pro vsechna p plati

|apl/|ap 1| > &

Je ztejmé, ze pro libovolna nenulova aq, as, ..., a, muzeme zvolit tak malé é,
aby byla podminka splnéna. Je-li tedy é dostatecné malé a prvni sé¢itanec pravé
strany (16) (tedy ,,presny determinant“) nenulovy, nemohou ostatni ¢leny souctu
na znaménku nic zménit. Je-li ,pfesny determinant® nulovy (tj. jde o degene-
rovany piipad) a Gmini, j, £, 1) 7 0, je znaménko (16) ddno pravé znaménkem
Amin(i, j, k, 1)- A tak dale.

Navrzeny postup tedy rozhodovani o znaménku determinantu v regularnich
pripadech nezméni, v degenerovanych pripadech urc¢i ,znaménko nuly* konzis-
tentné se vSemi minulymi i budoucimi rozhodnutimi. Pro jistotu pfipomenme, Ze
hodnotu é neni nutné explicitné urcovat; staci predpokladat, ze je tak mala, aby
uvedeny postup fungoval.

Simulation of simplicity je celkem jednoduchy postup, ktery odstrani pro-
blémy s degenerovanym vstupem. Na druhou stranu ale neni bez vad na krase;
za prvé stale vyzaduje presné vyhodnocovani vyrazu (v nasem prikladu deter-
minantu matice 2 x 2), za druhé ,vy¢isténi vystupu algoritmu* nemusi byt tri-
vialni, za treti nefunguje se vSemi typy algoritmu. Typickou tiidou algoritmii,
které se simulation of simplicity prili§ nefunguji, jsou heuristické zravé (greedy)
algoritmy, naptiklad greedy triangularizace minimalizujici soucet délek hran tri-
angulace (viz [11]).

71



7 Zavér

V textu jsme prochézeli rizné nastrahy, které ¢ihaji na programdatora (nejen)
geometrickych algoritmii. Text rozhodné nemél byt tplnym prehledem pouziva-
nych a pouzitelnych technik; sousttedili jsme se jen na takové, které je mozné
s relativné rozumnym usilim aplikovat na libovolny typ algoritmu. I tak je ale
asi zfejmé, ze pro komplikovanéjsi algoritmy je cena za eliminaci zavaznych chyb
dost vysoké, a to jak rychlosti vypoctu, tak slozitosti implementace.

Proto je velmi vhodné prozkoumat moznosti knihoven, které usnadnuji pro-
gramovani presnych vypocti; za vSechny uvedme knihovny CGAL [22], LEDA
23], GMP [24], MPFR [25] nebo ARPREC [26]. Odkazy na jejich domovské

stranky a na dalsi zdroje jsou k nalezeni napiiklad na
http://cs.nyu.edu/exact/links/

Ackoliv tyto knihovny nabizeji spoustu hotového a provéreného kédu, nemél
by jim jejich uzivatel (tj. programétor) slepé diavérovat. Znalost principt, na kte-
rych funguji, tedy obsah tohoto textu, snad umozni neoc¢ekavat od nich nemozné,
a veédeét, co od nich chtit.

Mnoho zdaru v programovani preje autor.

P.S. Ctenéfi se timto doporucuje podivat se do seznamu pouzité literatury,
kde najde naméty k dalsimu studiu. Oproti bézZnym seznamtim literatury je tento
komentovany a snad poslouzi jako startovaci bod k opravdovému studiu presné
aritmetiky a presnych geometrickych vypocti.
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prikladu doslo; nevénuje se ale Teseni.

SHEWCHUK, Jonathan R. Adaptive Precision Floating-Point Arithmetic
and Fast Robust Geometric Predicates. Discrete & Computational
Geometry, Volume 18, 1996, pp. 305-363. doi:10.1007/PL00009321.

Pékny a podrobny clanek, ktery popisuje praci s ¢isly vyjadrenymi souctem
nékolika ¢isel s plovouci desetinnou ¢arkou. Obsahuje algoritmy pro operace
souctu a soucinu, které nasledné aplikuje v adaptivnim vypoctu znaménka
determinantu, resp. ve vypoctu orientace trojihelniku (¢tyrsténu) a testu,
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zda bod lezi uvnitt kruznice (koule). Text je k dispozici na
www.cs.cmu.edu/~quake/robust.html spolu s implementaci v jazyce C.

SHEWCHUK, Jonathan R. Lecture Notes on Geometric Robustness.
University of California at Berkeley, 2009. Dostupné z
www.cs.berkeley.edu/~jrs/274

Mnoho uziteénych rad, ¢eho se vyvarovat v geometrickych vypoctech.
Zejména obsahuje navody, jak délat nékteré vypocty 1épe. Mnoho z technik
je zaloZeno na technikach uvedenych v [5].

SCHIRRA, Stefan. Robustness and Precision Issues in Geometric
Computation. Kapitola 14 z knihy:

SACK, J. R.; URRUTIA, J. (eds.) Handbook on Computational Geometry.
Elsevier, 1999. ISBN 9780080529684.

Pékny prehled problematiky robustnich geometrickych vypoctii s mnoha
odkazy. Je orientovan spise na ¢tenare zbéhlého v problematice nez na
uplného zacatecnika.

MEHLHORN, Kurt; YAP, Chee. Introduction to Geometric Nonrobustness.
Predbézna verze kapitoly 1 knihy Robust Geometric Computation
(predpokladany titul). Dostupné z http://cs.nyu.edu/yap/bks/egc
Uvod do problematiky robustnich geometrickych vypoc¢til s mnoha
priklady, co se muze pokazit.

MEHLHORN, Kurt; YAP, Chee. Modes of Numerical Computation.
Predbézna verze kapitoly 2 knihy Robust Geometric Computation
(predpokladany titul). Dostupné z http://cs.nyu.edu/yap/bks/egc
Uvod do vyjadieni &isel s pohyblivou desetinnou ¢érkou, ¢isel s volitelnou
presnosti a intervalové aritmetiky.

MEHLHORN, Kurt; YAP, Chee. Arithmetic Approaches. Predbézné verze
kapitoly 4 knihy Robust Geometric Computation (predpokladany titul).
Dostupné z http://cs.nyu.edu/yap/bks/egc

Ukéazky aritmetického (algebraického) pristupu k implementaci robustnich
geometrickych algoritm.

MEHLHORN, Kurt; YAP, Chee. Perturbation. Predbézna verze kapitoly 4
knihy Robust Geometric Computation (predpokladany titul). Dostupné z
http://cs.nyu.edu/yap/bks/egc

Uvod do metody perturbaci ¢ili konzistentni vychylky vstupu.

KNUTH, Donald E. Uméni programovdani: Seminumerické algoritmy. Vyd.
1. Brno: Computer Press, 2010. ISBN 978-80-251-2898-5.

Klasicka kniha klasického autora o zakladech programovani. Kapitola

o pocitacové aritmetice s plovouci desetinnou ¢arkou obsahuje jak
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[19]

axiomaticky vyklad jejich vlastnosti, tak dikladnou analyzu zakladnich
aritmetickych operaci.

MULLER, Jean-Michel; et. al. Handbook of Floating-Point Arithmetic.
Springer, 2009. ISBN 9780817647056.

Velmi pékné napsand kniha shrnujici prakticky vsSe, co programétor
potrebuje védét o ¢islech s plovouci desetinnou ¢arkou. Jeji hlavni vyhodou
je rok vydani — obsahuje i podrobnosti z posledni revize IEEE 754.

OVERTON, Michael L. Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic. STAM, 2001. ISBN 9780898718072.

Velmi jednoduché tvodni kniha (104 stran) do problematiky ¢isel

s plovouci desetinnou c¢arkou. Je orientovana na nematematicky orientované
programatory.

MULLER, Jean-Michel. Elementary Functions: Algorithms and
Implementation. 2nd ed. Springer, 2006. ISBN 9780817643720.

Kniha o implementaci zédkladnich aritmetickych operaci a elementarnich
funkci s ¢isly s plovouci desetinnou ¢arkou.

CANNY, John; DONALD, Bruce; RESSLER, Eugene K. A rational
rotation method for robust geometric algorithms. SCG 1992 Proceedings of
the eighth annual symposium on Computational geometry, pp. 251-260.
ACM New York, NY, USA. ISBN 0-89791-517-8.
do0i:10.1145/142675.142726

Pékny ¢lanek analyzujici moznosti priblizné vyjadfit thel nepfimo pomoci
jeho sinu a kosinu z oboru racionélnich ¢isel.

JAHNEL, Jorg. When is the (co)sine of a rational angle equal to a rational
number? Dostupné z http://arxiv.org/abs/1006.2938.
Jednoduché analyza problému jasné popsaného nazvem c¢lanku.

MORIG, Marc; SCHIRRA, Stefan. Engineering an Ezact Sign of Sum
Algorithm. Technical report nr. FIN-002-2010. Fakultat fiir Informatik,
Otto-von-Guericke-Universitat Magdeburg, 2010. ISSN 1869-5078.
Analyza riznych zptsobi rozhodnuti znaménka sumy c¢isel s plovouci
desetinnou c¢arkou.

DEKKER, Theodorus J. A floating-point technique for extending the
available precision. Numerische Mathematik, 1971/72, Volume 18, Issue 3,
pp. 224-242. doi:10.1007/BF01397083.

Pavodni ¢lanek s ndvrhem algoritmu souctu a soucinu dvou ¢isel s plovouci
desetinnou c¢arkou. Je psan velmi obecné, norma IEEE 754 vznikla o 14 let
pozdéji.
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[20]
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[23]
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[27]

EDELSBRUNNER, Herbert; MUCKE, Ernst P. Simulation of simplicity:
a technique to cope with degenerate cases in geometric algorithms. ACM
Transactions on Graphics, Volume 9 Issue 1, Jan. 1990, pp. 66—104.
doi:10.1145/77635.77639.

Ptvodni ¢lanek navrhujici metodu simulation of simplicity. Obsahuje
mnohem vice podrobnosti nez [11].

FIGUEIREDO, Luiz H. de; STOLFI, Jorge. Self-Validated Numerical
Methods and Applications. Brazilian Mathematics Colloquium monograph,
IMPA, Rio de Janeiro, Brazil, July 1997. Dostupné z
www.ic.unicamp.br/~stolfi/EXPORT/projects/affine-arith

Ptvodni popis techniky afinni aritmetiky, obsahuje i ivod do intervalové
aritmetiky.

CGAL: Computational Geometry Algorithms Library. www.cgal.org
Knihovna orientovand na C++ pro efektivni implementaci spolehlivych
geometrickych algoritmt. Obsahuje jak funkcionalitu pro obecnou algebru,
tak specializované ¢asti zamérené na geometrické vypocty. Poskytuje
rovnéz mnoho geometrickych algoritmt, naptiklad triangularizace,
konstrukce konvexnich obalek apod.

LEDA. www.algorithmic-solutions.com/leda
Knihovna orientovana na C++ zejména pro geometrické algoritmy, grafové
algoritmy a kombinatorickou optimalizaci.

GMP: The GNU Multiple Precision Arithmetic Library.
https://gmplib.org

Knihovna orientovana na C/C++ implementujici aritmetiku s volitelnou
presnosti. Podporuje cela ¢isla, racionalni ¢isla a ¢isla s plovouci desetinnou
carkou. Knihovna je orientovana zejména na kryptografii, pocitacovou
algebru apod., ale uziti najde i v geometrickych vypoctech.

The GNU MPFR Library. wuw.mpfr.org

Knihovna orientovand na ANSI C implementujici préaci s ¢isly s plovouci
desetinnou c¢arkou s volitelnou presnosti. Zaméruje se na korektné
zaokrouhlené vypocty.

ARPREC. http://crd-legacy.1lbl.gov/~dhbailey/mpdist Knihovna
orientovanad na Fortran-90 a C++ implementujici aritmetiku s volitelnou
presnosti. Podporuje ¢isla celd, realnd a komplexni (ta jsou
implementovand polem ¢isel s plovouci desetinnou ¢arkou).

SKALA, Véclav. Algoritmy pocitacové grafiky 2. Skripta. Zapadoceska
univerzita v Plzni, 1992. ISBN 80-7082-059-4.

76


www.ic.unicamp.br/~stolfi/EXPORT/projects/affine-arith
www.cgal.org
www.algorithmic-solutions.com/leda
https://gmplib.org
www.mpfr.org
http://crd-legacy.lbl.gov/~dhbailey/mpdist

Stale uzitecna skripta s popisem mnoha zakladnich algoritmi pocitacové
grafiky. Online k dispozici na www.vaclavskala.eu
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