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1 Uvod

Modelovani sifeni koherentniho svétla volnym prostorem je zakladem pro feseni
problému ve fourierovské optice [2, 20], digitalni holografii [16], po¢itacem genero-
vané holografii (napf. [7, 3, 15, 21, 18]) a jinych disciplindch. Obzvlasté dilezitou
a obvyklou tlohou je pak propagace svétla mezi dvéma rovnobéznymi rovinami
— 1 kdyz i obecnéjsi pripad, propagace svétla mezi riznobéznymi rovinami, je téz
aplika¢né dulezity [1, 9, 12].

Konkrétné se tloha nejcastéji formuluje takto: v roviné z = 0 se v oblasti X
nachézi ,obraz“ (source) osvétleny koherentnim svétlem, obvykle rovinnou vlnou.
Cilem je vypocitat rozlozeni svétla v roviné z = 2, v oblasti nazyvané target.

Pti modelovani propagace koherentniho svétla mezi rovnobéznymi rovinami ob-
vykle predpoklddame platnost skalarni aproximace [2], tj. zajimdme se o pro-
pagaci do vzdalenosti podstatné vétsi, nez je vinova délka A\ pouzitého svétla.
Dobra aproximace feSeni je pak dana napf. Rayleigh-Sommerfeldovym integra-
lem 1. druhu. Pro ucely tohoto ¢lanku budeme tuto aproximaci povazovat za
referencni.

Pro analytické vypocty se Rayleigh-Sommerfeldovo feseni pro svou slozitost ob-
vykle neda pouzit. Nékdy je mozné feSeni nahlédnout prevodem do ekvivalentni
podoby, thlového spektra [5], ¢astéji se vSak omezujeme na vypocetné pod-
statné jednodussi paraxialni aproximaci pro blizkou (Fresnelovu) nebo vzdalenou
(Fraunhoferovu) oblast.

S nastupem dostatecné vykonné vypocetni techniky lze TfeSit Rayleigh-
Sommerfeldav integral piimo, diky své podobé konvoluce vede numericky vypocet
na pouziti t¥i rychlych Fourierovych transformaci (FFT). Pocet FFT je ale divo-
dem, proc¢ jsou vyse jmenované alternativy ¢i aproximace stale hojné vyuzivané —
pouzivaji se na zmenseni vypocetni naro¢nosti. Pfevod na tihlové spektrum totiz
vede na dvé FFT, Fresnelova a Fraunhoferova aproximace pak pouze na jednu,
pfipadné na rychlou zlomkovou Fourierovu transformaci [14].

Implementace rychlejsich algoritmi bohuzel neni zcela pfimocara, nebot diskre-
tizace puvodnich vztahtl pfinasi nové problémy. Obzvlast zaludné je korektni
implementace rozkladu do uhlového spektra [8], i Fresnelova a Fraunhoferova
aproximace v sobé skryva jisté nesnaze [20, 11, 13].

Implementace efektivnich algoritmt je tedy velmi vhodné porovnavat s refe-
ren¢ni metodou zalozenou na Rayleigh-Sommerfeldovu integralu s peclivé osette-
nou diskretizaci [6, 4]. P¥i diskretizaci tlohy je vSak nutné uvaZovat nejenom
korektni vzorkovani source, ale i vzorkovani samotného osvétleni a Rayleigh-
Sommerfeldova konvolu¢niho jadra. Déle je tieba uvazovat opacny proces ke
vzorkovani, rekonstrukci. To vSe vede casto ke vzorkovacim periodam mensim
nez vlnova délka pouzitého svétla a tedy znaénym pamétovym naroktm. Tento



prispévek diskutuje proces diskretizace a navrhuje, jak se vyhnout velkym pameé-
tovym narokim a s nimi spojenou ¢asovou naroc¢nosti FFT velkych poli.

Struktura pfispévku je nasledujici. V kapitole 2 ukdzeme bézné uzivany pristup
ke vzorkovani na prikladu amplitudové difrakéni miizky se sinovym transmitanc-
nim profilem a ukazeme, ze diskretizace tulohy je provedena Spatné. Fyzikalné
zdivodnime, co presné jsme diskretizaci zptisobili, a ukazeme, ze jemnéjsi vzor-
kovani vede ke korektnimu vysledku (a zna¢ndm pamétovym a Casovym naro-
kim). V kapitole 3 si na jednoduchém jednorozmérném piikladu ukézeme, jak
pamétovou narocnost snizit. V kapitole 4 odstranime néktera zjednoduseni za-
vedena kapitolou 3 a v kapitole 5 uvedeme nékolik poznamek k zobecnéni na
dvourozmérny pripad. Konecné v kapitole 6 ukédzeme casové a pamétové naroky
algoritmu a v kapitole 7 vysledky shrneme.

2 Priklad chybného vypoctu

Teoretickéd analyza i experiment ukazuji, ze amplitudova difrakéni mrizka se sino-
vym profilem transmitance (source) osvétlend rovinnou vinou tvori ve vzdélené
oblasti pouze tii difrakéni maxima — pfimou propusténou vilnu a plus-minus prvni
difrakéni Fad ([2], str. 78). Vzorkovani source je v tomto ptipadé snadné, staci
vzorkovat frekvenci alespon 2x vyssi, nez je frekvence vzoru. Zvolme tedy takové
vzorkovani, jehoz vzorky splyvaji s minimy a maximy transmitance, tj. vzorky
budou postupné ..., 0,1,0,1,0,1,... (viz téZ konec kapitoly), a provedme nume-
ricky vypocet pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integralu. Ten je

- 0 ik
Utepz) = 5+ [ vien o =2 acay 0

kde U(z,y,z) je vyslednd komplexni amplituda v libovolném bodu target,
U(&,1,0) je komplexni transmitance source, ¥ je rozsah source, j* = —1,
k = 27/) je vinové &slo a r = ((z — €)% + (y — n)? + 22)7Y/2 je vzdalenost
mezi body [z,y, 20] a [€,n,0].

Diskretizaci provedeme pouhou nahradou dvojného integralu za dvojnou sumu.
Vysledek na obrazku la se ovSem od teoretické analyzy znacné odlisuje. Kde je
problém?

Pti hledani odpovédi budeme diskutovat pouze o vzorkovani ve sméru meénici se
transmitance (tj. sméru kolmém na pruhy ptizky) — diskuse o vzorkovani v obou
smérech by argumentaci ucinila pouze méné prehlednou.

Néhrada integralu za sumu de facto znamena, Ze ptvodni spojitou funkci
U(&,m,0) nahradime polem Diracovych pulsti neboli idealnimi bodovymi zdroji
svétla rozmisténymi v pravidelné miizce s rozteci A. Svétlo z miizky bodovych
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Obrazek 1: Difrakce svétla na sinové miizce 5 x 5 mm? s periodou 20 um kolmo
osvétlené rovinnou vlnou s A = 650 mm ve vzdélenosti zg = 0.5 m. a) Diskretizace
s A =10 pm. b) Diskretizace s A = 10/12 pm = 0.83 pm.

zdroju svétla stejné komplexni amplitudy interferuje a vytvari m-té difrakéni ma-
ximum pod thlem 6,, = arcsin mA/A (viz napf. [17]), kde m je celé ¢islo. V nasem
pripadé je ale kazdy druhy vzorek nulovy, de facto tedy pracujeme s bodovymi
zdroji svétla o stejné komplexni amplitudé rozmisténymi v pravidelné miizce o pe-
riodé 2A. Tato miizka tvori difrakéni maxima o stejné intenzité pro vsechna m,
pricemz prvni difrakéni maximum této miizky inciduje s prvnim difrakénim ma-
ximem puvodni sinové miizky, nebot jeji perioda je kvtli zvolenému vzorkovani
pravé 2A. Vysledek, ktery jsme na obrazku la obdrzeli, je tedy fyzikalné korektni
— ovS$em ne pro sinovou mrizku, ale pro jiny experiment. Problém spociva v tom, ze
proces diskretizace nevzal v tvahu, jak ze vzorkid source rekonstruovat ptivodni
spojitou funkci U(&,n,0), tj. zda bude mezi vzorky nulova transmitance, zda
vzorky predstavuji vzorkovani sinového pribéhu, obdélnikového pribéhu apod.
Kdyby se rekonstrukce v ivahu vzala, difrakéni maxima vytvorena diskretizac¢ni
mriizkou by se jistym zptisobem utlumila a vysledek by odpovidal piivodni spojité
situaci.

Reseni je tedy nasnadé. Vzorkovani source musi byt za prvé takové, aby ko-
rektné reprezentovalo source, a za druhé takové, aby prvni difrakéni minimum
zpusobené procesem vzorkovani lezelo mimo oblast target. Tatdz myslenka by
sla vyjadiit pozadavkem na korektni vzorkovani jadra Rayleigh-Sommerfeldova
integralu, ale uvedené fyzikalni vysvétleni je mozna intuitivnéjsi. Je zajimavé, ze
toto jednoduché pozorovani nebylo nikde (pokud vim) explicitné publikovano.

Vysledek uvedeného teseni je na obrazku 1b. Misto poli o jistém vzorkovani ale
bylo tieba pracovat s 12krat jemnéjsim vzorkovanim, tedy s polem 122 = 144krat
vétsim. To s sebou pochopitelné nese nezanedbatelné zvysené ¢asové a pamétové
naroky. V dalsim textu popiSeme zptsob, jak diskretizaci provést korektné pii
zachovani pamétovych naroki.

Zavérem kapitoly je vhodné upozornit, ze vzorkovani sinové mrizky v uvedeném
ptikladu nebylo provedeno korektné — Nyquistiv limit (v nejjednodussi varianté)
pozaduje ostie vétsi vzorkovaci frekvenci, nez je dvojnasobek maximalni frekvence



obsazené v obrazu, zatimco my jsme zvolili vzorkovani praveé dvakrat vyssi. Také
jsme nebrali v ivahu, Ze prostorové omezeny signal neni frekvencné omezeny. Na
principu by se ovSsem nic nezménilo, priklad by pouze nebyl tak nazorny.

3 Zjednodusené reseni

Pfi hledani paméfové tsporngjsiho feseni vyjdéme z FeSeni, které jsme ukazali
v predchozi kapitole, tj. ze vzorkovani jemnéjsiho, nez vyzaduje Nyquistiav limit.
Pro snazsi vysvétlovani zavedme dvé zjednodusSeni: povazujme source a target za
jednorozmérné objekty v roviné zz (toto zjednoduseni odstranime v kapitole 5) a
uvazujme nyni, Ze jsou nekoneéné velké (toto zjednoduseni odstranime v kapitole
4).

Méjme tedy objekt source vyjadfeny vzorky sourceli], i € Z (vzorek source|0]
nechf je umistén v bodu [0,0]) kolmo osvétleny rovinnou vlnou vlnové délky A,
viz obr. 2. Transmitanci source budeme uvazovat komplexni, tj. libovolny source
osvétleny libovolnym svétlem mizeme prevést na uvedenou vychozi situaci.
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Obrazek 2: Geometrické usporadani zjednoduseného jednorozmérného piipadu.
Vzorky s indexem 0 jsou vyznaceny plnymi krouzky, ostatni vzorky prazdnymi
krouzky.

Pocitejme nyni komplexni amplitudy propagovaného svétla v ,roviné” z = z5 > 0
v oblasti target (vzorek target|0] necht je umistén v bodu [zg, zg]) diskretizo-
vané vzorky target|j], j € Z. Vzorky source[i] dostaneme vzorkovanim komplexni
funkce U(z,0), vzorky target[j] reprezentuji funkci U(z, 2¢), viz rovnice (1). Je-li
vzdéalenost mezi vzorky v source i target stejné, a to A, plati



o0

target[j] = U(JA + 20,20) = A Y U(iA,0) h((j — i)A + 20,0, 29) =

= A2 Z sourceli] hyy o1lj — 1] =

1=—00

= A*(source]] @ hug z0a[]) 1]
(2)

kde ® je diskrétni konvoluce a pole hy, ., 1[] pfedstavuje Rayleigh-Sommerfeldovo
jadro konvoluce (impulsni odezvu) definované jako

hasgz0,upsli] = R(JA/ups + 2o, 0, z) (3)

pfi¢emz podle (1)

0 ik — 1 ik
ha.y,7) = 2 SPUAT) Z(jk——) opUkr) L Er a4

r 2 r 72

Vztah (2) vznikl diskretizaci integralu (1), tj. symbol integralu jsme zaménili za
sumu a diferencial za diferenci A. Jelikoz nas v dalsim textu bude zajimat pouze
struktura target, budeme konstantni ¢len A? pred sumou (konvoluci) vynechavat.

Predpokladejme, ze source je navzorkovan korektné ve smyslu zachyceni struktury
funkce U(x,0), ale ne dostatecné jemné pro vypocet propagace. Pro vypocet
musime tedy pouzit ups-krat jemnéjsi vzorkovani, ups € Z, ups > 1. Predbéznou
prevzorkovanou podobu nazveme source,ys|]. Dostaneme ji tak, Ze mezi kazdé
dva vzorky source vlozime ups — 1 nulovych vzorkt (viz obr. 3 nahore):

. source|j [ ups je-li (j/ups) € Z
SOUTCEys|j] = { ; 7/ ups] jinak( / ups)

Finalni prevzorkovanou podobu sourcef [ ] dostaneme konvoluci s jadrem filter{],
tj. sourcel" [] = source,,|]® filter{]. Konvoluéni jadro filter{] je tfeba volit s ohle-
dem na podobu funkce U(z,0): obdélnikové jadro zajisti po ¢astech konstantni
interpolaci (to je vhodné, pfedstavuje-li U(x,0) spatial light modulator s pixely),
windowed sinc jadro zajisti dobrou interpolaci ve smyslu frekvenéniho obsahu (to
je vhodné tehdy, je-li U(x,0) obecné spojitéa funkce) trojihelnikové jadro zajisti
po Castech linearni interpolaci (je rychlejsi nez windowed sinc filtr a muze po-
skytnout prijatelné vysledky) apod. Ptiklady implementaci téchto jader uvedeme
na konci kapitoly 4.

Podstata metody, kterou odvodime, spociva v tom, Ze délka pole filter|| je mno-
hem mensi nez délka poli source a target. Délku pole filter budeme pro jedno-
duchost dalsiho zapisu uvazovat lichou. Napiseme ji v podobé 2 - fwh + 1, kde
fwh € Z, fwh > 0.



Diky asociativnosti konvoluce plati

target,, ] = (sourceups[] ®ﬁlter[]) ® Mg zo.upsl | =

= sourceyys| | @ (filter]] @ hug 2o upsl ) =
= SOUT’C€upsH hﬁg,zo,ups[]
kde target,,|] znadi target vzorkovany s periodou A/ups a hf" = I1 je jédro
propagace konvolvované s jadrem filter{ ]. Explicitné
ta'rgetups[j] = Z SOUT‘CGups ] h{cig’zo ups[i] =
= fwh
= Z SOUTCeyps|] — 1 Z filter[k] Py zo.upslt — K]
i=—oo ke=—fuwh

Findlni vysledek ovSem potfebujeme ups-krat podvzorkovany, ¢ili targetj] =
target,, [ups - j]. Navic plati, Ze vzorek sourcey.[i] je nulovy pro i/ups ¢ Z.
Tyto vzorky muzeme ze sumy vytadit, a proto

taTget[j] = targetups[ups ' .7] = Z Sourceups[ups ’ (] - Z)] hggzo ups[ups ) Z] =
= Z sourcelj — i hﬁzzm (4]

()

kde hx o .11] je filtrované propagacni jadro:

fwh

wo’zo 117] Z filter[k] P zo.ups|ups - @ — k] (6)
k=—fwh

Vypocet propagace tedy vede na dvé diskrétni konvoluce, pfi prvni (5) pracujeme
se vzorkovaci periodou A, pfi druhé (6) s periodou A/ups.

Uvedené vztahy pracovaly s nekone¢nym rozsahem indexti, abychom se nemuseli
zabyvat jevy na okrajich poli. V nasledujici kapitole rozsahy indexd upravime na
konecné, tvar vysledku ale ziistane stejny. Z ni také vyplyne vyhoda prezentované
metody, kterou osvétlime nasledujicim odstavcem.

Diskrétni konvoluci je mozné pocitat nepiimo pomoci FFT, nebo primou apli-
kaci defini¢niho vztahu. Prvni zptisob je vyhodny, je-li konvoluc¢ni jadro velké,
pouzijeme jej tedy na vztah (5). Druhy zptsob je vyhodny v opaéném ptipadé,
pouzijeme jej tedy na vztah (6). Zde také vyuzijeme pifjemnou vlastnost ptimého



uziti definice konvoluce: vzorky hf;LZO 1[7] mizeme pocitat s minimalnimi pamé-

tovymi naroky, na rozdil od prvni metody, kdy potiebujeme v paméti drzet obé
konvolvovana pole.

4 Korektni 1-D resSeni

Predpokladejme, Ze source mame navzorkovany M vzorky, vysledny target nés
zajimé v oblasti vyjadiené N vzorky. Chceme-li pro vypocet pole target]| pouzit
FFT, musime pracovat s cyklickou konvoluci. To znamend, Ze pole source|| a
target| | musime doplnit nulami na C' vzorkt, C' > M + N — 1 ([6]). Potom

c-1
target[j] = Y sourceli mod C] hfﬁzml[(j — 1) mod C]
i=0
Pole source[ ] obsahuje uzitetné hodnoty na indexech 0,1, ..., M —1, pole target|]
na indexech 0,1,...,C — M. Pole hf:,z(),l[] je tedy tieba vypoditat:
( fwh
Z filter[k] P zo.ups|ups - @ — k] jelio<i< N
n . k=—fwh
J;‘iQ,ZQ,l[?/] - fu){z
> filter(k] hag s ups[ups - (i = C) — k] jeli N <i<C
([ k=—fuh
Pii samotné implementaci lze vyuzit toho, Ze pro vypocet vzorku hf&zml[i] je
mozné vyuzivat vzorky pole hu, -, ups| ] Spocitané pro vypocet vzorku hg:,z071[i -

1]. Je tedy vhodné prislusné vzorky pole hy, »o.ups|] uchovat v pomocné paméti
velikosti 2 - fwh + 1 hodnot, a pro vypocet vzorku ke

%0,20,1
novymi. To, jak velkou ¢ast, zalezi na podobé jadra filter.

[i] ¢ast z nich nahradit

Pro vypocet pole filter]] musime stanovit, kolik vzorkd pole source|| ma pfi-
spivat k vypoctu interpolovaného vzorku pole source|], respktive vzorku pole
hf:,z(),l[i]~ Z této uzivatelem urc¢ené hodnoty plynou vSechny vlastnosti — velikost
pole filter]], charakter interpolace i pocet hodnot sdilenych pii vypoctu soused-

nich vzorku pole hﬁ:ml[z]

V praxi (tj. pfi praci s 2-D poli) se osvéd¢éila separabilni jadra. Jejich diskusi tedy
miizeme provést uz nyni, pii praci s 1-D poli. Pro lepsi predstavu uvedeme na
obrazku 3 jejich priklady. Kvili ndzornosti jsou v obrazku i néasledujicm popisu
uvedeny filtry, které interpoluji vzorky, a tedy nezachovavaji energii signalu. Pro

vvvvvv

tj. soucet koeficienti je roven 1.
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Obréazek 3: Ptiklady interpolacnich konvolu¢nich jader (filtri) pro ups = 3. Ukaz-
kovy windowed sinc filtr je normalizovany Lanczostv filtr pro a = 2.

Po castech konstantni interpolace. Je vhodné, je-li source rozdélen na ob-
délnikové pixely nenulové plochy. Pro tento pripad je kviili symetrii vhodné,
aby mezi sousedni vzorky source[] vlozil proces pfevzorkovani sudy pocet
vzorki; ¢islo ups by tedy mélo byt liché. Tim padem fwh = (ups — 1)/2.
Samotné jadro je pak dano: filter|i] = 1 pro —fwh < i < fwh.

Po ¢astech linearni interpolace. Je vhodné, je-li source vyjadfen spojitou
funkci a neobsahuje pfilis jemné detaily. Pro vypocet interpolovaného
vzorku potifebujeme dva sousedni pivodni vzorky, tedy fwh = ups — 1,
filterli] = 1 — |i|/(fwh + 1) pro —fwh <@ < fwh.

Windowed sinc interpolace. Je vhodna, je-li source vyjadien spojitou funkci
a zalezi nam na dobré rekonstrukci jejiho frekvencniho obsahu. Volba po-
¢tu ptivodnich vzorkii source[] musi byt vysledkem kompromisu. Cim vice
prvkl vezmeme v potaz, tim 1épe zachovame frekvenc¢ni obsah; na druhou



stranu prilis Siroka jadra se Spatné chovaji v prostorové oblasti. Za rozumny
kompromis se pak povazuje Lanczosuv filtr, ktery bere v potaz 2a okolnich
vzorki,, a = 2 nebo a = 3 [19]. Potom fwh = a - ups — 1 a pfedbé&znou
podobu jadra definujeme jako filter,,[i] = lanczos(a - i/(fwh + 1),a), kde
lanczos(z, a) = asin(rz) sin(rz/a)/(7%x?) pro —fwh < i < fwh. Finalni j4-
dro je pak tifeba pred pouzitim upravit — koeficienty, které ptispivaji k vy-
poctu jednoho vzorku, tedy koeficienty vzdalené od sebe ups vzorki, musi
mit soucet 1 [10]. Symbolicky filter[i] = filter,,.[i]/ >, filter,, (i + k - ups]
pro vSechny piipustné hodnoty k.

5 Uplné 2-D feseni

Zobecnéni uvedenych myslenek na 2-D pole je primocaré, pouze misto 1-D cyk-
lickych konvoluci, resp. FFT, pracujeme s 2-D variantami. Pro jednoduchost bu-
deme predpokladat, ze vzorkovaci perioda je ve sméru z i y stejna, a to A.

Pro propagaci source vyjadieného M, x M, vzorky na target vyjadieny N, x N,
vzorky vytvofime pole source[,| a target|,] velikosti C, x C,,, C, > M, + N, — 1,
C, > M,+N,—1. Cisla C, a C, je vhodné volit tak, aby FFT téchto poli probihaly
efektivné, napf. mocniny dvou. Vzorky source umistime do pole source[,] na
pozice [0,0] az [M, — 1, M, — 1], po vypoctu najdeme korektni vzorky v poli
target|,| na pozicich [0,0] az [N, — 1, N, — 1].

Jako dalsi krok potfebujeme zvolit parametr ups. Myslenkovy postup vedouci
k jeho volbé je nasledujici. Pro zacatek predpokladejme praci s ptivodni mrizkou,
tj. ups = 1. Pii vypoctu propagace je t¥eba vydcislit vztah (4) pro kazdy vektor
T — S, kde S je 3-D pozice bodu vzorku v source a T" 3-D pozice bodu vzorku
v target. Ve vztahu (4) je samoziejmé r = |T" — S|, viz jeho pouziti v konvoluci
(2). Necht S; a Sy jsou pozice sousednich vzorkd v source a tyto vzorky maji
stejnou hodnotu; predstavuji tedy dva bodové zdroje svétla o stejné komplexni
amplitudé. Vypoctéme r; = |T'— Si| a ry = [T — S3|. Pokud je |r; — | = A\/2,
pak se v bodu T prispévky z bodi S; a Sy vzadjemné vyrusi, resp. v tomto
sméru nachézime prvni difrakéni minimum. Jak jsme ukazali jiz v kapitole 2,
potfebujeme jej dostat mimo zorné pole. Zjemnime tedy vzorkovani, tj. parametr
ups budeme zvySovat tak dlouho, dokud nebude |r; — ra| < A/2. Vyzadujeme-
li presnéjsi vysledek, mizeme zjemnovat dale; v praxi se ukazalo, ze pri ups
vedoucimu k |1 — ra| < A/5 nemélo dalsi zjemriovani viditelny Gc¢inek. Body Sj,
Ss (sousedici) a T" musime samoziejmé volit ,nejhorsi mozné“, tj. tak, aby thel
mezi vektorem 7" — S; (resp. T'— S3) a osou z byl co nejvétsi.

V dalsim kroku potfebujeme vypocitat pole hf:,ymzml[, ], kde [z0, o, 0] je pozice

vzorku target|0, 0]. Pozici vzorku source|0, 0] pfitom predpokladame [0, 0, 0]. K vy-
poctu budeme potfebovat ¢isla hag 4o z0.upslt, J] = R(EA/ups+xo, JA /ups+yo, 20),



pro srovnani viz (3). Diky separabilité filtri je miZzeme vyd¢islit pro jednu pfe-
vzorkovanou fadku, provést konvoluci jadrem filter]] a podvzorkovat, resp. pouzit
postup z kapitoly 4. Takovych povzorkovanych fadek vypocteme 2- fwh+1 a pro-
vedeme Vypocet konvoluce po sloupcich a podvzorkujeme, ¢imz dostaneme jeden
radek pole h Analogicky postupujeme dale.

zoyozol[ ]

Konec¢né mizeme vypocitat samotnou propagaci, ¢ili

target|,] = IFFT (FFT (source[,]) © FFT (R . 1[.])

kde FFT, resp. IFFT jsou rychla Fourierova transformace, resp. inverzni rychla
Fourierova transformace, a ® je Hadamardav soucin (slozka po slozce). Tim je
vypocet propagace hotovy. Piiklady propagaci jsou ilustrativné uvedeny na ob-

razku 4.
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Obrazek 4: Piiklady difrakce na vertikidlni miiZce rozméru 5 x 5 mm?,

vzorki 10 pm, vzorky v fadce postupné 1, 0, 1, 0, ... (tj. perioda vzoru je
20 pm). Vzdalenost miizky od stinitka 500 mm, svétlo kolmo dopadajici rovinna
vlna, A = 650 nm. Obrézek vlevo ukazuje pravou ¢ast difrakéniho obrazce (srov-
nej obr. 1), graf vpravo relativni intenzitu vzhledem k intenzité ve stiedu obrazce.
Vzorky jsou postupné interpolovany a) viibec, b) obdélnikovym filtrem, c) troj-
thelnikovym filtrem, d) Lanczosovym filtrem, a = 2, e) Lanczosovym filtrem,
a=3.

roztec

K odvozenému postupu je vhodné dodat tii poznamky.

e Stejného vysledku bychom dosahli zakladni metodou, tj. prevzorkova-
nim a interpolaci source a mnéslednou konvoluci s béznym Rayleigh-

—_
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Sommerfeldovym propaga¢nim jadrem. Pfevzorkované pole source,s[,| by
mélo v kazdém tadku (sloupci) mezi kazdymi pivodnimi vzorky ups— 1 nu-
lovych vzorkt, navic pak kviili korektni nasledné konvoluci jadrem filter], |
rozméru (2- fwh+1) x (2- fwh+1) po stranach fwh nulovych vzork. Velikost
pole source,,s by tedy celkem byla (2 - fwh~+1+ups- (M, — 1)) X (2 - fwh+1+
ups - (M, — 1)) pii vzorkovaci periodé A/ups. Pro fwh > 1 se tedy fyzicka
velikost source nepatrné zvysi; zejména proto jsme v celém c¢lanku nikdy
nehovorili o fyzickych velikostech source a target. Okraje, které pribyly, jsou
artefaktem po interpolaci. Pro velka pole je ale jejich vliv zanedbatelny.

e Uvedeny postup s filtraci propagac¢niho jadra neni ni¢im jinym, nez pte-
uspoiadanim vypoctu. Clanek [6], ktery popisoval, jak pocitat propagace
s velkymi source a target nebo s riznymi vzorkovacimi periodami source a
target, je tim padem s uvedenym postupem plné kompatibilni — staci v ném
zameénit vypocet propagacniho jadra za vypocet pravé prezentovany.

e Kvili preusporadani vypoctu a zaokrouhlovacim chybam pii numerickém
vypoctu se vysledky zakladni a prezentovanou metodou samoziejmé lisi.
Rozdily jsou ovSem zanedbatelné. Jelikoz se d& tezko urcit, kterd z metod
poskytuje numericky presnéjsi vysledek, nebudeme se numerickou analyzou
vypoctu zabyvat.

6 Casové a pamétové naroky

Motivaci k odvozeni popsané metody bylo vypocitat referenéni propagaci s re-
dukovanymi pamétovymi naroky. Podivejme se nyni, jakd je ve srovnani se zé-
kladnim feSenim, a to jak z pamétového hlediska, tak z ¢asového. V této kapi-
tole budeme pro zjednoduseni pfedpokladat ctvercova pole, tj. M, = M, = M,
N, =N, =N.

Zakladni TeSeni, jak jsme ukézali na konci minulé kapitoly, prevzorkuje pole
sourcel, ] na pole sourceys s (2-fwh—|— 1+ ups- (M — 1))2 prvky a provede propagaci
na pole target,,s. U néj neni tfeba pocitat s okraji zplisobenymi filtraci jadrem
filter], ], ¢ili bude mit (1 + ups- (N — 1))2 prvki. Konvoluce propaga¢nim jadrem
tedy bude probihat v polich velikosti (2 - fwh+ 1+ ups- (M, + N, — 2))2 prvki,
¢imz je ddna pamétova narocnost zakladni metody.

Prezentované feSeni pouziva pole source[,| a target],] s puvodni velikosti, ¢ili
konvoluce propaga¢nim jadrem bude probihat v polich velikosti (M + N — 1)?
prvki. Paméfovad narocnost je ovSem o néco vyssi, musime totiz vzit v vahu
i pomocnou pamét pro vypocet filtrovaného propagacniho jadra hﬁ:’ywo’l[, ]. Ta
¢ini 2 - fwh 4+ 1 pro ,konvoluci radky“ a 2 - fwh + 1 fddek o M + N — 1 vzorcich
pro ,konvoluci po sloupcich®, celkem tedy (2 - fwh + 1)(M + N) vzorki. Protoze
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typicky je fwh = a - ups, kde a je velmi malé (v nasich ptikladech max. 3) a ups
byva mnohem mensi nez M + N, mizeme tuto pamét pro dalsi ivahy zanedbat.

Podilem pamétovych naroku zjistime, ze konvoluce propaga¢nim jadrem pomoci
prezentované metody je cca (2- fwh-+1+ups- (Mm+Nz—2))2/(M+N— 1)? ~ ups*
krat pamétové tspornéjsi. P¥i béznych experimentech v pocitadem generované
holografii s off-axis propagaci poli velikosti centimetrii a vzorkovanim 10 ym na
vzdalenost desitek centimetr se bézné objevuje ups az 20. Mizeme tedy fici,
Ze prezentovana metoda je pfi bé&zném uziti fadové stokrat pamétfoveé tspornéjsi
nez zékladni feseni. Podobné odvodime, Ze pro obvykla M, N (v fadu tisici) a
obvykla ups (v fadu desitek) je i ¢asova naro¢nost ups®-krat mensi.

Pokud bychom srovnévali zakladni metodu bez pfevzorkovani (a tedy poskytu-
jici Spatné vysledky) s prezentovanou metodou s prevzorkovanim, zjistime, Ze
konvoluce propaga¢nim jadrem pracuje s poli stejnych velikosti, tj. Zze samotna
konvoluce je z pamétového i ¢asového hlediska identickd. Vypocet filtrovaného
propagac¢niho jadra je pochopitelné pomalejsi — je t¥eba vypodéitat piiblizné ups-
krat vice vzorki funkce h(z,y, z) a pro konvoluci jadrem filter|,| provést dalsich
cca 4 - fwh® M N nasobeni a s¢itani. ProtoZe je ¢asova naro¢nost nésobeni, vy-
Cisleni funkce h(x,y, z) a rychlosti optimalizovaného vypoctu FFT z praktického
pohledu tézko srovnavatelna, nema valny smysl poustét se do teoretickych tivah
o Casové slozitosti. Pfedstavu o ¢asové narocnosti vypoctu ale mizeme ziskat meé-
fenim, viz obr 5. Plyne z ni, Ze urychleni neni zdaleka tak velké, jak by se mohlo
predpokladat. To proto, ze pro vyssi ups zacne vypocet jadra

Na druhou stranu zjistime, Ze pamétové naroky prezentované metody jsou vyssi
pravé o pomocnou pamét pro filtraci propagacniho jadra. Jak jsme ale uvedli,
vzhledem k typickym velikostem M, N, ups a fwh je paméfova naroc¢nost srov-
natelna.

7 Zavér

V kapitole 2 jsme ukéazali a fyzikalné vysvétlili, ze pro diskretizaci ilohy propagace
svétla mezi rovnobéznymi rovinami pomoci konvoluce nestaci uvazovat o korekt-
nim vzorkovani source, ale je tieba brat v iivahu téz proces opacny k vzorkovani,
rekonstrukci. Ukéazali jsme, ze korektni feseni ziskdme pfevzorkovanim a v kapi-
tole 5 jsme odvodili, jak musi byt jemné. Rovnéz jsme v kapitole 6 uvedli, ze pii
typickych experimentech v pocitacem generované holografii je tfeba prevzorko-
vavat fadové 10x, coz typicky vede k 4x pomalejsimu vypoctu a 100x vétsim
pamétovym narokum.

V kapitolach 3 az 5 jsme odvodili postup zalozeny na filtraci propagac¢niho ja-
dra ,interpolacnim® jadrem, které se pouziva pii interpolovaném prevzorkovani
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Obréazek 5: Srovnani ¢asové narocnosti vypoctu. Grafy vlevo a uprostied zna-
zornuji dobu béhu propagace pro N = M = 500 v zavislosti na jemnosti pre-
vzorkovani ups, v tomto meéritku je doba béhu zakladni metody pro ups = 1
rovna 1. Kromé kompletni doby béhu je znazornéno, kolik ¢asu zabird vypocet
propagacniho jadra a vsech FFT. Graf vpravo je pak podil ¢asu béhu navrzené a
zékladni metody; hodnota napf. 4 znamena, ze navrzena metoda je pro dané ups
4x rychlejsi.

source. Diky vlastnostem interpola¢niho jadra (maly support, separabilita) je
nova metoda ¢asové vyznamné uspornéjsi a pamétové naroky vraci piiblizné na
puvodni hodnoty. D4 se tedy Fici, ze je fadové 100x paméfové tsporndjsi nez
stejné presné zakladni feseni. Diky tomu, Ze odvozeny postup je pouhym preu-
sporadanim vypocti, je ale vysledek matematicky ekvivalentni.
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