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1 Úvod

Modelování šíření koherentního světla volným prostorem je základem pro řešení
problémů ve fourierovské optice [2, 20], digitální holografii [16], počítačem genero-
vané holografii (např. [7, 3, 15, 21, 18]) a jiných disciplínách. Obzvláště důležitou
a obvyklou úlohou je pak propagace světla mezi dvěma rovnoběžnými rovinami
– i když i obecnější případ, propagace světla mezi různoběžnými rovinami, je též
aplikačně důležitý [1, 9, 12].

Konkrétně se úloha nejčastěji formuluje takto: v rovině z = 0 se v oblasti Σ
nachází „obrazÿ (source) osvětlený koherentním světlem, obvykle rovinnou vlnou.
Cílem je vypočítat rozložení světla v rovině z = z0 v oblasti nazývané target.

Při modelování propagace koherentního světla mezi rovnoběžnými rovinami ob-
vykle předpokládáme platnost skalární aproximace [2], tj. zajímáme se o pro-
pagaci do vzdálenosti podstatně větší, než je vlnová délka λ použitého světla.
Dobrá aproximace řešení je pak dána např. Rayleigh-Sommerfeldovým integrá-
lem 1. druhu. Pro účely tohoto článku budeme tuto aproximaci považovat za
referenční.

Pro analytické výpočty se Rayleigh-Sommerfeldovo řešení pro svou složitost ob-
vykle nedá použít. Někdy je možné řešení nahlédnout převodem do ekvivalentní
podoby, úhlového spektra [5], častěji se však omezujeme na výpočetně pod-
statně jednodušší paraxiální aproximaci pro blízkou (Fresnelovu) nebo vzdálenou
(Fraunhoferovu) oblast.

S nástupem dostatečně výkonné výpočetní techniky lze řešit Rayleigh-
Sommerfeldův integrál přímo, díky své podobě konvoluce vede numerický výpočet
na použití tří rychlých Fourierových transformací (FFT). Počet FFT je ale důvo-
dem, proč jsou výše jmenované alternativy či aproximace stále hojně využívané –
používají se na zmenšení výpočetní náročnosti. Převod na úhlové spektrum totiž
vede na dvě FFT, Fresnelova a Fraunhoferova aproximace pak pouze na jednu,
případně na rychlou zlomkovou Fourierovu transformaci [14].

Implementace rychlejších algoritmů bohužel není zcela přímočará, neboť diskre-
tizace původních vztahů přináší nové problémy. Obzvlášť záludná je korektní
implementace rozkladu do úhlového spektra [8], i Fresnelova a Fraunhoferova
aproximace v sobě skrývá jisté nesnáze [20, 11, 13].

Implementace efektivních algoritmů je tedy velmi vhodné porovnávat s refe-
renční metodou založenou na Rayleigh-Sommerfeldovu integrálu s pečlivě ošetře-
nou diskretizací [6, 4]. Při diskretizaci úlohy je však nutné uvažovat nejenom
korektní vzorkování source, ale i vzorkování samotného osvětlení a Rayleigh-
Sommerfeldova konvolučního jádra. Dále je třeba uvažovat opačný proces ke
vzorkování, rekonstrukci. To vše vede často ke vzorkovacím periodám menším
než vlnová délka použitého světla a tedy značným paměťovým nárokům. Tento

1



příspěvek diskutuje proces diskretizace a navrhuje, jak se vyhnout velkým pamě-
ťovým nárokům a s nimi spojenou časovou náročností FFT velkých polí.

Struktura příspěvku je následující. V kapitole 2 ukážeme běžně užívaný přístup
ke vzorkování na příkladu amplitudové difrakční mřížky se sinovým transmitanč-
ním profilem a ukážeme, že diskretizace úlohy je provedena špatně. Fyzikálně
zdůvodníme, co přesně jsme diskretizací způsobili, a ukážeme, že jemnější vzor-
kování vede ke korektnímu výsledku (a značnám paměťovým a časovým náro-
kům). V kapitole 3 si na jednoduchém jednorozměrném příkladu ukážeme, jak
paměťovou náročnost snížit. V kapitole 4 odstraníme některá zjednodušení za-
vedená kapitolou 3 a v kapitole 5 uvedeme několik poznámek k zobecnění na
dvourozměrný případ. Konečně v kapitole 6 ukážeme časové a paměťové nároky
algoritmu a v kapitole 7 výsledky shrneme.

2 Příklad chybného výpočtu

Teoretická analýza i experiment ukazují, že amplitudová difrakční mřížka se sino-
vým profilem transmitance (source) osvětlená rovinnou vlnou tvoří ve vzdálené
oblasti pouze tři difrakční maxima – přímou propuštěnou vlnu a plus-minus první
difrakční řád ([2], str. 78). Vzorkování source je v tomto případě snadné, stačí
vzorkovat frekvencí alespoň 2× vyšší, než je frekvence vzoru. Zvolme tedy takové
vzorkování, jehož vzorky splývají s minimy a maximy transmitance, tj. vzorky
budou postupně . . . , 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . (viz též konec kapitoly), a proveďme nume-
rický výpočet pomocí Rayleigh-Sommerfeldova integrálu. Ten je

U(x, y, z0) =
−1
2π

∫∫
Σ
U(ξ, η, 0)

∂

∂z

exp( jkr)
r

dξ dη (1)

kde U(x, y, z0) je výsledná komplexní amplituda v libovolném bodu target,
U(ξ, η, 0) je komplexní transmitance source, Σ je rozsah source, j2 = −1,
k = 2π/λ je vlnové číslo a r = ((x − ξ)2 + (y − η)2 + z2

0)−1/2 je vzdálenost
mezi body [x, y, z0] a [ξ, η, 0].

Diskretizaci provedeme pouhou náhradou dvojného integrálu za dvojnou sumu.
Výsledek na obrázku 1a se ovšem od teoretické analýzy značně odlišuje. Kde je
problém?

Při hledání odpovědi budeme diskutovat pouze o vzorkování ve směru měnící se
transmitance (tj. směru kolmém na pruhy přížky) – diskuse o vzorkování v obou
směrech by argumentaci učinila pouze méně přehlednou.

Náhrada integrálu za sumu de facto znamená, že původní spojitou funkci
U(ξ, η, 0) nahradíme polem Diracových pulsů neboli ideálními bodovými zdroji
světla rozmístěnými v pravidelné mřížce s roztečí ∆. Světlo z mřížky bodových
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Obrázek 1: Difrakce světla na sinové mřížce 5× 5 mm2 s periodou 20 µm kolmo
osvětlené rovinnou vlnou s λ = 650 mm ve vzdálenosti z0 = 0.5 m. a) Diskretizace
s ∆ = 10 µm. b) Diskretizace s ∆ = 10/12 µm = 0.83 µm.

zdrojů světla stejné komplexní amplitudy interferuje a vytváří m-té difrakční ma-
ximum pod úhlem θm = arcsinmλ/∆ (viz např. [17]), kde m je celé číslo. V našem
případě je ale každý druhý vzorek nulový, de facto tedy pracujeme s bodovými
zdroji světla o stejné komplexní amplitudě rozmístěnými v pravidelné mřížce o pe-
riodě 2∆. Tato mřížka tvoří difrakční maxima o stejné intenzitě pro všechna m,
přičemž první difrakční maximum této mřížky inciduje s prvním difrakčním ma-
ximem původní sinové mřížky, neboť její perioda je kvůli zvolenému vzorkování
právě 2∆. Výsledek, který jsme na obrázku 1a obdrželi, je tedy fyzikálně korektní
– ovšem ne pro sinovou mřížku, ale pro jiný experiment. Problém spočívá v tom, že
proces diskretizace nevzal v úvahu, jak ze vzorků source rekonstruovat původní
spojitou funkci U(ξ, η, 0), tj. zda bude mezi vzorky nulová transmitance, zda
vzorky představují vzorkování sinového průběhu, obdélníkového průběhu apod.
Kdyby se rekonstrukce v úvahu vzala, difrakční maxima vytvořená diskretizační
mřížkou by se jistým způsobem utlumila a výsledek by odpovídal původní spojité
situaci.

Řešení je tedy nasnadě. Vzorkování source musí být za prvé takové, aby ko-
rektně reprezentovalo source, a za druhé takové, aby první difrakční minimum
způsobené procesem vzorkování leželo mimo oblast target. Tatáž myšlenka by
šla vyjádřit požadavkem na korektní vzorkování jádra Rayleigh-Sommerfeldova
integrálu, ale uvedené fyzikální vysvětlení je možná intuitivnější. Je zajímavé, že
toto jednoduché pozorování nebylo nikde (pokud vím) explicitně publikováno.

Výsledek uvedeného řešení je na obrázku 1b. Místo polí o jistém vzorkování ale
bylo třeba pracovat s 12krát jemnějším vzorkováním, tedy s polem 122 = 144krát
větším. To s sebou pochopitelně nese nezanedbatelně zvýšené časové a paměťové
nároky. V dalším textu popíšeme způsob, jak diskretizaci provést korektně při
zachování paměťových nároků.

Závěrem kapitoly je vhodné upozornit, že vzorkování sinové mřížky v uvedeném
příkladu nebylo provedeno korektně – Nyquistův limit (v nejjednodušší variantě)
požaduje ostře větší vzorkovací frekvenci, než je dvojnásobek maximální frekvence

3



obsažené v obrazu, zatímco my jsme zvolili vzorkování právě dvakrát vyšší. Také
jsme nebrali v úvahu, že prostorově omezený signál není frekvenčně omezený. Na
principu by se ovšem nic nezměnilo, příklad by pouze nebyl tak názorný.

3 Zjednodušené řešení

Při hledání paměťově úspornějšího řešení vyjděme z řešení, které jsme ukázali
v předchozí kapitole, tj. ze vzorkování jemnějšího, než vyžaduje Nyquistův limit.
Pro snazší vysvětlování zaveďme dvě zjednodušení: považujme source a target za
jednorozměrné objekty v rovině xz (toto zjednodušení odstraníme v kapitole 5) a
uvažujme nyní, že jsou nekonečně velké (toto zjednodušení odstraníme v kapitole
4).

Mějme tedy objekt source vyjádřený vzorky source[i], i ∈ Z (vzorek source[0]
nechť je umístěn v bodu [0, 0]) kolmo osvětlený rovinnou vlnou vlnové délky λ,
viz obr. 2. Transmitanci source budeme uvažovat komplexní, tj. libovolný source
osvětlený libovolným světlem můžeme převést na uvedenou výchozí situaci.

zz = z0

[x0, z0]

x

∆

[0, 0]

so
ur

ce

ta
rg

et ∆

Obrázek 2: Geometrické uspořádání zjednodušeného jednorozměrného případu.
Vzorky s indexem 0 jsou vyznačeny plnými kroužky, ostatní vzorky prázdnými
kroužky.

Počítejme nyní komplexní amplitudy propagovaného světla v „roviněÿ z = z0 > 0
v oblasti target (vzorek target[0] nechť je umístěn v bodu [x0, z0]) diskretizo-
vané vzorky target[j], j ∈ Z. Vzorky source[i] dostaneme vzorkováním komplexní
funkce U(x, 0), vzorky target[j] reprezentují funkci U(x, z0), viz rovnice (1). Je-li
vzdálenost mezi vzorky v source i target stejná, a to ∆, platí
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target[j] = U(j∆ + x0, z0) = ∆2
∞∑

i=−∞

U(i∆, 0) h
(
(j − i)∆ + x0, 0, z0

)
=

= ∆2
∞∑

i=−∞

source[i] hx0,z0,1[j − i] =

= ∆2
(
source[ ]⊗ hx0,z0,1[ ]

)
[j]

(2)

kde ⊗ je diskrétní konvoluce a pole hx0,z0,1[ ] představuje Rayleigh-Sommerfeldovo
jádro konvoluce (impulsní odezvu) definované jako

hx0,z0,ups[j] = h(j∆/ups + x0, 0, z0) (3)

přičemž podle (1)

h(x, y, z) =
∂

∂z

exp( jkr)
r

=
−z
2π

(
jk − 1

r

)
exp( jkr)

r2
, r =

√
x2 + y2 + z2 (4)

Vztah (2) vznikl diskretizací integrálu (1), tj. symbol integrálu jsme zaměnili za
sumu a diferenciál za diferenci ∆. Jelikož nás v dalším textu bude zajímat pouze
struktura target, budeme konstantní člen ∆2 před sumou (konvolucí) vynechávat.

Předpokládejme, že source je navzorkován korektně ve smyslu zachycení struktury
funkce U(x, 0), ale ne dostatečně jemně pro výpočet propagace. Pro výpočet
musíme tedy použít ups-krát jemnější vzorkování, ups ∈ Z, ups ≥ 1. Předběžnou
převzorkovanou podobu nazveme sourceups[ ]. Dostaneme ji tak, že mezi každé
dva vzorky source vložíme ups− 1 nulových vzorků (viz obr. 3 nahoře):

sourceups[j] =

{
source[j/ups] je-li (j/ups) ∈ Z
0 jinak

Finální převzorkovanou podobu sourcefin
ups[ ] dostaneme konvolucí s jádrem filter[ ],

tj. sourcefin
ups[ ] = sourceups[ ]⊗filter[ ]. Konvoluční jádro filter[ ] je třeba volit s ohle-

dem na podobu funkce U(x, 0): obdélníkové jádro zajistí po částech konstantní
interpolaci (to je vhodné, představuje-li U(x, 0) spatial light modulator s pixely),
windowed sinc jádro zajistí dobrou interpolaci ve smyslu frekvenčního obsahu (to
je vhodné tehdy, je-li U(x, 0) obecná spojitá funkce) trojúhelníkové jádro zajistí
po částech lineární interpolaci (je rychlejší než windowed sinc filtr a může po-
skytnout přijatelné výsledky) apod. Příklady implementací těchto jader uvedeme
na konci kapitoly 4.

Podstata metody, kterou odvodíme, spočívá v tom, že délka pole filter[ ] je mno-
hem menší než délka polí source a target. Délku pole filter budeme pro jedno-
duchost dalšího zápisu uvažovat lichou. Napíšeme ji v podobě 2 · fwh + 1, kde
fwh ∈ Z, fwh ≥ 0.
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Díky asociativnosti konvoluce platí

targetups[ ] =
(
sourceups[ ]⊗ filter[ ]

)
⊗ hx0,z0,ups[ ] =

= sourceups[ ]⊗
(
filter[ ]⊗ hx0,z0,ups[ ]

)
=

= sourceups[ ]⊗ hfin
x0,z0,ups[ ]

kde targetups[ ] značí target vzorkovaný s periodou ∆/ups a hfin
x0,z0,ups[ ] je jádro

propagace konvolvované s jádrem filter[ ]. Explicitně

targetups[j] =
∞∑

i=−∞

sourceups[j − i] hfin
x0,z0,ups[i] =

=
∞∑

i=−∞

sourceups[j − i]
fwh∑

k=−fwh

filter[k] hx0,z0,ups[i− k]

Finální výsledek ovšem potřebujeme ups-krát podvzorkovaný, čili target[j] =
targetups[ups · j]. Navíc platí, že vzorek sourceups[i] je nulový pro i/ups 6∈ Z.
Tyto vzorky můžeme ze sumy vyřadit, a proto

target[j] = targetups[ups · j] =
∞∑

i=−∞

sourceups[ups · (j − i)] hfin
x0,z0,ups[ups · i] =

=
∞∑

i=−∞

source[j − i] hfin
x0,z0,1[i]

(5)
kde hfin

x0,z0,1[ ] je filtrované propagační jádro:

hfin
x0,z0,1[i] =

fwh∑
k=−fwh

filter[k] hx0,z0,ups[ups · i− k] (6)

Výpočet propagace tedy vede na dvě diskrétní konvoluce, při první (5) pracujeme
se vzorkovací periodou ∆, při druhé (6) s periodou ∆/ups.

Uvedené vztahy pracovaly s nekonečným rozsahem indexů, abychom se nemuseli
zabývat jevy na okrajích polí. V následující kapitole rozsahy indexů upravíme na
konečné, tvar výsledku ale zůstane stejný. Z ní také vyplyne výhoda prezentované
metody, kterou osvětlíme následujícím odstavcem.

Diskrétní konvoluci je možné počítat nepřímo pomocí FFT, nebo přímou apli-
kací definičního vztahu. První způsob je výhodný, je-li konvoluční jádro velké,
použijeme jej tedy na vztah (5). Druhý způsob je výhodný v opačném případě,
použijeme jej tedy na vztah (6). Zde také využijeme příjemnou vlastnost přímého
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užití definice konvoluce: vzorky hfin
x0,z0,1[i] můžeme počítat s minimálními pamě-

ťovými nároky, na rozdíl od první metody, kdy potřebujeme v paměti držet obě
konvolvovaná pole.

4 Korektní 1-D řešení

Předpokládejme, že source máme navzorkovaný M vzorky, výsledný target nás
zajímá v oblasti vyjádřené N vzorky. Chceme-li pro výpočet pole target[ ] použít
FFT, musíme pracovat s cyklickou konvolucí. To znamená, že pole source[ ] a
target[ ] musíme doplnit nulami na C vzorků, C ≥M +N − 1 ([6]). Potom

target[j] =
C−1∑
i=0

source[i mod C] hfin
x0,z0,1[(j − i) mod C]

Pole source[ ] obsahuje užitečné hodnoty na indexech 0, 1, . . . ,M−1, pole target[ ]
na indexech 0, 1, . . . , C −M . Pole hfin

x0,z0,1[ ] je tedy třeba vypočítat:

hfin
x0,z0,1[i] =



fwh∑
k=−fwh

filter[k] hx0,z0,ups[ups · i− k] je-li 0 ≤ i < N

fwh∑
k=−fwh

filter[k] hx0,z0,ups[ups · (i− C)− k] je-li N ≤ i < C

Při samotné implementaci lze využít toho, že pro výpočet vzorku hfin
x0,z0,1[i] je

možné využívat vzorky pole hx0,z0,ups[ ] spočítané pro výpočet vzorku hfin
x0,z0,1[i−

1]. Je tedy vhodné příslušné vzorky pole hx0,z0,ups[ ] uchovat v pomocné pamětí
velikosti 2 · fwh + 1 hodnot, a pro výpočet vzorku hfin

x0,z0,1[i] část z nich nahradit
novými. To, jak velkou část, záleží na podobě jádra filter.

Pro výpočet pole filter[ ] musíme stanovit, kolik vzorků pole source[ ] má při-
spívat k výpočtu interpolovaného vzorku pole sourcefin[ ], respktive vzorku pole
hfin
x0,z0,1[i]. Z této uživatelem určené hodnoty plynou všechny vlastnosti – velikost

pole filter[ ], charakter interpolace i počet hodnot sdílených při výpočtu soused-
ních vzorků pole hfin

x0,z0,1[i].

V praxi (tj. při práci s 2-D poli) se osvědčila separabilní jádra. Jejich diskusi tedy
můžeme provést už nyní, při práci s 1-D poli. Pro lepší představu uvedeme na
obrázku 3 jejich příklady. Kvůli názornosti jsou v obrázku i následujícm popisu
uvedeny filtry, které interpolují vzorky, a tedy nezachovávají energii signálu. Pro
výpočet propagace je ovšem praktičtější, když se před výpočtem filtr normalizuje,
tj. součet koeficientů je roven 1.
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Obrázek 3: Příklady interpolačních konvolučních jader (filtrů) pro ups = 3. Ukáz-
kový windowed sinc filtr je normalizovaný Lanczosův filtr pro a = 2.

Po částech konstantní interpolace. Je vhodná, je-li source rozdělen na ob-
délníkové pixely nenulové plochy. Pro tento případ je kvůli symetrii vhodné,
aby mezi sousední vzorky source[ ] vložil proces převzorkování sudý počet
vzorků; číslo ups by tedy mělo být liché. Tím pádem fwh = (ups − 1)/2.
Samotné jádro je pak dáno: filter[i] = 1 pro −fwh ≤ i ≤ fwh.

Po částech lineární interpolace. Je vhodná, je-li source vyjádřen spojitou
funkcí a neobsahuje příliš jemné detaily. Pro výpočet interpolovaného
vzorku potřebujeme dva sousední původní vzorky, tedy fwh = ups − 1,
filter[i] = 1− |i|/(fwh + 1) pro −fwh ≤ i ≤ fwh.

Windowed sinc interpolace. Je vhodná, je-li source vyjádřen spojitou funkcí
a záleží nám na dobré rekonstrukci jejího frekvenčního obsahu. Volba po-
čtu původních vzorků source[ ] musí být výsledkem kompromisu. Čím více
prvků vezmeme v potaz, tím lépe zachováme frekvenční obsah; na druhou
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stranu příliš široká jádra se špatně chovají v prostorové oblasti. Za rozumný
kompromis se pak považuje Lanczosův filtr, který bere v potaz 2a okolních
vzorků, a = 2 nebo a = 3 [19]. Potom fwh = a · ups − 1 a předběžnou
podobu jádra definujeme jako filterprel[i] = lanczos(a · i/(fwh + 1), a), kde
lanczos(x, a) = a sin(πx) sin(πx/a)/(π2x2) pro −fwh ≤ i ≤ fwh. Finální já-
dro je pak třeba před použitím upravit – koeficienty, které přispívají k vý-
počtu jednoho vzorku, tedy koeficienty vzdálené od sebe ups vzorků, musí
mít součet 1 [10]. Symbolicky filter[i] = filterprel[i]/

∑
k filterprel[i + k · ups]

pro všechny přípustné hodnoty k.

5 Úplné 2-D řešení

Zobecnění uvedených myšlenek na 2-D pole je přímočaré, pouze místo 1-D cyk-
lických konvolucí, resp. FFT, pracujeme s 2-D variantami. Pro jednoduchost bu-
deme předpokládat, že vzorkovací perioda je ve směru x i y stejná, a to ∆.

Pro propagaci source vyjádřeného Mx×My vzorky na target vyjádřený Nx×Ny

vzorky vytvoříme pole source[, ] a target[, ] velikosti Cx ×Cy, Cx ≥Mx +Nx − 1,
Cy ≥My+Ny−1. Čísla Cx a Cy je vhodné volit tak, aby FFT těchto polí probíhaly
efektivně, např. mocniny dvou. Vzorky source umístíme do pole source[, ] na
pozice [0, 0] až [Mx − 1,My − 1], po výpočtu najdeme korektní vzorky v poli
target[, ] na pozicích [0, 0] až [Nx − 1, Ny − 1].

Jako další krok potřebujeme zvolit parametr ups. Myšlenkový postup vedoucí
k jeho volbě je následující. Pro začátek předpokládejme práci s původní mřížkou,
tj. ups = 1. Při výpočtu propagace je třeba vyčíslit vztah (4) pro každý vektor
T − S, kde S je 3-D pozice bodu vzorku v source a T 3-D pozice bodu vzorku
v target. Ve vztahu (4) je samozřejmě r = |T − S|, viz jeho použití v konvoluci
(2). Nechť S1 a S2 jsou pozice sousedních vzorků v source a tyto vzorky mají
stejnou hodnotu; představují tedy dva bodové zdroje světla o stejné komplexní
amplitudě. Vypočtěme r1 = |T − S1| a r2 = |T − S2|. Pokud je |r1 − r2| = λ/2,
pak se v bodu T příspěvky z bodů S1 a S2 vzájemně vyruší, resp. v tomto
směru nacházíme první difrakční minimum. Jak jsme ukázali již v kapitole 2,
potřebujeme jej dostat mimo zorné pole. Zjemníme tedy vzorkování, tj. parametr
ups budeme zvyšovat tak dlouho, dokud nebude |r1 − r2| < λ/2. Vyžadujeme-
li přesnější výsledek, můžeme zjemňovat dále; v praxi se ukázalo, že při ups
vedoucímu k |r1 − r2| < λ/5 nemělo další zjemňování viditelný účinek. Body S1,
S2 (sousedící) a T musíme samozřejmě volit „nejhorší možnéÿ, tj. tak, aby úhel
mezi vektorem T − S1 (resp. T − S2) a osou z byl co největší.

V dalším kroku potřebujeme vypočítat pole hfin
x0,y0,z0,1[, ], kde [x0, y0, z0] je pozice

vzorku target[0, 0]. Pozici vzorku source[0, 0] přitom předpokládáme [0, 0, 0]. K vý-
počtu budeme potřebovat čísla hx0,y0,z0,ups[i, j] = h(i∆/ups +x0, j∆/ups +y0, z0),
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pro srovnání viz (3). Díky separabilitě filtrů je můžeme vyčíslit pro jednu pře-
vzorkovanou řádku, provést konvoluci jádrem filter[ ] a podvzorkovat, resp. použít
postup z kapitoly 4. Takových povzorkovaných řádek vypočteme 2 · fwh+1 a pro-
vedeme výpočet konvoluce po sloupcích a podvzorkujeme, čímž dostaneme jeden
řádek pole hfin

x0,y0,z0,1[, ]. Analogicky postupujeme dále.

Konečně můžeme vypočítat samotnou propagaci, čili

target[, ] = IFFT
(
FFT(source[, ])� FFT(hfin

x0,y0,z0,1[, ]
)

kde FFT, resp. IFFT jsou rychlá Fourierova transformace, resp. inverzní rychlá
Fourierova transformace, a � je Hadamardův součin (složka po složce). Tím je
výpočet propagace hotový. Příklady propagací jsou ilustrativně uvedeny na ob-
rázku 4.
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Obrázek 4: Příklady difrakce na vertikální mřížce rozměru 5 × 5 mm2, rozteč
vzorků 10 µm, vzorky v řádce postupně 1, 0, 1, 0, . . . (tj. perioda vzoru je
20 µm). Vzdálenost mřížky od stínítka 500 mm, světlo kolmo dopadající rovinná
vlna, λ = 650 nm. Obrázek vlevo ukazuje pravou část difrakčního obrazce (srov-
nej obr. 1), graf vpravo relativní intenzitu vzhledem k intenzitě ve středu obrazce.
Vzorky jsou postupně interpolovány a) vůbec, b) obdélníkovým filtrem, c) troj-
úhelníkovým filtrem, d) Lanczosovým filtrem, a = 2, e) Lanczosovým filtrem,
a = 3.

K odvozenému postupu je vhodné dodat tři poznámky.

• Stejného výsledku bychom dosáhli základní metodou, tj. převzorková-
ním a interpolací source a následnou konvolucí s běžným Rayleigh-
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Sommerfeldovým propagačním jádrem. Převzorkované pole sourceups[, ] by
mělo v každém řádku (sloupci) mezi každými původními vzorky ups−1 nu-
lových vzorků, navíc pak kvůli korektní následné konvoluci jádrem filter[, ]
rozměru (2 ·fwh+1)×(2 ·fwh+1) po stranách fwh nulových vzorků. Velikost
pole sourceups by tedy celkem byla

(
2 ·fwh+1+ups ·(Mx−1)

)
×
(
2 ·fwh+1+

ups · (My − 1)
)

při vzorkovací periodě ∆/ups. Pro fwh ≥ 1 se tedy fyzická
velikost source nepatrně zvýší; zejména proto jsme v celém článku nikdy
nehovořili o fyzických velikostech source a target. Okraje, které přibyly, jsou
artefaktem po interpolaci. Pro velká pole je ale jejich vliv zanedbatelný.

• Uvedený postup s filtrací propagačního jádra není ničím jiným, než pře-
uspořádáním výpočtu. Článek [6], který popisoval, jak počítat propagace
s velkými source a target nebo s různými vzorkovacími periodami source a
target, je tím pádem s uvedeným postupem plně kompatibilní – stačí v něm
zaměnit výpočet propagačního jádra za výpočet právě prezentovaný.

• Kvůli přeuspořádání výpočtu a zaokrouhlovacím chybám při numerickém
výpočtu se výsledky základní a prezentovanou metodou samozřejmě liší.
Rozdíly jsou ovšem zanedbatelné. Jelikož se dá težko určit, která z metod
poskytuje numericky přesnější výsledek, nebudeme se numerickou analýzou
výpočtu zabývat.

6 Časové a paměťové nároky

Motivací k odvození popsané metody bylo vypočítat referenční propagaci s re-
dukovanými paměťovými nároky. Podívejme se nyní, jaká je ve srovnání se zá-
kladním řešením, a to jak z paměťového hlediska, tak z časového. V této kapi-
tole budeme pro zjednodušení předpokládat čtvercová pole, tj. Mx = My = M ,
Nx = Ny = N .

Základní řešení, jak jsme ukázali na konci minulé kapitoly, převzorkuje pole
source[, ] na pole sourceups s

(
2·fwh+1+ups·(M−1)

)2
prvky a provede propagaci

na pole targetups. U něj není třeba počítat s okraji způsobenými filtrací jádrem
filter[, ], čili bude mít

(
1 + ups · (N − 1)

)2
prvků. Konvoluce propagačním jádrem

tedy bude probíhat v polích velikosti
(
2 · fwh + 1 + ups · (Mx +Nx − 2)

)2
prvků,

čímž je dána paměťová náročnost základní metody.

Prezentované řešení používá pole source[, ] a target[, ] s původní velikostí, čili
konvoluce propagačním jádrem bude probíhat v polích velikosti (M + N − 1)2

prvků. Paměťová náročnost je ovšem o něco vyšší, musíme totiž vzít v úvahu
i pomocnou paměť pro výpočet filtrovaného propagačního jádra hfin

x0,y0,z0,1[, ]. Ta
činí 2 · fwh + 1 pro „konvoluci řádkyÿ a 2 · fwh + 1 řádek o M + N − 1 vzorcích
pro „konvoluci po sloupcíchÿ, celkem tedy (2 · fwh + 1)(M +N) vzorků. Protože

11



typicky je fwh = a · ups, kde a je velmi malé (v našich příkladech max. 3) a ups
bývá mnohem menší než M +N , můžeme tuto paměť pro další úvahy zanedbat.

Podílem paměťových nároků zjistíme, že konvoluce propagačním jádrem pomocí
prezentované metody je cca

(
2·fwh+1+ups·(Mx+Nx−2)

)2
/(M+N−1)2 ≈ ups2-

krát paměťově úspornější. Při běžných experimentech v počítačem generované
holografii s off-axis propagací polí velikosti centimetrů a vzorkováním 10 µm na
vzdálenost desítek centimetrů se běžně objevuje ups až 20. Můžeme tedy říci,
že prezentovaná metoda je při běžném užití řádově stokrát paměťově úspornější
než základní řešení. Podobně odvodíme, že pro obvyklá M,N (v řádu tisíců) a
obvyklá ups (v řádu desítek) je i časová náročnost ups2-krát menší.

Pokud bychom srovnávali základní metodu bez převzorkování (a tedy poskytu-
jící špatné výsledky) s prezentovanou metodou s převzorkováním, zjistíme, že
konvoluce propagačním jádrem pracuje s poli stejných velikostí, tj. že samotná
konvoluce je z paměťového i časového hlediska identická. Výpočet filtrovaného
propagačního jádra je pochopitelně pomalejší – je třeba vypočítat přibližně ups2-
krát více vzorků funkce h(x, y, z) a pro konvoluci jádrem filter[, ] provést dalších
cca 4 · fwh2MN násobení a sčítání. Protože je časová náročnost násobení, vy-
číslení funkce h(x, y, z) a rychlosti optimalizovaného výpočtu FFT z praktického
pohledu těžko srovnávatelná, nemá valný smysl pouštět se do teoretických úvah
o časové složitosti. Představu o časové náročnosti výpočtu ale můžeme získat mě-
řením, viz obr 5. Plyne z ní, že urychlení není zdaleka tak velké, jak by se mohlo
předpokládat. To proto, že pro vyšší ups začne výpočet jádra

Na druhou stranu zjistíme, že paměťové nároky prezentované metody jsou vyšší
právě o pomocnou paměť pro filtraci propagačního jádra. Jak jsme ale uvedli,
vzhledem k typickým velikostem M , N , ups a fwh je paměťová náročnost srov-
natelná.

7 Závěr

V kapitole 2 jsme ukázali a fyzikálně vysvětlili, že pro diskretizaci úlohy propagace
světla mezi rovnoběžnými rovinami pomocí konvoluce nestačí uvažovat o korekt-
ním vzorkování source, ale je třeba brát v úvahu též proces opačný k vzorkování,
rekonstrukci. Ukázali jsme, že korektní řešení získáme převzorkováním a v kapi-
tole 5 jsme odvodili, jak musí být jemné. Rovněž jsme v kapitole 6 uvedli, že při
typických experimentech v počítačem generované holografii je třeba převzorko-
vávat řádově 10×, což typicky vede k 4× pomalejšímu výpočtu a 100× větším
paměťovým nárokům.

V kapitolách 3 až 5 jsme odvodili postup založený na filtraci propagačního já-
dra „interpolačnímÿ jádrem, které se používá při interpolovaném převzorkování
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Obrázek 5: Srovnání časové náročnosti výpočtu. Grafy vlevo a uprostřed zná-
zorňují dobu běhu propagace pro N = M = 500 v závislosti na jemnosti pře-
vzorkování ups, v tomto měřítku je doba běhu základní metody pro ups = 1
rovna 1. Kromě kompletní doby běhu je znázorněno, kolik času zabírá výpočet
propagačního jádra a všech FFT. Graf vpravo je pak podíl času běhu navržené a
základní metody; hodnota např. 4 znamená, že navržená metoda je pro dané ups
4× rychlejší.

source. Díky vlastnostem interpolačního jádra (malý support, separabilita) je
nová metoda časově významně úspornější a paměťové nároky vrací přibližně na
původní hodnoty. Dá se tedy říci, že je řádově 100× paměťově úspornější než
stejně přesné základní řešení. Díky tomu, že odvozený postup je pouhým přeu-
spořádáním výpočtů, je ale výsledek matematicky ekvivalentní.
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