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Abstrakt: Pri praci se statistickymi odhady sdilené informace

I(X:T) :ZZp(w,t)lgpI()(xi’t)

T aex 2)p(t)

nastavaji nékteré zdanlivé neocekavatelné situace. Protoze pravdépodobnosti
(hustoty) p(z,t), p(x), p(t) pro nis nejsou dostupné, pracujeme s jejich od-
hady e(z,t) ~ p(x,t),e(x) ~ p(z),e(t) ~ p(t) nebo s jejich nékterou pa-

A

rametrickou reprezentaci (ale ta je také odhadem). Potom odhad I, (X :
Ty=1%"1g % Skonverguje k* >, > oy p(x,t)1g efget&) Tento
vyraz budeme znacit I(X : T;e) a bude dile nazyvan sdilenou informaci
mezi ndhodnymi proménnymi X a T pii vyuZziti modelt e(z,t),e(z),e(t).
Obdobn4 situace nastava i pro dalsi pojmy z teorie informace jako je entro-
pie a divergence. V tomto sdéleni jsou prezentovany nékteré vybrané moznosti
vyuziti uvedeného jevu a vlastnosti pfedlozenych ,vyb&rovych mér* (napf.
I(X : T;e) mize byt i zépornd). Rozdil Di(X : Te) =I(X : T;e)—I1(X : T)
pak muiize byt uzitetnou charakteristikou ,p¥ijatelnosti“ (i napf. vychylenosti)
zvolenych modelt e(z,t),e(z),e(t). Pro tento rozdil jsme zvolili pracovni
nazev ,dezinformace®“. Nazev je motivovan tim, Ze ,vhodnou“ volbou mo-
delt 1ze dosdhnout pomérné 8irokého spektra hodnot ,,vybérové“ informace
I(X : T;e) a tim i pfipadné moznych rozhodnuti (manipulace s daty a mo-
delem).

1 Uvod

Vyse uvedeny koncept vybérové informace je vyuzitelny jak pro spojitd, tak
i diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti. Autori se domnivaji, Ze otevira pro-
stor zkoumani a popisovani jevu v tlohach klasifikace, rozhodovani a i testo-
vani hypotéz. V tomto prispévku budou prezentovany nékteré vysledky pro
diskrétni rozdéleni, zamérené na vyuziti pfi odhadovani. Prezentace je za-
méfena do dvou oblasti. Prvni oblasti budou naznaky toho, jak lze ziskat
klasické formule odhadi s vyuzitim navrhovaného aparatu. Druhou oblasti
bude naznak nékterych neotielejsich postupt. Prispévek vsak bude z davoda
prehlednosti ¢lenén podle klasickych prostiedkt teorie informace, obé oblasti
se budou prolinat.
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2 Vybérova entropie

Mgjme abecedu X = {z,,zy, ..., Tm } - soustavu elementarnich jevi a n neza-
vislych pozorovéani x1,xs, ..., £, - ”produkce” zdroje s touto abecedou. Necht
je takovy zdroj stacionarni s pravdépodobnostmi vyskytu jednotlivych pis-
men p(z). Toto pravdépodobnostni rozdéleni je ndm nedostupné a je mode-
lovadno ndmi predpoklddanym rozdélenim e(x). Potom budeme za vybérovou
entropii H,(X;e) povazovat vyraz:

H,(X;e) = _1 Zlg (e(ml))

3

Ten lze jinak psat:

(530 = = 3 "D g (o)),

zeX

kde n(z) je poet pozorovani pismene (jevu) z. S rostoucim n vybérova en-
tropie Hy(X;e) konverguje k vyrazu —y___y p(z)lg(e(r)). Konvergence je
ve smyslu pravdépodobnosti [4] (zdkon velkych ¢isel). ,Limitni vybérovou
entropii“ budeme pak rozumét:

H(X;e) ==Y p(x)lg(e(x)).

zeX

Tento pojem neni origindlni. Je zndm pod nazvem , Cross Entropy“, napf.
[7]. Nejprve vlastnosti:

1. H(X;e) je konvexnim funkciondlem e().

2. H(X;e) je spojitym funkciondlem e(),Ve(), pro které je e(z) > 0,Vz € X.
3. H(X;e) nabyva svého minima pro e() = p(), pokud p(z) > 0,Vx € X.

Vlastnost 1. je zfejm4, je disledkem konvexity funkce —lg(). Vlastnost 2.
dokazeme pomoci konceptu sub-derivace ve sméru.

Rozdéleni ey 4(z) = (1 — A)e(z) + Ag(x) budeme pro 0 < A < 1 nazyvat
(M) variaci rozdéleni e() ve ,,sméru® g().

Sub-derivaci H(X;e) ve sméru g budeme rozumét vyraz [2,3]:

H (X;e) = lim 215 0) ~ H0)
9 }\—)O+ )\

Potom:

Hj(X;e) = lim %H(X;ek): lim {_ Zp(x)w}:

A‘)0+ A‘)0+

Y e =)

= e(z)
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Derivace je definovana pro v8echny modely e(), pro které je e(xz) > 0,Vz €
X. Tedy je i funkcional H(X;e) pro takové modely spojity v e() [2,3]. Vlast-
nost 3. je disledkem obou predchozich a faktu, ze: H;(X;p) = 0 pro takova
p(), pro které je p(x) > 0,Vx € X. Pozadavek nenulovosti je, u diskrétni
verze, prirozeny. Mohou s nim v8ak byt problémy u odhadua pfi nulovém
poctu pozorovani jevu (pismene), u kterého je predpoklad nenulové pravdé-
podobnosti (zero frequency problem). Minimalita H(X;e) pro e() = p() vede
na nésledujici heuristiku pfi odhadovani:

1 n
Hledame takové e*(), pro které je H, (X;e")= —HZIg (e*(xi)) minimélni.
i=1

To v8ak neni nic jiného nez metoda maximalni vérohodnosti, protoze, pokud
takové e*() existuje, pak:

5Tl () < 5 Ty lg (o)) &
& NI (en(@) > iy Ig (o)) & Ty e (i) > Ty e(s).

A to je velice uzZitecny prostiedek, zvlasté pro parametrické odhadovani. Do-
konce lze i pomoci klasického diferencidlniho poc¢tu nalézt (v ptipadé ko-
necného souboru elementédrnich jevi) odhad é(x) minimalizujici H,(X;e).
Tedy hledame cisla é(z,), é(xp), ..., €(xn ), pro kterd plati: 37 _y é(z) =1 a
H,(X;é) — min. Potom s pouzitim metody Lagrangeovych multiplikdtorQ
se jedna o nalezeni minima:

Q). e tlen). 0} = = 3 " g (6w)) +0(1 - Y @),

zeX ceX
pak
oQ n(z) 1 820Q n(z) 1 )
0é(x) w @ Yt e = w @m 2 pokud é@) >0
ReSenim rovnic:
0Q =0 a Z é(x) =1 dostaneme é(x) = @ okud n(z) > 0

zeX

A to neni nic jiného nez klasicky frekvenéni odhad pravdépodobnosti za pired-
pokladu, Ze pro vSechny moZné jevy (pismena) mame alespon jedno pozoro-
vani.

3 Vybérova divergence a informace ve specialnich pii-
padech

Divergence pravdépodobnostnich modelt je definovéana [1,2]:

D) = 3 pla) g 2.

zeX
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Z obdobnych diivodi jako vySe, miizeme zavést:

Dulplse) = 3 M 1 40

= s(x)

vybérovou divergenci modelu e() proti modelu s() a jeji limitni formu:

Dpllsie) = 3 ple) g 22

zeX

Za pouziti shodnych prostfedki jako u entropie lze dokézat obdobné vlast-
nosti:
1 D(p||s; e) je konkavnim funkcionélem e().

D(p||s; e) je spojitym funkciondlem e(), Ve(), pro které je e(x) > 0,Vz € X.
3 D(p||s; €) nabyva svého maxima pro e() = p(), pokud p(z) > 0,Vz € X.
4. D(pl|s;s) = 0.
Vlastnosti 1. a 4. jsou trividlni. Vlastnosti 2. a 3. jsou dokazatelné opét za
pouziti sub-derivace ve sméru:

D' (p||8 e) = lg&r (P”S;e)\,g))\— D(p||s;e) _ Zp(w)%_
zeX

Ta je az na znaménko shodnd se sub-derivaci u limitni vybérové entropie. To
je prirozené, nebot:

Dillsie) = 3 pla)ls %zz Pl (e(@)) = 3 pla) g (s(2) =
zeX zeX zeX
- )= 2 ple (+).

Jak bylo uvedeno v préci [8], uvedené vlastnosti umoziuji klasifikovat
mozné modely e() ve vztahu ke srovnavacimu s() podle nasledujici stupnice:

A D(lisip) = max

<+— | Oblast "sub p" - kladna

i D(plls;s) =

<+—— Oblast "sub s" - zaporna
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Samoziejmé se téZ nabizi problém nalezeni ,nejvic odlisného“ modelu od s().
Je vSak namisté poznamenat, ze divergence neni metrikou.

To miizeme naznacit nasledujici tlohou: Hledame sdruzené rozdéleni prav-
dépodobnosti p(x,y) za predpokladu, Ze jsou dany a zndmy jeho marginaly
p(z) a p(y), a to takové, ze ,maximalizuje* divergenci ,0d“ sdruzeného roz-
déleni za predpokladu nezavislosti p(z)p(y). Tedy:

(z,y)
Z Z n(a?,y) lg p('Tay) L.y s max
n p(x

o=y St (@)p(y)

pri vazbéach:

p@) =Y pl,yiveeX a  p(y)=Y pxy);vyeY.
yey xeX

Reseni tohoto problému klasickou cestou vede opét na vyuziti Lagrangeovych
multiplikatori:

=5 (@)p(y)

+Y ag (p(w) - Zp(w,y)) + YWy (p(y) - p(w,y))-

reX yey yeY reX
Z toho dostaneme rovnici ,sedlovych bodu“:

__0Q _ n(zy)
op(x,y)  np(z,y)

_az_djy

a pro matici druhych parcidlnich derivaci (pfesnéji jeji diagondlu):

’Q  n(xy)

op*(z,y) np*(z,y)’

tedy v ptipadnych sedlovych bodech bude maximum. Re§enim rovnice sedlo-
vych bodu dostaneme:

__nlz,y)

Hodnoty ay, v, zjistime numerickym feSenim vazebnich rovnic:

IR0 IRV IS ()
p(x)_nz (am_‘_,(/}y)’V EX; p(y)_ng((ax—l—@by)’vyey’

yey
pokud takové reseni existuje.
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Uvedenou tlohu lze modifikovat, napft.:

Ty n(z,y) lg p(z,y) W’y)) max,
n p

s et (=)p(y)

pfi vazbé : p(x) = Z p(x,y),Vx € X.
yEY

Tj. prilis ndm nezalezi na splnéni podminek:

ply) =Y pla,y), ¥y €Y.

zeEX
Pak dostaneme TfeSeni dhad : _ n(xy)
pro odhad p(x,y) ve tvaru: p(x,y) = e p(x)
a odpovidajici marginalni pravdépodobnost p(y) = Z —H(X’ y) p(x).

xeX

Tato feseni jsou vlastné klasickym (frekvenénim) odhadem podminéné prav-
dépodobnosti p(y/z).
Jesté volnéjsi modifikace je:

()
Ty n(z,y) lg plz,y) rEy N
n p

2z @p(y)

Tj. viibec nam nezalezi na dodrzeni marginali. Pak dostaneme feSeni pro
odhad p(z,y) ve tvaru:
n(z,y)

n

p(z,y) =
a tomu odpovidajici marginélni pravdépodobnosti:

pa) =" gy = "0

A to je vlastné ,nejklasi¢tjsi“ frekvencni tvar odhadu.
4 Zavér

Predlozend prace ma ambici prokazat, Ze nastinéné pojeti ,vybérovych® en-
tropii, divergenci a informaci spolu s jejich limitnimi tvary je konzistentni
s nékterymi klasickymi technikami odhadovani. Nejen to, ukazuje se, ze je
v ném moznd skryt dalsi, vlastni, potencial pro rozvoj. Nakolik je tento do-
jem presvédcivy i mimo skupinu autorti, ponechavame na ¢tenari.
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