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Abstrakt

Tento piispévek je soucasti rozsahlejSich praci na téma ptedvidani kurzd. Pokud pro kurz
x;=Zi.' A; predpokladame, 7e proménné A; jsou stejné rozdélené a nezavislé, jedna se
0 ,,nahodnou prochazku®“. Problém je vtom, ze proménné A; nejsou zcela nezavislé, resp.
musime uvazovat slabou zavislost, kterou se pokusime modelovat pomoci prirdstkd. Je tedy
ziejmé, ze kurz je nestacionarni proces, zatimco ,,pfirtstky se chovaji stacionarné. Podivame-li
se na distribucni funkci ptirtstki, zjistime, Ze nemaji normalni rozdéleni.

Distribucni funkci ve vétSiné€ piipadt nepotfebujeme znat celou a tiloha se tak redukuje na
odhad né€kolika malo bodi, resp. na odhad pravdépodobnosti alternativniho jevu.
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1. Uvod

Piedpokladejme dostatecné dlouhé pozorovani ¢asové fady v ,.ekvidistantnim* vzorkovani:
X(sXy s X, 15X, X, 15X, . Dale budeme pfedpokladat, Zze se jednd o kladné nahodné

i+12°%n

proménné. Z pozorovanych hodnot odvodime nové nahodné proménné:

a)rozdil: £, =x, —x,__,

b) podil: 77, = N ,
X

i-T

¢) logaritmus podilu: 4, = lg[ij.
xi—r

Pozn.: Pokud méame k dispozici dostatecné dlouhé casové tady, muzeme si dovolit
,»vytvorit fady zpozdéné o vice kroki, tedy dvoudenni, tfidenni atd. zmény: x, =x,  +A_,
kde A; je napf. 5-denni zmeéna, resp. x, =k, -x,_, pro podily a lgx, =lg(k, )+1g(x,_,) pro
logaritmy podila.

Pomoci odhadi pravdépodobnostnich charakteristik téchto nahodnych proménnych
(unichz ptredpokladdme jejich staciondrni chovéani) mizeme odvodit distribu¢ni funkci
nahodné proménné x;:

F (x)=Pl{x, <x}=P{x, —x,_, <x—-x_}=F.(x-x_) = F_.(x/x._,) (1)

F,(x)=P{x, <x}=P {i < i} =F, [i] = F,,(x/x.) )
X.

i-7 i-T
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F (x)=Plx,<x}=P{ < t=pllg <lg-—>}=
: X, X

i-T i-T i-T i-T

=Fllg| = F,(x/x.) 3)

Samoziejmé, volba uvedenych ,,spojovacich® nahodnych proménnych je dana historicky a
vypocetni jednoduchosti. Z toho viibec neplyne, Zze neexistuji jiné ,,spojovaci ndhodné
proménné, mozna i lepsi nez uvedené.

K uvedenym odhadiim bodi distribu¢ni funkce F (x) nam pak staci bodove odhady
hodnot distribu¢nich funkei F,(x), F,(x), F,(x). Pro pevn€¢ dand x pak staci sledovat
alternativni jev ,kolikrat* pozorovana hodnota (x, —x, ), (x;/x, ), 1g(x,/x, ) nepiekroci
zadanou hodnotu (x—x, ), (x/x,_ ), lg(x/x,_ ).

Statistickym prostfedkem je pak odhad parametru alternativniho rozdéleni.

2. Motivace a diivody

Podivejme se na nésledujici obrazky hustot ptiristk kurzi:

1CZK <- 1USD..UEA - rozdil kurzu. l

3.2271 Hustota praudepndnhnnstl

Kurzy z obdobiil3. 6.94 - 10. 6. 4

Etredni hodnota : -0.001223 Modre experinmnentalni hustota,

Emerodatna udchulka 0.233396 cervene normalni aproximace.
2.7667T Hinimumn H -1.223000

Hax inun H 2.607000

Pocet wvzorku 2495

2.3057

1.8447

1.3837

0.9227

0.4617

0. 000 - .
-1.288 -0.496 0.296 1.088 1.880

Obr.¢. 1: Hustota pravdépodobnosti pro rozdil kurzii
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1CZK <- 1UED..UEA - pomer kurzu. .

100,37 Hustota pravdepodobnosti
Kurzy z obdobi:l3. 6.94 . 4

HModre experinentalni hustota,
cervense normnalni aproximace.

Etredni hodnota
imerodatna Ddchglka
86.07 Hininum

Hax inum

Pocet wvzorku

[ === |
Y- Y]
QhOND

L] | |
1.028 1.063 1.088

Obr.¢.2: Hustota pravdépodobnosti pro podil kurzii

Jak je z obrazkli 1 a 2 ziejmé, skute¢né hustoty ,,zvolenych spojovacich® nahodnych
proménnych jsou Spicatéj$i nez normalni rozdéleni. Také Ize konstatovat, Ze hustoty jsou
spiSe hustotami s tézkymi konci nez hustotami popsatelnymi gaussovskym rozdélenim. Tuto
skutecnost, 1 se vSemi jejimi problémy, je nezbytné respektovat pii odhadovani. Samoziejmé,
uvedena fakta by bylo mozné prokéazat exaktnéj$imi metodami.

Pti testovani rizika, zda kurz v nasledujicim obdobi neopusti danou oblast (jednostranny
nebo dvoustranny interval), potiebujeme (pouze) kvalitni odhady nejvyse dvou (konecného,
malého poctu) bodl distribu¢ni funkce nebo kvantilli. Nepotiebujeme tedy bézné celou
distribu¢ni funkci (empirickou distribucni funkci véetné ,,boxu® ve kterém lezi [3]). Jedna se
tedy o ziskani odhadu pravdépodobnosti alternativniho jevu ,,neptekroceni hladiny x*.

Mize se téz jednat ofeSeni inverzniho problému ,nalezeni hladiny x* k dané
pravdépodobnosti. Déle se budeme zabyvat feSenim prvni tlohy. Druha uloha je feSitelna
pomoci prvni, napt. metodou puleni intervalu (vyhledavani dané hladiny) s pfedem danou
piesnosti.

3. Pozadavky na bodovy odhad a metoda nalezeni
Nejprve si uvedeme potiebné pojmy:
- pravdépodobnost, Ze kurz pfekro¢i danou hladinu x: P{x, > x},
- pravdépodobnost, Ze kurz nepiekroc¢i danou hladinu x: P{x, < x}.
Pravdépodobnost, ze kurz ,,zlistane v mezich*:

Plx, <x; <xy}=Plx; <xyj—Plx, <xp}= F, (xH)_Fxl. (xp)s 4)
kde xy a Xp jsou horni a dolni meze. Distribu¢ni funkce uvedené ve vztahu (4) jsou zavislé na
Case. Abychom se zavislosti zbavili, pouzijeme piiristky: P{x,, <x}=P{x,, —x, <x—x,},
kde oznatime ¢, = x,,, —x;. Odtud dostavame: P{, <x—x;} =F (x—x;) — tato distribucni
funkce je jiz ,,pfijatelné* stacionarni.

Dale uvazujme empirickou distribu¢ni funkeci:
pocet pozorovani, kdy & neptekroci x

F.(x)= (5)

pocet vSech pozorovani
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Takto definovana distribu¢ni funkce ma hodnotu 1 za poslednim pozorovanim a hodnotu 0
pied prvnim pozorovanim, tj. pozorované minimum a maximum ,,povazuje’ za meze, COZ
samoziejmeé nemusi byt pravda — tzv. problém nulovych frekvenci.

Proto pro nas odhad budeme pozadovat nasledujici:

- odhad musi byt nenulovy i pro hladinu niz$i nez minimalni pozorovani,
- odhad musi byt nejednotkovy i pro hladinu vyssi nez maximalni pozorovani.

Jednou z moznosti feSeni je aposteriorni bayesovsky odhad [2] pravdépodobnosti daného
alternativniho jevu — nepiekroceni nebo naopak piekroceni dané hladiny.

Oznacime z, pocet pozitivnich pozorovani daného jevu z celkem n (nezévislych)
pozorovani, potom:

ny oy —k
P{Zn=k/p}=(ka (1-p)"™*.

Dale budeme mit k dispozici apriorni hustotu f( p ), budeme ptepokladat, ze se jedna o beta-

hustotu:

_ (a+b-1)!
f(p)—(a_l)/(b_l)/p (1-p)

pro a, b piirozend (jednd se o zjednoduSeni). Jde o Jeffreysovu hustotu k danému
problému [2]. Pro @ =b =1 se jedna o rovnomérné rozdeleni na intervalu (0,1), tedy o vyuziti
principu neurcitosti. Potom:

n\ —k
Piz, =k,pj=Plz, =k/ p}- f(p) =(ka (1-p)"™* f(p),

kde pfi pevném p se jednd o pravdépodobnost a pifi pevném k se jednd o hustotu
pravdépodobnosti.
Pak dostavame pro aposteriorni hustotu ,,parametru® p:
n

“A=p)" " f(p)
p b
f(piz, =k) = DEn=bnt Lk -

P =k [Zijk(l—axYPkax)dx

0

n+a+b-1) a ekt
— ( ) k 1(1 _ p) k+b-1 )
(k+a-Dl(n—-k+b-1)!
Podobnym vypoctem ziskdme 1 optimalni aposteriorni bayesovsky odhad p za
predpokladu z, =k :

1
(n+a+b-1)! ka1 n—k+b-1 k+a A
Eip/z =ki= 1- dp=———_=1p. 6
/=, }-!p(k+a—1)!(n—k+b—1)!p A=pydp= =P ©
Vyraz pro takovy odhad miizeme psat i ve tvaru:
k a
. k+a non
bl =" ™
nrd I+—+—
n o n

kde ndhodna proménnd k/n ma pro n>9/p(l-p) asymptoticky normalni

1- .
rozdéleni: N [p,Mj [1]. Toho Ize vyuzit pro intervalovy odhad [1].
n
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Je zitejmé, ze odhad (6) spliiuje vyse pozadované podminky nenulovosti a nejednotlivosti,
protoze:
n+a

POy =—L—>0; poy=—""2 <1,
n+a+b n+a+b

. . o . k+1 ,
V praxi bude vyhodné pouzit principu neurcitosti a =b =1, pak p(k) = ;2 Pro takovy
n+

odhad plati:
A 1 n—ow A n+ 1 n—o
PO = ———12250; py=""n ey,
n+2 n+2
4. Priklad vyuziti
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Obr.¢. 3: Pravdépodobnost toho, ze kurz USD v nasledujicich dnech prekroci soucasnych kurz o 0,001 K¢
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Obr.¢. 4: Pravdepodobnost toho, ze kurz USD v ndsledujicich dnech piekroci soucasnych kurz o 1,001 K¢
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Obr.¢. 5: Kurz CZK:EUR, hladina vyznamnosti 5 %, pozorovadni 1.1.1999-16.6.2004 (celkem 1360)
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Obr.¢. 6: Kurz CZK:EUR, hladina vyznamnosti 20 %, pozorovani 1.1.1999-16.6.2004, bod 0 = 2.6.2004
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Summary — Incremental statistical models of time series

This contribution is a part of works dealing with exchange rate forecasting. If we suppose
the exchange rate x;= Yo' A, where A; are iid variables, then it is a “random walk®. The
problem is that the variables A; are not exactly independent and so we have to consider
a weak dependency, which will be modelled by means of increments.

In most cases, however, we do not need to know all the distribution function of increments,
so the task reduces to the estimation of several points, which is the probability estimation of
an alternative event.



