Entropie,
relativni entropie

a sdilena (vazebni) informace

Pojem informace je pfili§ rozsdhly na to, abychom jej komplexné popsali
jednoduchou definici.

Pro libovolnou distribuci pravdépodobnosti miizeme definovat tzv. entropii, jezZ
ma mnoho vlastnosti potfebnych pro méteni informace.

Vzijemna informace je specidlni piipad — vice obecné veliCiny — relativni
entropie , coz je mira diference mezi dvéma pravdépodobnostmi rozdélenimi.
Nyni odvodime jednoduché vlastnosti téchto velicin.

1. Entropie
— mira nejistoty ndhodné proménné na mnoziné X
X diskrétni nahodna proménna s pravdépodobnosti p(x) = {X=x} x eX
Definice:

H(X) = - 2 p(x) logz p(x) [ bit]

xXeX

Pozn.: 0log0=0 (xlogx—>0 x—>0)

Entropie je funkcional distribuce,
nezalezi na skute¢nych hodnotéch, ale na pravdépodobnostech.

Oznaéme stiedni hodnotu E, X ~p(x),
pak oc¢ekavana hodnota nahodné proménné g(X) je :

Exg(X) = 29(x) p(X) Eg(X)
Pozn.: g(X)=1log (1/p(X)) H(X) = E, log (1/p(X))

Lemmal: H(X)>0
Dk: 0< p(x) <1 — log(1/p(x))>0

Lemma2: Hy(X) = (logy, a) Ha(X)
Dk: log, p — logyalog, p
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Pi.2:
a p= 12
b 1/4
X= c 1/8
d 1/8
H(X) =

- 121log1/2 - 1/4log 1/4- 1/81og 1/8 - 1/8log 1/8 =-1/2log2" - ... =

= 1/2+2/4+3/8+3/8 =7/4

2. SdruZena entropie a podminéna entropie



Nyni roz§ifime definici pro 2 ndhodné proménné.
(X,Y) - vektorové vyjadieni nahodné proménné, sdruzena distribuce p(x,y)

Definicel: Sdruzend entropie
H(X,Y) = ZX ZY p(x, y) log p(x, y)
XexX ye
coz lze vyjadfrit jako:
H(X,Y) =-E log p(X1 Y)

Definice2: Podminéna entropie
Necht' (X,Y) ~ p(x, y)

H(YIX) = 2 p(x) H(Y[X=x)

xeX

=-2.p(¥) 2 p(yIx) log p(y[x) =-2 22 p(x, y) log p(y|x) =- E pxy) 10g p (YIX)

xeX yeY XeX YyeY

Teorém: Retézove pravidlo

H(X)Y) = H(X) +H(Y|X)
Dk.:

HX,Y)=-2 2 p(x,y) log p(x, )

XexX YyeY

=-2. 2. p(xy) log p(x) p(y|x)

XexX YyeY

=-2 2 px,y)log p(x) -2 2 p(x, ) log p(y|x)

XexX yeY XeX YyeY

=-2 2 p(x) log p(x) -2 2 p(x,y) log p(y[x)

XexX YyeY xeX YyeY

=H(X) +H(Y|X)

Ekvivalentné lze psat:

log p(X,Y) = log p(X) + log p(Y|X)
Pr.1:



1 2 3 4
1|18 1/16 1/32 1/32

2| 1/16 1/8 1/32 1/32

3 |1/16 1/16 1/16 1/16

4 | 1/4 0 0 0

4

H(X|Y) = le(Yzi) H(X|Y=i)
1=

= 1/4H(1/2, 1/4, 1/8,1/8) + 1/4H(1/4, 1/2, 1/8,1/8) + 1/4H(1/4, 1/4, 1/4,1/4) +
+1/4 H(1, 0, 0, 0)
= 1/4*7/4+1/4*7/4+1/4*2+1/4*0 = 11/8 [bitd]
Pozn.:
H(Y|X) =H(X|Y) ale: H(X) - H(X|Y) = H(Y) - H(Y|X)
3. Relativni entropie a sdilena (vazebni) informace

- mira diference mezi 2 distribucemi

Definice: Relativni entropie mezi dvéma pravdépodobnostmi p(x) a q(x)

D(p||a) = 2. p(x) log p(x)/a(x) = E, log p(X)/q(X)

xeX
Pozn.: 0log 0/q=0, plog p/0 =00

D(p|lg) >0 < p=q

Sdilena informace — mira mnoZstvi informace, Ze jedna ndhodna proménna
obsahuje dal§i ndhodnou proménnou. To sniZuje nejistotu jedné nahodné
proménné vzhledem ke znalosti druhé.



Uvazujme X,Y se sdruzenou pravdépodobnosti p(x,y) a margindlnimi
pravdépodobnostmi p(x), p(y).
Vazebni informace I(X;Y) je relativni entropie mezi sdruzenou distribuci

p)P(y)-

6 =3 3 p(x, y) log p?gp{)y) = D(p(x, Y)[Ip(p(Y)) =

XexX YyeY

P¥.2: Necht’ X = (0, 1) a existuji distribuce p, q;
pO)=1-r pMH=1r qO)=1-s ql)=

w2

D(pllq) = (1-r)log | ~* +rlog |

D(ql[p) =(1 —s) log t? +s log ?

Je-lli r=s pak D(plla)= D(al|p)=0
Je-lir=1/2 s=1/4 pak:

| |
D(p||q) = ;10g§+ ;log% —121og3" 2+1/2log2 =
4 4

= -1/2 log 3 +1/2 +1/2 =1-1/2 log 3 = 0,2075 [bitd]

ale
3 1
D(q||p) = ilog‘l‘+ ilog‘l‘ —3/4 log 3 — 1 = 0,1887 [bitil]
2 2

Obecné:  D(pl|a) =D(allp)



4. Vzajemny vztah mezi entropii a sdilena informace

Sdilena informace

106;Y) = 22 p(x, y) log p?g I,OR/) =Y p(x, y) log pgz)‘(g’)

X,y X,y

= - Xzy: p(x, y) log p(x)+ XZy) p(x, y) log p(xly)

= - 2. p(x) log P()- (- 2 plx, y) log pxly) = H(X) - H(X|Y)

Vzhledem k symetrii 1ze psat:

1(X; Y) = H(Y) - H(Y[X)

Plati-1i
H(X,)Y) = H(X) + H(Y|X)
pak
1(X; Y) = H(X) +H(Y) - H(X,Y)
tudiz

1(X; X) = H(X) +H(X|X) = H(X)

Aplikaci téchto vysledkii dostavame nasledujici teorém:
10X; Y) = H(X) - H(X]Y)
1(X;Y) = H(Y) - H(Y|X)
1(X; Y) = H(X) +H(Y) - H(X,Y)
1OX; Y) = I(Y; X)

1(X; X) = H(X)



H(X,Y)

H(Y(X)

HOO —

HY)

Pt.: pro zadani z pt. 2.1 spoctéte:
1(X; Y) = H(X) +H(Y) - H(X]Y) = H(Y)- H(Y|X)=

=7/4 - 11/8 = 3/8 = 0,375 [bitii]

5. Retézova pravidla pro entropii, relativni entropii a sdilenou
informaci

Entropie kolekce ndhodnych proménnych je sou¢tem podminénych entropii

Teoréml: Necht' Xi, Xz, ..., Xy je popsano p(Xy, X2, ... ,Xn) pak”

H(X1, X2, .., Xn ) = _Zl HXi X, .. Xa)
Dk.: H(X,, xz_ )= H(X0)+ H(Xz| X1)
H(X1, X2, X3)= H(X1)+ H(Xz, Xa| X1)
= H(Xy)+ H(Xo| X1 )+H(Xs| Xz, X1)

H(X1, X2, .oy X ) = HX)+ HOXG| X1)+ HXn | Xn1 s oen s Xp)

= ZlH(xilxi-l’ ey Xl)
i=



Nyni definujeme podminénou sdilenou informaci jako zmenseni nejistoty o X
vzhledem ke znalosti Y, je-li dano Z.

Definicel:
1(X; Y[Z2) = H(Y[2) - H(YIX, Z) =

CE. . log  POXY(Z)
P 508 X[ Z)p(Y [ 2)

Teorém2: Retézové pravidlo pro informaci

n

|(X1, Xz, ,Xn ,Y) = Z |(X|,Y| Xi_l, ,Xl)

i=1

Dk.:

I(X1, X, oo s Xn 3 Y) = H(Xy, Xo, o, Xn 5 Y) - H(Xy, Xo, o, X | Y)=

:i=1 H(XI | xi'll v ;Xl) - ; H(X| | Xi-l’ ey Xl! Y) =

n

= Z |(X|,Y| X1, ... ;Xi-l)

i=1

Definice2: Podminéna relativni entropie

D(p(y)llalylx)) = 2 p(x) 2 p(xly) log g((;l )3(/)) =

X y

X
= Ep(x, y)log LH

qlY | X)

Relativni entropii mezi 2 vlastnimi distribucemi dvojice nahodnych proménnych
je mozno vyjadrtit souctem relativni entropie a podminéné relativni entropie.

Teorém3: Retézove pravidlo pro relativni entropii

D(p(x, y)llax, y)) = D()lla(x)) + D(py)llalylx))



Dk.:

D(p(x, Y)Ila(x, ¥)) = 2 2 p(x,y) log 5&3?

_ POYP(Y|X)
Zx 2 P 102 g0y )

y

q(x) acy[x)

y y

=2 2 p(xy) log P(X) +2. 2 p(x,y) log P(Y|X)

=D(p()llax)) + Dey)llalylx)
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